Planche d, exencices

Fichiers Equation-differentielle-ordre-2 a, B et ¢

EXERCICES FACILES :

Exercice | : Résoudre y” — 3y’ +2y =0

Correction : %b'o,cdﬂ: d‘wwwmmwﬁ EBWWWWMW@M
7‘2—3T+2:0,c1uj,ad/n\etd&mb0&4ﬁmb: rzzetrzlfﬁeum&mmm@%@mm@dé{@m

sun R par y(x) = Xe?® + pe® (A, 1 € R).
Exercice 2~ : Résoudre y” + 2y’ +2y =0

Correction : EEWMWQW%L P24 2r+2 =0 Wmmm :
r:—1+i@r:—l—i.GanqummMW%mm[er
y(x) = e *(Acosxz+ Bsinx) (A,BER).MAWW%W@WMWCOS&QH

& Laide ot'wm,a?ﬂe@, cety solubions me ausbi S'écrine touss Lo Km/m AeTHHDT 4 pe=1=07 (X € R).

Exercice 3 : Résoudre y” — 2y +y =10

Correction : i‘wmmmqw%m — 2+ 1 =0, donk 1 est nacine doullle. Tor solutions de

QWWWW@Q@M (Az + p)e

Exercice 4 : Résoudre 3y +y = 2cos’ x

Correction : &@m&nmde@wwww@% A\ cosx + jusin . gewcomd,mmxﬁw[wm%

gamwméém,vwcos2x:1+cos(2x) : dw&wwwmmmmw
sous, la go'm-r\e a + bcos(2z) + csin(2x).

En , on houne 'ume telle i %Lbo&x‘b{ofmb,{,a:l,bz—ljczo.
WWQ"@M e 3

Fer solubions (aemmﬁw sonk dono les Acosa + psinz — %COS(ZI) + 1
Exercice S : Résoudre 2”7 — 3z’ + 2z = €%

Correction : ts kje? + kyel +te?l.

Exercice b : Résoudre —22” + 2’ +x = 10cost
Correction : tr Ae 2 + pel + 3cost 4 sint.

Exercice T : Résoudre y” — 4y’ + 4y = ch 2z

. 1 1
Correction : x5 (kyz + ky)e** + 4332 e + B—Qe—%.

Exercice & : Résoudre y” — 3y’ +2y =€ —z—1
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Planche d, exencices

. 1 5
Correction : x> —ze® — 3% 1 + Xe?® + pe.

Exercice 9 : Résoudre y” — 2y + 2y = xe®
Correction : z+ (z +acosxz + bsinx)e®.
Exercice O : Résoudre y” — 4y’ + 4y = 2(x — 2)e”
Correction : z = (ax + b)e?® + 2ze®.

Exercice | : Résoudre y” + 2y = z2

Exercice [ : Résoudre y” — 4y’ + 3y = (2o + 1)e”
Exercice [3 : Résoudre y” — 4y’ + 3y = (2z + 1)e”
Exercice [+ : Résoudre y” — 2y’ + 2y = we®.
Correction : y:x+— (z+acosx + bsinx)e®.

Exercice IS : Résoudre y” — 4y" + 13y = 10 cos 2x + 25 sin 2.

Correction : y:x+— e?®(acos3x + bsin3z) + 2 cos 2x + sin 2z.

Exercice |6 : Résoudre I’équation suivante :

=3y + 2y = e”.

Correction : y”’ —3y + 2y = e”.

&Po@jmgwmwwe&f (r—1)(r— )et&/mo&uomde%ﬂmumﬂmo%memmm
| y(z) = cre” + cpe®" aeo ¢p, ¢y € R

@%MBWWW@&L@&V#\;&yP = L,mebtdmnb?am@ahmv(m)?aamd&om
(%) sun P esb : P — P’ =1, &b P(x) = —2 connienk.

%m&mmdg@wmmm&»@o«m;

y(z) = (¢; — 2)e® + cye®® amec ¢q,cy € R.

EXERCICE DE DIFFICULTE MOYENNE :

Exercice | : Résoudre y” — 2y’ + 2y = x cosxch x.

Correction : Egléﬂuohmwmxb&w/ede@wwy”*2y/+2y:()ejat1"2f27"+2:0
dmt@%mmm14@1%.&%@@@%me?@§0¢@“@@?&%
x> e®(Acosz + psinz), (A, p) € R2 E,W anec tecond, membre. & éonit

y//_2y/+2y: %(e(kﬂ')z_|_e(71+i)x_i_e(lfi)z_ke(flfi)x)'
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Rieendhe d'une solution ‘w/vb‘w,&m de Qec?uob\om, y' — 2y + 2y = rel+iz

1+z'%tmmww29de@" i MW@MQWW@WWWM@@
de@c»@oh/m@f > (az? + bx)e 1“””@01m@c»@omm~ﬂ@ Mwh
I/ =2f +2f=(((1 +4)*(az® + bx) + 2(1 +4)(2az + b) + 2a)
—2((1 +14)(az? + bx) + (2az + b)) + 2(ax? + bx))e1+i)®

= (2(1 +i)(2ax + b) + 2a — 2((2azx + b)))e )% = (2i(2azx + b) 4 2a)e1+9)®
= (4iax + 2a + 2ib)et)*
e , .
P of 4+ 2f = 217 o 4iq = 1&:2ib+2a:0©a=—ietb: 7

Usne solution Mm de @eﬂuﬂhm y” —2y 42y = xel )T onb z 1 il(—izQ +z)e e Ry conjugaison,
wne sollubion Pa/lb\wfwjua de @W Yy’ — 2y + 2y =zelV7 oot x> 1(21‘2 + z)el=97,
Reecherndle d'une solution PCW»PAH/‘A;@ de Q@c’,wob\om y" — 2y 4 2y = wel"1HIT,
—1+4i n'wwmaﬁ'wmwam@'wmmmw&mwm
de@@@o/z/maf x> (az 4+ b)e™ 1+1$@a1m&mgcwmuﬂe fe/fyrwb

=2 +2f = (((=1+i)%(ax + b) + 2(=1 +i)a) — 2((—1 + i) (ax + b) + a) + 2(azx + b))el 1+

= ((az + b)(—2i — 2(—1 4+ i) + 2) + 2(—1 + i)a — 2a)e(~1+9)=
= (4(1 —i)(az 4+ b) — 2(2 —i)a)eM* = (4(1 —i)ax — 2(2 —i)a + 4(1 —i)b)el+0)®

Ivuw,
fr=2f +2f = a1 o 4(1 —i)a=1eb4(1 —i)b—2(2—i)a=0
14, (20149 B+)(1+d)  1+2i
R T e T w 32 16

. 1 .
) ) .\ 'y ) "o 4y = (—1+4)z 2(1 . 1492 (—1+’L)af.
%wm@uﬂmvwmd@@wy Yy 42y =xe %JSZ‘I—>16( ( —‘rll)w—l- +2i)e R
. . ) . - Y ) 2 _ (—1—i)z s _ 9\ (—1—i)z
Wbmgwwbo&hmwmde@wy 2y +2y xre enb T 716 (2(1 z)x—i—l 22)6 .

%mbo&mmv"\aﬁho&m@deglw y” — 2y’ + 2y = xcosaxchx esl donc

1 1 : 1
—(2 T sp2 (1+12)z
4(%(4( ir® + x)e + 76

1
= —%@(4(—ix2 +x)(cosx +isinz)e” + (2z + 14+ 2(z + 1)i)(cosz + isinx)e ™

(2(1 4 i)z + 1 + 24)el-1H97)

1
=33 —(4(rcosx + x?sinx)e® + ((2x + 1) cosw — 2(x + 1) sinx)e ®)

Lot sollubions sun R@QWWMLQ%%WM@@@EOWMJ: = ( xcosx—i—x sin )+ cos z+psin z)e” +((22+1
(A, p) € R2.

Exercice 2. : Résoudre y” + 6y’ + 9y = x2e?*.

Correction : Sﬁ'wmmmwwde@wwy”+6y/+9y=0w;r2+6r+9=0
wm&%mwﬁﬁer:—&%w&mmwgwwmgwwwugmm
e 3 (A\r + p), (A pu) € R
2W'MWW@Q'WMW@MQ'WWWWWMW@
Qa@onmf ¢ o (ax? + b + c)e?®.
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@'W la @omnwﬂe de m“”b :
[/ +6f +9f=((4(az® + bx + ¢) + 4(2ax + b) + 2a) + 6(2(ax?® + bz + ¢) + (2ax + b)) + 9(az? + bx + ¢))e?
= (25(az? + bz + ¢) + 10(2az + b) + 2a)e?* = (25ax2 + (20a + 25b)z + 2a + 10b + 25¢)e?

IwA‘b,
f”+6f’+9f*av2623“’¢:>25a*1<>L20a+25b*OetQaJrl()b+25c*O<ﬁ>a*iebl)*—ietczfi
B B N 25 0 125 7 625
1
. . N 'y, . ” ’ _ 22z - .
%mm&mrumﬂ&m@ddwy + 6y + 9y = 27> enk o o (2522 — 20 + 6)e2*
Lot solutions sun R @QW ropobse Wnteeb@o«wb@made&m@omm T @(25302720x+6)62x+()\w+/t)6’31,

(A p) € R2
Exercice 3 : Résoudre y” — 2y’ +y = chz.

Correction : g'meWe@@'me@y”—Qy’+y:O%J:TQ—27“—|—1=0

WW%%M&&r:L%W@Q'Ww@m&»W@@@W

T e®(Ar 4+ p), (A p) € R

Sgebewndﬂm,@/mﬂ’wbm2(e +e 7). JO(JMLB‘WQ@ @Wd@m&;ﬂm

%M&mm&mwm@mde@%mmy -2y +y=c¢€".

1%WM®QWMW&MQWWWWM&MW
de@a,@o/sz ¢ X ax’e”

@'W%W@Mﬂ%;
7 —=2f + f= ((ax® + 2(2ax) + 2a) — 2(azx? + (2ax)) + ax?)e?® = 2qe”
M
f”—2f’—|—f=e‘”<:)2a=1<:>a:%.
MWM@@@QW y' =2y +y=¢e" ehtxH%x%w.
Roehenlle d/'wnebommw;@ﬂ&de@eﬁu@m Yy =2y +y=e"

—1 n'ent; pa nacime de béquation, canactenistique e done bequation pronosée admet une solltion, panticulisne
de&m@ofvmf : x> ae” "

f"=2f"+f=(a+2a+a)e* =4dae™®

P/u}.b,

1
f”fo’wa:e’“’@a:Z.

%MWW@Q% wabion ¥y’ — 2y +y=e* %beie’m.
Efwbo&ﬂm\bm[R@Q'WWW@%W@@@Mx&—>(§+/\x+u)ex+ée’“’,

(A p) € R2

Exercice 4+ : Résoudre y” —y =shux
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. 1 1
Correction : x5 kje® + kye ® + gxe"’ + éxe_‘”.

| —1
Exercice S : Résoudre y” 4 3y’ + 2y = % oz
x
Correction : z i (A +In|z|)e® + pe22.
Exercice  : Résoudre y'? + y? = 1 (dériver).

Correction : y:z+—acosx +bsinz avec a? +b%> =1 ouw y: 2 — +1.

Exercice T : Résoudre I’équation différentielle :

Y’ — Ay +4y = e*
Déterminer la solution f vérifiant f(0) = —1 et f(0) = 1.

. LL'2 .’L'2
Correction : z (2 + kix + kQ) e b fras (2 + 3z — 1) e,
Exercice & : Résoudre I’équation différentielle :

Yy -2 +y=e”
Déterminer la solution f vérifiant f(0) =2 et f'(0) = 3.

. CL'2 IL‘Q
Correction : z (2 +k1x+k2) e’ b frixs (2 +x+2) ev.
Exercice 9 : Résoudre ’équation différentielle :

Y3 —3y” + 2y = 0.
Correction : x> Ae?® + Be® + C.

Exercice IO : Résoudre I’équation différentielle :

y// _4y/ +4y — <$3 +1‘)€2x.

Déterminer la solution f vérifiant f(0) =1 et f(1) = €2.

. . .’115 T% 20
Correction : z= | —+"=+Xx+pule

20 6
x> 23 13z
- s e 1 2z
/ “LH(20+6 60 )
Exercice | : Résoudre I’équation différentielle :

Yy —2y +y=(z2+1)e".

Déterminer la solution f vérifiant f(0) =1 et f'(0) = 0.

4 2
Correction : x> (182 + % + Az + u) e®

2

4 P
.f:xH(ﬁlLQJrLLQ.rJrl)ew.
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EXERCICES PLUS ARDUS :

Exercice | : Résoudre y” —2ky’ + (1 + k?)y = e*sinz, k € R\ {1}

Correction : %t ke R J?WWOMAW@@QWWy —2ky’ +(1+k*)y =0 est

72— 2kr+1+k% = 0 dont le discriminant néduit saut —1 = i2. &mwmmwmmm

k—zfmm&;ﬂuwdegwwm%ww&,%yw@x b (A coszusinz), (A, p) € R
Lo vecond, memline s'sonit; Tm (el 7). Fhenobuons done bequation " — 2y +y = e+

fk+1, 1+m'%tpmmde@'wmmwamﬁwmmmmm&m
Powwﬂmade@cu@ommef x> aellF9T,

¢

=2kt + 1+ k) f=a((1+4)2 —2k(1+i) + 1+ ke = ((k—1)? — 2(k — 1)i)ae1+)=

ek dong,
1 1 k=142

E—1k—1—-2 (k—1)(k2—2k+5)

) k—1—2¢ ,
Cu: ) b . BN Q', ) "o — S(14i)z (1+i)x of
e Pawwﬂ%@de Wy Yy +y € ebt).%‘l—)<k—1><k2_2k 5>6 wne
solubion ruhh'ouz'eﬁ\ e de Qec1 wabion, y” — 2y +y =e*sinx eal

1
(k—1) (k2 — 2k +5)

%k#l,@wao&hom@&lwwmge@ww@@gmm

1
T =02 =2k 5) (—2cosx + (k—1)sinx)e” + (Acosz + pusinx)er”, (A, u) € R

" =2kf + 1+ k) f =% o g =

1

Tm((k—1—2i)(cosz + isinz)e® = (k—1)(k2 — 2k +5)

(—2cosx + (k—1)sinz)e”.

Exercice 2. : Résoudre I'équation différentielle :

1
—y =shuz.

14 /
y Tyt

Déterminer la solution f vérifiant f(0) =0 et f(0) =0

1 4 8 . 1 .
f)—i—ge”’—e_'” d,f:a:l—>(fcosf—fsinf)e_i—I—ge“—e_x,

Correction : “%$(Acos = i
rr e 2( cos2—|—ps1n2 5 5~ 5sing

Exercice 3 : Résoudre I'équation différentielle :
v +y + y =shx.

Déterminer la solution f vérifiant f(0) =0 et f(0) =0

. - 1
Correction : x e 2(\ cosg + wsin g) + ge”” —e "

o 4 8
a:He*E(gcosf—fsinf)—kfez—e’m.

2 5 2 5

Exercice 4+ : Résoudre :

(E) : y” + 2y’ 4+ by = 2xe * cos 2.
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Correction :

- @mcmwid@w@éﬂuoﬂmu&némm%woﬁéﬂwﬁam: (Eo) : 9" 42y + 5y =0.
iwmﬁmw%z P2 42 +5=0.

?mmm(mw)%t&:—4:(2i)2.%mmde(EC)mm-1—2iet—1+2i.
@'W%m%m&m%dﬂw (EO)W@%@O«M:

x> e *(Acos2x +Bsin2z)  avec A,B € R.
- @'o/[meu‘ wne @ofwwﬂe 4 Culler, ?’eﬂ wation (E) s'scnib encone (E) : y” 42y 45y = xel 1207 4 ge=(1+20)z,

- SOO&JD.ML Pa/ib\mﬂ\gw de (Ey):y” 4+ 2y + 5y = pel—1+20)z
On Rerdle wne sollubion sous la goh/m fize R(x)e(*lﬁL?i)z_

filz) = R(z)el1+2)e
VreR, fi(z)= [R'(z) +(—1+2)R(z)]el 120
fl(x)= [R"(z) +4+2(=1+2)R'(z) +(—3—4i)R

(x)
(w)]e —142i)x
(=

On o done Vz € R, Il (@) +2f](x) +5f (x) = [R" (x) + 4R (x)]e "1+,
Foimni

f1 ok wne ) ki de (El) — Ve IR, [R//( )+4ZR/( )] —1+2i)x _ xe(71+2i)w
< Vz e R,R"(x)+ 4R (x —xmgwnha%%bmw\boﬁe

@ncﬂn@wﬂeRd@dec&héZ. @mrmoﬂoth(z):ax2+bz+c.

f1 etk une sollubion de (E,) <= Va € R,2a + 4i(2az + b) = =
< Vux € R,8aix + (2a + 4bi) = x

8ai =1
<~
2a +4bi =0

S
{bm
@n[wubcﬂo&bm,c:()etmwmpub:
fl:x'_)<_éx +T6x> e1420e p Db W‘*‘&Wd&(Eﬂ
_ Soogqﬂmu‘wmmj&mde E2):y//+2y’+5y:x67(1+2i)w
@nhmhﬂuewceﬂbéquaﬁm%t&bmaﬁﬂu@ d,@(El)
&gmwmfzzfimmm&nmwnmedg (Ey)
@'o&,fgsz(Sm +16) 1+2“”%tbo&mmvamw@mede (E,).

) 1 X j 1 )
vz €R, fi(z) + fa(x) = <—£$2 + 71,) g1t 4 (;a: + 1—63:) e~ (14202

i ( 2ix +e—21;c):|

— T _i 2 (L2ix _ —2ix
=e [ 3@ (e e >+16

2
=e* <£i1 sin 2x + g cos 295)
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2
S= {a: > <Acos2x—|—Bsin2x+ %sin2x+ gcos%:) e P ABEe€ [R}

Exercice S : Résoudre I’équation suivante :

4y’ + 4y’ + by = sin ze /2.

Correction : 4y + 4y’ + 5y = sinze /2.

g'WWBQQWWQMr1=—1/2+iet7“2=ﬁdsg%,bomde@éﬂuaﬂm
ammaém@homb:

y(x) = e */?(c; cosx + ¢y sinz) amec ¢, ¢y € R
@/n/ o sinze */? = IIIl(e(fl/eri)I)J on comvmence domc I\afb CQMK_‘R,Q)L wne b,o@uliom, Zp de Qeﬂ ualion avec Qe
nowsead, becond, fmympyw e(=1/2+i)z
Comme —1/2 + i esb nacime de @ecwahm ca)w,cfe)lmbﬂu@, on dendlena zp(x) = P(aj)(a(fl/QH)“c anvec P de

degns 1.
For combécr.wmh@q/ condibion (%) surn P
4P + f/(—1/24+ )P + f(—=1/2+ )P =1
sécnib ic : 8P’ =1 (P’ =0, f(—1/2+i) =0 f/(—1/2+1) :81),MWMWP(@ = —i/8z e

— (—1/2+4)x . . L — . (—1/2+i)zy iy —z/2
z,(z) i/8xe ,WWMWW%(@ Im(—i/8zxe ) =1/8xsinze
esb une solution de motre ectuofuo/n/

Ten solltions sonts donc toutes e fonctions de b forme -
y(x) = e */%(¢c; cosx + (cy + 1/82)sinz) awec ¢, ¢y € R.
y(z) = Ky COS($)€7$/2 + K, sin(x)e*$/2 — %xeﬂ”/2 cos(x)

(K, & Ky constantes néellen) et et conditions initialles, donnent K; = 0, K, = 1/8,

Exercice £ : Rechercher les fonctions polynomes solutions de
(22 —3)y” —4ay’ + 6y = 0.
En déduire toutes les solutions de cette équation sur R.

Exercice T : Résoudre : t?y” +ty’ —y =1 sur R%.

Correction : %nebo&lﬂmuwg\e%t@@wwlbmte 1.

y:th%twnebo&iﬁomdeEo.

@%W@@W@@W%Wy(ﬂZA(t)t

@fm avie & 2N + 32\ = 0.

A(t)zt%mw@&go«m&medwm@rnew&ﬂwwd@QIWEo : y:tl—)%.

Lenverble des solutions est 5R1:{t|—>%+ut71,(k,u)€ﬂ?2}.
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) 4
Exercice & : z(1—2Inz)y” + (1 +2lnz)y — —y =0
xr

(chercher une solution de la forme y = z%).

Correction : y= 2+ plnz.

Exercice 9 : Résoudre x2y” — 2xy’ + 2y = 2 + 223 sinx (poser u = Inz).
Correction : y=oazx +bx?+1—2zxsinz.

Exercice IO : Résoudre zy” — 2y’ — xy = 0 (dériver deux fois).
Correction : y¥ —2y” +y=0=y=a(chz —ashx) + b(zcha —shz).

Exercice | :

Résoudre sur ]0; oo 'équation différentielle x2y” +y = 0 (utiliser le changement de variable
x=eh).
Trouver toutes les fonctions de classe €' sur R vérifiant

V£ 0, f'@)=f(3)

X

Correction :

&W?@Mﬂﬂn@nﬁd@@@mﬁ?@m:et(dmot:hll')et%[}ma/n.tz(t):y<€t)<dmw
y(z) z(lnx), QW 22y +y deuient z”—z’+z:0,dm¢@a>boﬂmwm9y>

2(t) = et/?. (Acos(\égt ) + wsin( t) AupeER

Soutrement dit,
y(z) =z ()\ cos(? Inz) + usin(? lnx)>

?mefmwwm f et de dasse €L dmwaf(l)%td,eo&J}abe@lm
R*&WWf’WMf%tWMdeM@QmR* Ko»b,%&te)wmbge
Wwwm@nbmmqwganﬂe/m@mtctu@f%teoomﬂ?*)

En dénivant QW I (x <f) on obbient
ra=-br(}

fr@) == (3) = -/

2 T 22

et en néutilinant; equation, -
ﬁ;mmbmo&amwf%tm&mmd@x? " 4y =0 sun R*.
NM&A@M@L@W)\,MER%W

Vo >0, flz) =V (Acos(\flnx)—l—usin(?lnx))

ﬂ:)a)b%m\otﬁﬂbeg f%b@&am@lmR,mW&mﬂeww&m%mOdegomel.
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Mmd%w%wndwmum&uwﬁ@%t[\mmﬁ&.

SD% flx) =z ()\cos(\flnaz) +usin(\g§lnx)> ——0 owy toun A, 1 done f(0) = 0.

z—0F
Mocics
f(xz) : 5(0) = % (/\ cos(? Inz) + p sin(? In .TJ))
nlapabd,e&nmfe%o%)\#()wu#o.

_ o F(-2nm) o flx,) = fO) A )
&L@%@wan—ef 2 ,on oz, — 0 mais 2, —0 —mwad/metwne&mube%/me
@@uﬂ@nwut&,)\z .

Do, s o e HammrE) flz,)—f(0)  p ot ombice done 14— 0
e meme avec T, = Wd,omme I;L*O _\/QT;L W\TM@ o= u.

?mmmuwuﬁevowmté%t/\:uzﬂ
Jo(ai/nmf@bb(zago'mﬁm«myﬂqm[o,+oo[.

&WW@IWM]—W,O],&Mwmm%MR

Exercice [ : En posant t = arctan z, résoudre :

” 2x / y(:ﬂ) _
y(@) + 1+ 227 () + (1+22)2
. AT+ p
Correction : z — s\, 1) € R,
T e (A, )

Exercice [3 : Résoudre par le changement de fonction z = Yy I’équation différentielle :
x
22y (&) — 22y () + (2 — a?)y() = 0.
Correction : x — Azshz + pxchax, (\, u) € R%

Exercice 4 (E quation intéarale) :  Trouver les applications g : R" — R continues véri-

fiant pour tout x > 0 :
s [ a1 ([ g(t)dtf
2 )i T \Ji=o

. v T2 2
Correction : y:/ g(t)dt = %: ixf
t

=0

Continuits en 0 = g(z) = az! V2

= g(z) = ax'*V2

Exercice IS (Inéquations différentielles) :

y(0) = 2(0)
Soient a,b: R — R continues, et y, z solutions de < y' = a(t)y + b(t)
2/ < a(t)z+ b(t).

En étudiant e (y — 2) ot A’ = a, démontrer que : V¢ > 0, on a y(t) > z(t).
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