Khistle v 1

]. Semaines 1 et 2

Loaique, raisonnement et fonctions réelles

Question de cours : Montrer que V2 est irrationnel.

Exercice | : Soit f: R = R,z /14 a2,
Pour tout entier n > 1, on note f = fo fo f...o f (composée successive de n fonctions f ).

Donner Uexpression de f(?) et f(3). Conjecturer une expression de f("). et prouver cette conjecture.

Exercice 2 : Soit s =0et Vn>1,s,., =s, +3n(n+1).

Montrer que (s,) _  est un multiple de 6.

neN

Exercice 3 : Soient E un ensemble, A, B, C € P(E). Montrer :
AUB=AUC < AUB=AUC,

ot on a noté B (resp. C ) le complémentaire de B (resp. C ) dans E.
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Khuatle, 1 2 Semaines 1 et 2
Nom: ... Prénom : ............... ...
Loaique, raisonnement et fonctions réelles
Question de cours : Montrer que V f € Z(R,R),3!(g,h) € #(R,R), g paire, h impaire, tel que

f=g+h
Exercice | : Parmi les propositions suivantes, quelles sont les négations de la proposition
(Va € E,P(z) = Q(x))?
3 € B, (1Q(x) =1P()), 32 ¢ B, (P()A]Q()),
E Jz € E, (P(z)A]Q(x)),
. - 1
Exercice 22 : Montrer que ¥Vn € N*, Z k= @
k=1
Exercice 3 : Soit f une application de E dans F.
Soit g 'application de Z(F) = £ (E) définie par VY C F,g(Y) = f~1(Y).
Montrer que g est surjective si et seulement si f est injective.
E Montrer que g est injective si et seulement si f est surjective.
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Khalle n 1 3 Semaines 1 et 2 Khtle w1 4 Semaines 1 et 2

Nom: ...........ooooiil Prénom : ........................L Nom: ...........oooooiiii Prénom : .......................
Loaique, raisonnement et fonctions réelles Loaique, raisonnement et fonctions réelles
Question de cours : Que dire de 'image directe et réciproque de Iunion de deux parties par Question de cours : Que dire de I'image directe et réciproque de I'intersection de deux parties
une application ? par une application ?
R X . X L . Exercice | : Soit f: R = R une fonction. Nier les assertions suivantes :
Exercice | : Parmi les propositions suivantes, quelles sont les négations de la proposition

Yz eR,f(z)+#0.
(V2 €E Pl) = Q(2))? [2) Ve eR, f(z)>0=z<0.
32 € B, (Qle) = P(@)), 32 ¢ B, (1Q() >1P()).

Fz € E,(1Q(z) =P(z)),

Exercice 2 :

Dans le plan, on considere trois droites A, Ay, Ay formant un “vrai” triangle : elles ne sont

pas concourantes, et il n’y en a pas deux paralléles. Donner le nombre Ry de régions (zones

e . 2 . . L 222 —3 blanches) découpées par ces trois droites.
xercice 2. : Soit la suite (2,,),,ey définie par zy =4 et 2., = z, 12 E On considére quatre droites A, ..., A, telles qu'il n’en existe pas trois concourantes, ni deux
. . paralleles. Donner le nombre e régions découpées par ces quatre droites.
Montrer que : Vn € Nz, > 3. licles. D I bre R, de régions dé ¢ tre droit
3 On considére n droites Aq,..., A, telles quil n’en existe pas trois concourantes, ni deux
Montrer que : Vn e Nz, —3 > 5(1" —3). paralleles. Soit R, le nombre de régions délimitées par A;...A,, et R, ; le nombre de
3\ " régions délimitées par A, ... A, ;. Montrer que R,, =R,,_; +n.
Montrer que : Vn e N z,, > (5) +3. E Calculer par récurrence le nombre de régions délimitées par n droites en position générale,
E La suite (2,,),c est-elle convergente ? c’est-a-dire telles qu’il n’en existe pas trois concourantes ni deux paralleles.

Exercice 3 : Soient f: E — F une application, A C E et B C F.

Exercice 3 : Ecrire P(E) puis P(P(E) ) lorsque E = {a, b}. Montrer que f(A N f~1(B)) = f(A) NB.
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Khistle v 1

5 Semaines 1 et 2

Loaique, raisonnement et fonctions réelles

Khitle v 1

6 Semaines 1 et 2

Question de cours : Montrer que V/2 est irrationnel.

Exercice | : Soit f:R = R une fonction. Nier les assertions suivantes :
YM>0,3A>0,Yz > A, f(z) > M.
2] ¥e>03n>0Y(z,y) € P Je—yl <n=|flx) - fy)l <e.

1

Exercice 2. : Montrer pour tous x € [0;1] et n € N: ;1 —na < (1—2)" < Tona

Exercice 3 : Soient fune application de E vers F et (B;),.; une famille de parties d'un ensemble
F indexée par un ensemble J.

Montrer que f~( ﬂ B;) = ﬂ 7By

i i€
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Loaique, raisonnement et fonctions réelles

Question de cours : Montrer que V f € Z(R,R),3l(g,h) € Z(R,R), g paire, h impaire, tel que
f=g+h

Exercice | : Soit f: Er— F. Que dire de f quand elle satisfait les affirmations suivantes ?

Vy€eF, Yz €E, flx) =y,
[2] vyeF,3z€E f(z) =y,

JyeF, Yo eE, flz) =y,
[4) 3yeF,3z€k, f(z) =y

Exercice 2 : On remarque que (1+v2) = 14+V2, (1+V2)? = 3+2V2 et (1+V2)? = 7T+5V2.
Le but est de démontrer que pour tout n € N*, il existe a,, € N tel que (1+v2)" = \/a,, +/a, + 1.
Montrer qu’il existe deux entiers a,, et b, tel que

{ 14+V2)" = a, +b,V2
(1=v2)" =a, —b,V2.

[z] Etablir alors que a2 — 2b2 = (—1)" et en déduire le résultat attendu.

Exercice 3 : Soit f: E+— F une application entre deux ensembles E et F.
Montrer que si VA, B € P(E), f(AUB) = f(A)U f(B).

E Est-ce vrai pour l'intersection ?
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Khistle v 1

Semaines 1 et 2

Loaique, raisonnement et fonctions réelles

une application ?

Question de cours : Que dire de I'image directe et réciproque de 'union de deux parties par

Exercice | : Soit f: E+— F. Que dire de f quand elle satisfait les affirmations suivantes ?

VzeE,VyeF, f(z)=y,
[2] Yz €E3yeF, f(z) =y,

JzeEVyeF, flx)=y,
JzeE,JyeF, flz)=y.

posseéde un point fixe i.e. Ik € [1,n], f(k)=k.

Exercice 2. : Montrer que pour tout n € N*, toute fonction croissante f de [1,n] dans lui-méme

Exercice 3 : Comparer :
o P(ENF) et P(E) N P(F):
o P(EUF) et P(E) U P(F);
o P(ExF)et P(E) x P(F).

P
P
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Khalle 1 8 Semaines 1 et 2
Nom: ...........oooooiiii Prénom : .......................
Loaique, raisonnement et fonctions réelles

Question de cours : Montrer que V2 est irrationnel.
Exercice | : Soit (f,),en une suite d’applications de 'ensemble N dans lui-méme.
On définit une application f de N dans N en posant f(n) = f,(n) + 1.
Démontrer qu’il n’existe aucun p € N tel que f = f,.
Exercice 2. Soit (u,),en la suite définie par uy, = u; = 0, u, = 2 et Vn € N,
Uppz = Uy o — Uy + Uy
Calculer les premiers termes de la suite, émettre une conjecture sur la valeur de u,,, puis la prouver
par récurrence.

: B\CCA
Exercice 3 : Montrer que N = B\DCA.

C\DCA
Lycée Jules Garnier il PTSI



Khalle n 1 9 Semaines 1 et 2

Loaique, raisonnement et fonctions réelles

Question de cours : Montrer que V f € #(R,R),3!(g,h) € Z(R,R), g paire, h impaire, tel que
f=g9+h

Exercice | : Pour n dans N*, on se donne n + 1 réels xq, 2y, ... , ,, de réels vérifiant

0y, <2 <...<2, <z, <L

n
On veut démontrer la propriété suivante : « il y a au moins deux de ces réels dont la distance est
inférieure ou égale a —.

n
Ecrire a l'aide de quantificateurs la propriété.

En déduire une formulation équivalente pour les valeurs x; — x;_;.

Ecrire la négation de cette derniére proposition.
E Démontrer la propriété.

Exercice 2 : Soit f : E > F. Que pensez-vous des affirmations suivantes ?
[} VaeE VyeF f(z)=y.
EVxEE JyeFtelque f(z)=y.
JzeBtlque VYyeF f(z)=y.

Exercice 3 : Soient A et B deux parties d'un ensemble E. Montrer de deux maniére que :

ANB=AUB = A=B.
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