Khistle v 1

]. Semaines 1 et 2

Loaique, raisonnement et fonctions réelles

Question de cours : Montrer que V2 est irrationnel.

Exercice | : Soit a € R. Montrer que Ve >0, |a|] <& = a=0.

Exercice 2. : Montrer Va >0, Vn e N, (1+z)" > 1+ nz.

Exercice 3 : Etant donné (A;) oy Ume famille d’ensembles, et B un ensemble, tous inclus dans
i

un ensemble E.

Montrer que BN (U A1> = U (BNA;).
i€l i€l
+0oo

1
E Déterminer I = U [1 + E,n] .

n=2
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Khuatle, 1 2 Semaines 1 et 2
Nom: ... Prénom : ............... ...
Loaique, raisonnement et fonctions réelles
Question de cours : Montrer que V f € Z(R,R),3!(g,h) € #(R,R), g paire, h impaire, tel que

f=g+h
Exercice | : Exprimer les propriétés suivantes a 1’aide de quantificateurs (f étant une fonction
réelle) :

L’équation f(z) =0 n’a pas de solution.

E La fonction f est constante.

: & n(n+1)
Exercice 22 : Montrer que ¥n € N*, Z k= —
k=1
Exercice 3 : A quelle condition sur fa-t-on:V ACE, f(E\A)=F\ f(A)?
F. PUCCI il PTSI



Khalle n 1 3 Semaines 1 et 2 Khtle w1 4 Semaines 1 et 2

Loaique, raisonnement et fonctions réelles

Question de cours : Que dire de I'image directe et réciproque de 1'union de deux parties par
une application ?

Exercice | : Exprimer les propriétés suivantes a 'aide de quantificateurs (f étant une fonction
réelle) :

Tout réel a (au moins) un antécédent par f.

E La fonction f ne prend pas de valeur négative.

Exercice 2 : Soit ¢ € R, démontrer que pour tout n € N,

S

1 gn+l
T sig#1

n+1 sinon.

Exercice 3 : Soit f: E+— E. Pour n € N*, on note f* = fo fo..ofet f'=idg.
CATRGLAY

n fois

Soit A CE, A, = f"(A), et B= | J A,.
neN

Montrer que f(B) C B.
E Montrer que B est la plus petite partie de E stable par f et contenant A.

Loaique, raisonnement et fonctions réelles

Question de cours : Que dire de I'image directe et réciproque de I'intersection de deux parties
par une application ?

Exercice | : Exprimer les propriétés suivantes a l'aide de quantificateurs (f étant une fonction
réelle) :

Tout réel a (au moins) deux antécédents par f.

E La fonction f ne prend jamais deux fois la méme valeur.

Exercice 3 : Soient f: E +— F une application, A C Eet BCF.
Montrer que f(AN f~*(B)) = f(A)NB.

F. PUCCI ﬂ
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5 Semaines 1 et 2

Khitle v 1

6 Semaines 1 et 2

Khalle n” 1
Nom: ...........ooooiil Prénom : ........................L
. . . Z
Loaique, raisonnement et fonctions réelles
Question de cours : Montrer que v/2 est irrationnel.
Exercice | : Parmi les propositions suivantes, déterminer lesquelles sont vraies et lesquelles
sont fausses. On essaiera de justifier les affirmations vraies, et de donner des contre-exemples aux
affirmations fausses :
VeeR, x>2
2] 3zenN 2<z<4
Exercice 2 : Soit (u,),ey la suite définie par vy = u; = 0, u, = 2 et Vn € N,
Upyg = Uy yo — Uy + Uy
Calculer les premiers termes de la suite, émettre une conjecture sur la valeur de u,,, puis la prouver
par récurrence.
Exercice 3 : Soient fune application de E vers F et (B;);; une famille de parties d'un ensemble
F indexée par un ensemble J.
Montrer que f~( ﬂ B,) = ﬂ (B,
i€l i€l
F. PUCCI 5]

Loaique, raisonnement et fonctions réelles

Question de cours : Montrer que V f € Z(R,R),3l(g,h) € Z(R,R), g paire, h impaire, tel que
f=g+h

Exercice | : Parmi les propositions suivantes, déterminer lesquelles sont vraies et lesquelles
sont fausses. On essaiera de justifier les affirmations vraies, et de donner des contre-exemples aux
affirmations fausses :

VreR, 22>z
E Ve>0,3y>0,y<x
VYneN,IpeN,p=2n

k=n
Exercice 22 : Montrer Vn > 1, Zk xkl'=(n+1)! -1
=1

Exercice 3 : Soit f: E+— F une application entre deux ensembles E et F.
Montrer que si VA, B € P(E), f(AUB) = f(A) U f(B).

E Est-ce vrai pour I'intersection ?

F. PUCCI ﬂ
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Khistle v 1

7 Semaines 1 et 2

Loaique, raisonnement et fonctions réelles

Question de cours : Que dire de I'image directe et réciproque de I'union de deux parties par
une application ?

Exercice | : Parmi les propositions suivantes, déterminer lesquelles sont vraies et lesquelles
sont fausses. On essaiera de justifier les affirmations vraies, et de donner des contre-exemples aux
affirmations fausses :

vYneN,3peN, n=2p
[2] vneN,3peN, n(n+1)=2p

Exercice 2. : Montrer que pour tout n € N*, toute fonction croissante f de [1,n] dans lui-méme
posséde un point fixe i.e. Ik € [1,n], f(k) = k.

Exercice 3 : Comparer :
o P(ENF) et P(E) N P(F):
o P(EUF) et P(E) U P(F);
o P(ExF)et P(E) x P(F).

P
P

’

F. PUCCI ﬂ

Khalle v 1 8 Semaines 1 et 2
Nom: ... Prénom : ............... ...
Loaique, raisonnement et fonctions réelles

Question de cours : Montrer que V2 est irrationnel.
Exercice | : Parmi les propositions suivantes, déterminer lesquelles sont vraies et lesquelles
sont fausses. On essaiera de justifier les affirmations vraies, et de donner des contre-exemples aux
affirmations fausses :

JzeR, VyeR z <y?

E VzeR,Iy>0,y=In(z)
Exercice 2~ : Montrer Vn > 4, 2" < nl.
Exercice 3 : Soient A et B deux parties d'un ensemble E. Montrer de deux maniére que :

ANB=AUB = A =B.
F. PUCCI i' PTSI



Khalle 1 9

Semaines 1 et 2

Loaique, raisonnement et fonctions réelles

f=g9+h

Question de cours : Montrer que V f € #(R,R),3!(g,h) € Z(R,R), g paire, h impaire, tel que

Exercice | : Pour n dans N*, on se donne n + 1 réels ¢, 21, ... , ,, de réels vérifiant

O0<ry <2y <...<2, <z, <L

n

inférieure ou égale a —.
n

Ecrire & I'aide de quantificateurs la propriété.
En déduire une formulation équivalente pour les valeurs x; — x;_;.
Ecrire la négation de cette derniére proposition.

[4] Démontrer la propriété.

On veut démontrer la propriété suivante : « il y a au moins deux de ces réels dont la distance est

Exercice 2 : Soit f: E+— F. Que pensez-vous des affirmations suivantes ?
VzEE VyeF f(z)=y.

[2] V2€E JycFtlque flz)=y.

JzeBEtlque VyeF f(z)=y.

. B\NCCA
Exercice 3 : Mont = B\DCA.
ontrer que {C\DCA

F. PUCCI ﬂ

PTSI



