- X1V
fenctions de la variable réelle
LIMITES

% a notion de limite est un concept central en analyse. Elle intervient des que ’on étudie
% les suites ou les fonctions. Elle est indispensable pour définir la dérivée ou la continuité.
Plus tard, la limite se mue en topologie et se fait plus générale, plus abstraite.

ire qu’'une quantité « admet une limite » est quelque chose de tres intuitif. Tellement
intuitif que les mathématiciens n’avaient pas ressenti pendant plusieurs siecles le besoin
de définir précisément ce dont il s’agissait.

Ce n’est qu’au XIX“™¢siecle que Weierstrass, a la suite de travaux d’Euler et des siens sur des
fonctions continues nulle part dérivables, en donne une définition correcte.

vant de passer a des considérations plus terre a terre, voici comment le célebre mathématicien
du XX®™e sigcle Tan Stewart L1 voit la définition : « f admet ¢ comme limite en a » :

« C’est un peu un jeu .. Le joueur Epsilon indique quel écart maximum il accepte entre f(x) et
¢ (c’est-a~dire qu'il impose |f(z) —¢| < e, o1 € > 0 est choisi par lui).

Le joueur Delta essaie de faire ce qu'’il faut pour le satisfaire (c’est-a-dire qu’il essaie de trouver
0 > 0 tel que, si I'écart entre z et a est inférieur a §, alors |f(x) — £| < €).

Si, quel que soit le choix d’Epsilon, le joueur Delta a toujours une stratégie gagnante, alors f(x)
tend vers £ quand z tend vers a ».
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Dans tout ce chapitre, on considere une fonction définie sur un sous-ensemble quelconque D de R :

f:Dr— R

|1]. Tan Stewart FRS, né en 1945 en Angleterre, est professeur de mathématiques & l'université de Warwick au
Royaume-Uni. Il a publié plus de 140 publications scientifiques.
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Q LIMITES

Point adhérent

On étudiera la limite de f en un point a dit adhérent a D 7.e. un point appartenant a D ou « au
bord de D ». Dans la méme idée, on dira qu’un point est intérieur a A §’il appartient a A sans
étre « au bord de A ».

Plus précisément,

Détinition | (Point intérieur/adhérent a une partie de R) : (Hors-Proaramme)
Soit A un sous-ensemble de R.

Point intérieur : Soit £ € R.

On dit que x est intérieur & A si A contient un voisinage de x :
v, e V(x),V, CA.

On note A leur ensemble.

Point adhérent : Soit z € R.

On dit que x est adhérent & A si A rencontre tout voisinage de x :

VV,eV(x), ANV, +2.

\_ On note A leur ensemble. -

SF .
S

A Points adhérents mais

non intérieurs.

Figure XIV.1 — Points intérieurs et adhérents a un intervalle [a ; b[.

Exemples | :
m 1 est adhérent & [0; 1[ et +00 est adhérent & R%.

= Soient a,b € R tels que a < b. Alors [a:b[:]a;b[ et [a;b] = [a;b].

D’une maniére générale, pour tout intervalle I de R, I est I'intervalle fermé correspondant dans RU{+o0}

en incluant les bornes et I 'intervalle ouvert excluant les bornes.

I I I

11;2]U(354] || [1;2[U]354[ | [152]U[3;4]

11;400] 11;400] [1;400]
]—00; 2 ]—00; 2 [~00;2]
\ R R R J
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» Soient a € R, b € R tels que a < b. Alors,

e a et b sont adhérents a [a;b][.
e Vz eRtel que a <z < b est ala fois intérieur et adhérent & [a; b].

Il existe une caractérisation des points adhérents fort pratique.

Proposition | (Caractérisation séauentielle) :  Soit A un sous-ensemble de R.

x est adhérent & A si, et seulement si il existe une suite (a,,), _, d’éléments de A qui converge
vers .

Preuve:OmWWmM%me:
Fﬁ):@nwmwx%badp\ém%ﬁdA.

1 1
500413716 IN. ewm/mel‘%todﬂ@ew&d,Aj tou,tuoibi/na%evx’n Z]x—n+1;$+n+1
nemcontre A ie. ﬂanEmenﬂA.

Pin consbruction, |z —a,| < 11
consenge vy . ne
(=) : emseu%*d}wm@o«bmw&aev lx —e;z+¢f ?ue@:om?uedex
?mdé%&xn&mda@o,wmw@wmm (an), de’fé/mgntd)eAmmemaea/ermx,
&mbfemmm%dwwm—an‘<€ <~ a,€V, L ANV, #+2

ve. lo suite (a,) | et une suite dédlsmentn de A qui

Corollaire Il : Soit A une partie non vide et bornée de R.

sup(A) € A et inf(A) € A.

En particulier, on pourra toujours trouver une suite d’éléments de A convergeant vers sup (A).
De méme pour inf (A).

rf(;reuve @nmdmnombwcehebu&hbo[uewsup Q@dem,ombbwhomebamb«dmﬁﬂue?mm

?Glbd&@umbofmd@@@@%n@huwwboubnen\l sup (A) — %J:[um moaonwntde

Adono(ﬁmb@l’HEAbéﬂﬂue.

1
sup (A) “orl <z, <sup(A).

—

Rn construacion, la suite (@) nen delements de A conusenge wens Sup (A) e sup (A) € A.
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Limite et premiéres conséquences

En reprenant les voisinage définis précédemment, on peut adopter une définition uniforme, globale
et équivalente a celle que vous connaissiez de la notion de limites :

( )

Détinition 2 (Définition topoloaique des limites) : Soit a € R adhérent 4 D et b € R.

On dit que f admet une limite b lorsque x tend vers a si, et seulement si

YV, €V(b),3U, €V(a)/YVzeU,ND = f(z) € V,.

On note alors lim f(z) = b.

r—a

\

Soit ¢ € R%. Dans le cadre de la définition (2) , on pourra, selon les besoins, visualiser un
voisinage de a € R sous la forme B (a;¢) = {z € R/ |[rt —a| <e} ouJa—e;a+el.

On remarquera que |z —a| < ¢ équivaut & € B (a;e).

On passe alors du cas topologique au cas normé en remarquant que tout voisinage de a contient
une boule B (a; «), et du cas normé au cas topologique en remarquant qu'une boule B (a; «) est
un voisinage de a.

On pourra également mélanger les deux points de vue. Ainsi, la définition (2) sécrira aussi
de maniere équivalente :

(i) YV €V(b),3a(V)eR,, VzeD, |z—a| <a = f(z)e V.
(ii) VeeRL,3UeV(a),VezeD, z2e€ U = |f(z)—b| <e.

Remarque : Les inégalités sont indifféremment strictes ou larges pour définir des voisinages
ouverts ou fermés excepté € > 0. Le programme demande d’utiliser des inégalités larges ce que
j’essaierai.

|— Preuve :%m»%;tdewmbtqb@borkw
Bila;5) C B,(asa) C By(a;a)

el
B;(b;5) C B, (b;e) C By(bse).

On retrouve alors tous les cas déja connus :

Proposition 2 (Limites en +00) :  Soient D tel que +co € D et b € R.
n gcgrfoof(m):b <= VeeRi,Jale)eR, VzeD, z>a = |f(zr)—b <e.
m zl_i}rgloof(:c):—i—oo < VAeR Ja(A)eR, VzeD, z>2a = f(zx) > A.
u ml_i}gl()()f(ﬂ:)z—OO < VBeR,JaB)eR, VzeD, z>a = f(zr)<B.

Décortiquons I’expression dans le cas d’une limite finie :
VeeR,,Jale) eR, Ve eD, z € fa;+00] = |[f(z)—b| <e.

— Ve e RY : « Quelle que soit la marge d’erreur € qu’on se donne, aussi petite soit-elle ... ».
— Ja(e) € R : « ..il existe un seuil « ... ».
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| y=f()
L
e
Figure XIV.2 — Limite finie en 'infini. Figure XIV.3 — Limite infinie & l'infini.
— Vz €D, :z€fa;400] ..: «..tel quesi z est a la fois dans D et au-dela de « i.e. dans un

voisinage de +00 ... ».
— ... = |f(z) —b| <e:alors f(z) est proche de b a € pres ».

Autrement dit : « Si € D est suffisamment grand, alors f(x) est aussi proche que 1'on veut
de b ».

Exercice | : A l'aide de la définition, montrer que lim — =0et lim 22 = +oo.
Tr—+00 €T T—+00

De maniere analogue, en —oo :

Soient D tel que —oo € D et b € R.
lim f(z)=b0 < VeeR,,3p(e) eR,VzeD, < = |f(z)—b|<e.

r——00

EIEI flz) =400 <= VAR, IBA)eR, VzeD, 2 < = f(z)=A.
lim f(x)=—0c0 < VBeR, 3BB)eR, VreD, 2<pf = f(z)<B.
r——00

R.emaraue : Toutes les fonctions n’ont pas nécessairement une limite en l'infini. C’est le cas,
notamment des fonctions circulaires cos, sin ou tan mais aussi de la fonction

f: R——>R

x x—|x].

Exercice 2 : Déterminer les limites (si elles existent) en +oo des fonctions suivantes :

2 —x
f11$i—>2$5_33$+1 forx b cos(z)—x fyix— 2% —x
3 —x

R.emarque : Une fonction peut tendre vers +oo en +oo de plusieurs facons. On parle de vitesse
de divergence différentes.

C’est le cas par exemple des fonctions suivantes :

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIV : Fonctions de la variable réelle - LIMITES ﬂ
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fa) | dm f@) | lim f@)
n n =400 si n pair
0 o —O00 si n impair
1
o 0 0
n#0
NG 400 non défini
In(x) +00 non défini
e” +00 0
! 0 défini
— non défini
NG
sin(x)
cos(z) | pas de limite pas de limite
tan(z)
T ™
t — —_
arctan(z) 5 3
ch (x) +00 +0o0
sh (x) +00 —00

, 1 pair

;

, n impair

%_ﬁ

Figure XIV.4 — Limites des fonctions de référence en 'infini.

LI LS LLLL.

Figure XIV.5 — La fonction z + = — |z| n’a pas de limite en foco.

tend « rapidement » vers l'infini.
La concavité est tournée vers le haut.
r — x tend « moyennement » vers I’infini.
Pas de concavité
— o — +/x tend « lentement » vers l'infini.
La concavité est tournée vers le bas.
r +— e” tend vers 'infini « incommensu-
rablement plus vite » que les fonctions pré-
cédentes.

]

Ces simples informations sont importantes puisqu’elles nous permettront de conjecturer certaines
limites. Une fonction rapide sera prépondérante sur une fonction lente en ’infini donc pourra y

imposer sa limite.

Proposition 4 (Limite en un point £ini) :

# lim f(z) =b <= VeeR{,Jale) eRL,VzeD, z—a/<a = |f(z)—b <e.
r—a
# lim f(z) =400 <= VAeR, Ja(A)eR,VzeD, |[z—a|<a = f(z)>A.
Tr—a

Soient a e DNR et b € R.

Lycée Jules Garnier
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Soient «,f,v des réels strictement positifs.

eox xﬁ
lim —— =400 et lim 27 |In(z)|” = 0.

I
i xﬁlwtoo In”(x) T—0+

T—+00 xﬁ

Figure XIV.6 — Croissances comparées.

# lim f(z) = —00 <= VAR, Ja(A) eR,VzeD, [z—a|<a = f(z) <A.

Tr—a

|£U:f(l’)

a b |

I
1
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
1
I
I
1
I
I
1
I
I
i
1

| a—q;a+

Figure XIV.7 — Limite infinie en un point fini

Remaraues :

— L’hypothese a € D est nécessaire pour pouvoir considérer des points aussi proches que 'on
veut de a.

On dira que la limite de f est envisageable en a si cette hypothese est satisfaite (sans
considération d’existence ou non de la limite), et qu’elle ne l'est pas si a ¢ D.

— Dans le cas fini, I'inégalité est d’autant plus contraignante que ¢ est petit. On peut alors se
contenter d’étudier le cas de valeurs de € inférieures a une valeur ¢, donnée.

— De méme, dans le cas d’une limite oo, la définition trouve sa pertinence lorsque A devient
grand ou petit (vers —oo) mais il n’est pas nécessaire de le supposer strictement positif ou
négatif.

Exercice 3 : Déterminer la limite (si elle existe) des fonctions suivantes en 0. On distinguera
éventuellement 0~ et 0.

fi:ixr— x—In(z) foia e’ — e’
3T
x

1

forxr— xy/1+ (In(x))? fi:x— zezx

Corolisire 4| (Limite et valeur agsolue) :  Soient a € R adhérent & D, f : D +— K et
leR.
lim f(z) =¢ = lim |f(x)| = |¢|.
r—a

r—a

|— Preuve:@myemﬁeﬂ?,boutdmfede@méﬁofwéwwz

[ 1@ = 11| < 1) =21,
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7
f@) | lm @) | lim f(x) /
x>0 <0
1 +00 si n pair

7%:0 —0o0 sin impair 0 // /in, n impair
L - défini /
NG 00 non défini L
In(x) —00 non défini
Figure XIV.8 — Limites des fonctions de référence en 0.
et —1 . In(1+=x
lim = lim g
=0 T z—0 x y 1—cos(z) 1
11m = —.
. 2
. sin(zx . tan(z . sh(z z—0 z 2
li ﬁ:hmyzhmﬁ L — 1.
2—0 T z—0 €T z—0 xT (1 + $)a -1
. arcsin(x) . arctan(z) }}L% T =a, a€R
im —* = lim ———~
r—0 xT z—0 T

Figure XIV.9 — Taux d’accroissement de fonctions dérivables.

Dams be can £ = 200, touk découle de la definition de bo wallewn albslue -

[F@)] = max {F(@), ~f(@)}
—1

L’unicité de la limite d’une fonction provient d’une propriété topologique de R : la séparation.

Théoréme S (Unicité de Ia limite, cas réel) :  Soit a € D et f une fonction réelle.

Si elle existe, la limite de f(x) lorsque = tend vers a est unique.

Par la contraposée, une fonction admettant deux valeurs d’adhérence au voisinage d’un point a
ne peut y avoir de limite.

Pr‘euve:fpowmﬁeté’@e@d%m&mr%def%aetmwwmﬁ#é’.
E@WWWW&WVE&VW beﬂ@%eéem,ﬁ’em,etmmm,:z.

- %embbewmuo{m/naxa,evayzdea(dérmdmnbdeVﬁteQﬂue

r€V,p, = [f(z) €V,
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- %mwmm%evawdea(wd@,w)wlw

x e Va717 — f(l') c Ve/.

e/

%ML%LQMMMWM$GVG7VZOV&VWWWQQW&M.

Notation : En cas d’existence de la limite en a, le théoréme (5) permet de justifier la notation,
maintenant non ambigiie, lim f(x) = b de LA limite de f(z) lorsque x tend vers a.
r—a

Certaines fonctions peuvent ne pas avoir de limite en un point.
Considérons la fonction f définie sur R* par
1
f(z) =sin ( ) .

T

ATTENTION

1
En 0, lir% <7> = +00. Comme la limite de sin(x) en l'infini n’existe pas, celle de f(x)
T— X

en 0 n’existe pas non plus. Nous verrons dans un autre chapitre une maniére efficace et rigoureuse
de montrer ce point.

1
Figure XIV.10 — La fonction = > sin (—) n’a pas de limite en O.
T

|I.3| Limites a droite et a gauche

Tout d’abord, que se passe-t-il en un point ou la fonction est définie ?

Proposition £ Si f est définie en a € D non adhérent & D et y admet une limite, alors
cette limite est
nécessairement égale a f(a).

Une fonction ne peut donc pas avoir de limite infinie en un point ot elle est définie.

ATTENTION

La proposition (6) ne dit absolument pas que toute fonction définie en a est continue
en a mais seulement qu'une condition nécessaire a I’étre est que lim f(x) existe.
r—a

Preuve:%m@'Wémﬁuef%tdé%memaet%Mmmﬁ

?MMUM%@V@@&&WGM%WVad&aMDWDWW
f(x)eVe[\mtOULxEDmVa.

WGWWM@@@MW@A&@@@ f(a)wwmut@wwo«buwﬂedeﬁ
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G%%Wdéé@weeuem]f(a);+oo[a]—oo;f<a)[mmwde+o<>et—oo
he}y‘wecﬁ/wnmbmcombemambrabf(a)dﬂmdéoahbem

&%m,?@mmm«f(a)W@TOUTW@E»WWEZKM.@W

Conclusion, une fonction admet une limite en un point (intérieur) de D si, et seulement si elle y
est continue. 12!

Il y a donc peu de problémes en un point intérieur mais que se passe-t-il alors aux bornes de
celui-ci 7 Une fonction peut y étre définie mais ne pas y avoir de limite.

C’est, par exemple, le cas de la fonction partie entiere en a = 1 ou la fonction, pourtant correc-
tement définie, prend des valeurs différentes suivant « le c6té » d’ou 'on arrive.

On parlera alors de limite a droite ou de limite a gauche.

Soit J un intervalle (ou une réunion d’intervalles, ou plus généralement un sous-ensemble quel-
conque) tel que a € DN J. Si la limite (finie ou infinie) en a de la restriction fipy; existe, on
utilise la notation suivante :

lim fipny(2) = lim f().
zed

( )
Définition 3 (Limites a droite et 38 cauche) :  Soient f: D > R une fonction et a € R.

Limite a gauche : Sia est adhérent a DN]—o0;a[, on dit que f posseéde une limite a gauche
en a sl fipn)_oc;q) POSsede une limite en a.
Cette limite est notée xliﬁrgf f(z), lim f(z), lim f(z) ou encore f(a—0).
x€]—oo;al z<a
Limite a droite : Sia est adhérent & D N]a; 400, on dit que f posseéde une limite d droite
en a si fipe;400] POSsede une limite en a.
Cette limite est notée lim f(x), lim f(x), lim f(x) ou f(a+ 0).
T—at T—a

r—a
x€)a;+oo| r>a

Remarque :a n’appartient ni & DN ]—oo;a[ ni & DNja;+ool. Il y est seulement adhérent.

4 + —]
3 1 —]
2 + — VneZ, lim|z]=n-—1
r—n
r<n
14+ —
et
1 1 i 1 1 1 1
o 1 © 1 2 3 4 5 ;I_I}}L lz] = n.
o—t—] r>n
_[_2 —+

Figure XIV.11 — La fonction partie entiére n’a pas de limites en tout point de Z mais seulement des limites
a droite et a gauche.

Exercice 4 : Que dire des limites suivantes ?

|2]. En un point de I'intérieur de D et non de D je le redis.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIV : Fonctions de la variable réelle - LIMITES m
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1 . 1 Coa? 71 lim |22
) 2] Jimg e B o i =
li 1 E limi li
2] lim— 2 2] (6] lim []

Remaraue : De méme que plus haut, on peut dire que la limite ;11)1}1 f(z) est envisageable ou
zeJ

non suivant que a appartient a D N J ou pas.

Ici la définition topologique atteint ses limites et on doit utiliser une définition métrique ou au
moins partiellement :

4 _ N\
Corollaire Ll : Soit b € R.

m Dire que lim f(z) = b revient a dire que :
r—a -

VYV, eV(b),3a(Vy) eR,VzeD, a—a<z<a = f(z)eV,
ou € [a—a;al

m Dire que lim f(z) = b revient a dire que :
rz—at

VYV, eV(b),3a(Vy) R, VzeD, a<z<at+a = f(z)eV,

ouZ € laja+ a]

\. .

Les limites a gauche/a droite ne sont jamais que des limites au sens initial du chapitre mais
appliquées a des restrictions. Cela justifie qu’elles auront les mémes propriétés notamment leur
unicité.

r

Théoréme 1 (Limite et limites 3 @auche et 3 droite) : Soit a € D.

La fonction f admet une limite en a notée lim f(x) si, et seulement si
T—a

lim f(z) = lim f(z) = f(a) si f est définie en a.

r—a

x<a T>a
i L . , o

glclg}l (@)= 31615% f(x) si f n’est pas définie en a.
x<a T>a

En particulier, dans tous les cas, une condition nécessaire est que les quantités f(a—0) et f(a+0)
existent et soient égales.

e A
Exemple 2L :
1
= La fonction z — — a pour limite +o00 en 0%,
43
. 1 - o1 1
= La fonction = > — n’a pas de limite en 0 mais lim — = —co et lim — = +o0.
= e

m Soit J,, la fonction qui, & tout réel associe 1 si = 0 et O sinon.

On a lim §, = lim §, = 0 mais d, n’a pas de limite en O car 6,(0) = 1.
PV

|3]. Car la méme limite infinie & droite et a gauche.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIV : Fonctions de la variable réelle - LIMITES H
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P

(%)

/ 0

lim f(x) existe

T—a

(et vaut f(a)).

Figure XIV.12 — Caractérisation de la limite en fonction des ses limites a gauche et a droite.

Remaraue : Cette propriété va nous permettre de définir correctement le prolongement par

/ 0

Limite a gauche

ou par valeurs inférieures

[N [

1C.

lim f(z) n’existe pas
T—a

1
1

Figure XIV.13 — Limites a droite et a gauche d’une fonction

continuité d’une fonction admettant une limite finie aux bornes de son intervalle de définition.

et

D’ou :

-

Exemples 3 :

Etudions les limites de 3

Comme lim 2 —x = 0, on est ramené a 1’étude de
T2

1
et > dans un voisinage de 2 :

(2—=)

1
lim — qui dépend du signe de u :
u—0 u

— X

‘ On commence par dresser un tableau de signes de  — 2 : [4

On conclut :

z —0o0 2 +o00
2—zx + 0 = zli)nélﬁ 2—x
et
lim 2 —x
z—2t
. D’apres les
lim 2 —x = ot théorémes sur
=27 q
_ hm = +OO,
lim — = 4o les composées —2~ 2 — I
=0t T de limites
. D’apres les
lim 2—x = 0" théorémes sur
2+ q
—_ hm = —
lim = = —oo les composées z—2T 2 — X
x—=0" I de limites

Ici, malgré la difficulté apparente, lir121 (2
T2~

lim (2 — x)2

T2

—z)? = lim (2—2)? = lim(2 — z)2 = 0*.
27+ z—2
D’aprés les
0Jr théorémes sur
— lim 5 = Foo.
“+o00 les composées T—2 (2 — (II)
de limites

Avec les conventions de notations :

0+

0~

N\
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- en a bien une qui est +oo.

1
En conclusion, on remarquera bien que si n’a pas de limite en 2, ———
2—zx (2—2x)

\
Exemples 4 :
= La fonction partie entiére a des limites a droite et & gauche distinctes pour tout a € Z et n’admet donc
pas de limite en ces points.
. sin(x) | . . .
= La fonction f:x — ———— n’est pas définie en 0 mais y admet une limite :
43
lim f(z)=1
x—0
x#+0
sin(x) . 0
= La fonction sinus cardinal g : x +— T si @ # est définie en 0 et y admet une limite :
1 sizx=0
lim g(x) = 1.
x—0
sin(x) . 0
= La fonction x T siz est définie en 0, admet une limite & droite et une limite &
0 siz=0
\_ gauche en 0 mais n’admet pas de limite en O. y

Exercice S : Déterminer les limites suivantes si elles existent. Dans le cas contraire, on déter-
minera les limites par valeurs supérieures et inférieures.

: 1 T i o i &
lim ze=

— T+

Asymptote

Le comportement a l'infini, dit comportement asymptotique, peut aussi aider a cerner ’allure de
la courbe.

On définit pour cela la notion de droite asymptote %) : il s’agit d’une droite qui approche d’aussi
pres que ’on veut une portion de la courbe lorsque 1’on s’éloigne vers I'infini dans 'une des deux
directions. Plus précisément :

( )

Définition 4 (Asywptote) :  On dit qu'une fonction f admet :
‘ une asymptote verticale au voisinage de a d’équation x = a lorsque limi f(z) = +o00.
r—a
une asymptote horizontale au voisinage de +o0o d’équation y = b lorsque liin f(x)=0.
Tr—+00

‘ plus généralement, une droite (Z) d’équation y = ax + b, dite asymptote oblique, au
voisinage de +oo lorsque lim f(x) — (ax +b) =0.
r—+00

On remarquera que 'existence de la limite n’est pas nécessaire pour que la courbe admette une

asymptote verticale comme c’est le cas pour  — — pour n impair.
x

|4]. Au moins dans sa téte!
|5]. De I’étymologie grecque construit & 1'aide du préfixe privatif « a » et de « symptosis » (rencontre) : la droite
qui ne se rencontre pas.

Remarque : L’utilisation du terme asymptote ne se limite pas aux droites. On parlera bientot de courbes asymp-
totes.
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1
1 x> —pourn=1,3,57.
xr+— — pour n =2, 4, 6, 8. *
x’ﬂ

1
Figure XIV.14 — Les courbes des fonctions x — — pour n € N* admettent l’axe des ordonnées comme
xn

asymptote verticale et ’axe des abscisses comme asymptote horizontale.

~

Méthode | (Déterminer une droite asymptote (non verticale)) :
abAaﬁw[\fobe en —I—OO) B
‘ W%W@@WQJW%+%

-ii&;@m@w‘mmwmiﬂew%?@m&ed@fm@ww

l%w&e@ym@%t%m@mfqu@mdmw?adm&ey:a$e@bm

oAAj/deeQ@couhﬂe%—i-oo
On ébudie lo limite de f(z) — az :

l%JQ@%I%@[}J&@Ww%ﬂ@%ﬁ&n%m@@@mﬂﬂed@f@larobd‘%@b@%+oo.
-%mmm@m@d@m&mamumwwy:m+bm
N W@@@mnﬁedef%wo. P

Nous verrons plus tard comment on peut obtenir a sans former le quotient, a I'aide d’équivalents,
ou méme comment obtenir simultanément a et b a I’aide d’un « développement limité ».

Exercice & : Etudier les asymptotes éventuelles des courbes de :

42% —2 forzr— Vaz+3r+1
2z +1

fix—

Exercice T : Montrer que la courbe de = > cos(x) — z n’admet pas d’asymptote en +oo.
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Figure XIV.15 - La droite d’équation y = 3z + 1 est asymptote a la courbe de f : x +— 3z +1+

2z +2)°

Remarque :Dire que lim f(x) = b est équivalent de dire que lim f(z) —b = 0. Cette derniére
r—00 T—00

expression représente, au signe pres, la distance entre la courbe et son asymptote :

courbe représentative se rapproche infiniment de son asymptote.

a linfini, la

(Mé—thode 72 (Position relative dune couree et de son asywptote) :

f(z) — (az 4+ b) sun un woibinage Ja; +00[ de cdlwi—ci.

Sombfmgommd;y:axmg'wmdemwwwo@&ﬂm(@).

?mmuwm@%f@@(@)%Jroo,iﬁw%xd'm@ewde

7

x @ )

Souaxwde
f(z) = (az +b)

?Pomﬂofrpdg(gfet(@) € an devbus de (Z) € an desbous de ()
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@ STABILITE ALGEBRIQUE

Un peu dhistoire : Les théorémes qui suivent étaient jugés évidents au X VIII?™ siécle. Une
tentative de démonstration aurait alors paru incongrue et superflue. Ces démonstrations nous
sont cependant nécessaires pour plusieurs raisons :

— Montrer Uefficacité de notre définition de limite.
— Justifier la validité de notre intuition.

— Servir de modéle de démonstration pouvant étre utilisé dans des cas plus complexes.

Les résultats de certaines opérations sur les limites sont intuitifs et parfaitement déterminés.

D’autres opérations menent a des formes dites « indéterminées », c’est-a-dire qu’elles conduisent
a plusieurs résultats possibles qu’ils faudra... déterminer.

e 0 X oo o 1® o o

8818

. — 00 e (° o (O

oI

Pour ce faire, il faudra alors user de différentes méthodes et techniques pour transformer I’écriture
de la suite et « lever 'indétermination ».

Notamment, soit factoriser une somme, développer un produit, décomposer une fraction en élé-
ments simples ou multiplier le numérateur et le dénominateur par la quantité conjuguée, soit
essayer de changer la forme de I’expression, soit utiliser le théoreme de comparaison ou des gen-
darmes, soit le corollaire (18.1) sur les suites monotones pour pouvoir conclure 6],

Dans les paragraphes qui suivent, on considérera un réel a € R, deux fonctions fet g a
valeurs réelles définies dans un voisinage de a et on considerera les limites en ce point.

ATTENTION

II.1} Limite d’une somme
(1)

( )

Proposition & (Somme) :  Soient £, £ € R.
Si f a pour limite ! / ¢ +00 —00 +00
Si g a pour limite V4 +00 —00 +00 —00 —00
imi ’ _ o Forme
alors f 4+ g a pour limite | ¢4 ¢ 400 o0 +00 00 | [ ister.
\\ y

Preuve :
|_Cas ot1 / et ¢ sont finies : foib ¢ € R7. A wu%»t d'uilisen, Q«/n/@(aa&be f/wa/m%ufam,e eb d'écnine :
|f(z) +g(x) = (C+ )] <|f(x) =L+ |g(x) =]
- ewmmelimf(x)ZEJLQ%dbfeumWna%eva’fdeat&o[we:

r—a

xeva,f = |f(ﬂ§‘)—€| <

| ™

- eo'm/melimg(l‘):g,iﬂmbl'eumuo&bx/naﬂeva,gdeataﬂo[ue:

r—a

zeV = |g(z) — /| <

a’g

| ™

|6]. Dans tous les cas, réfléchir avant d’affirmer.
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Run zev, ,nV,, onadow [f(z) +gla) — 0+ )] < |f(x) =€+ |g(z) — | <e.
Done lim f(z) +g(x) = £+ 0"

Cas o1 / est finie et #/ = 100 : Joib A € R
— gmnmiﬂf(x):&tgmmuwva,fdeadorw:

reV,r = |fz) <1 = f(z)>(-1

- ecym/melimg(l‘):+oojiﬁmbbewmuoiwa%eVa79d,@abeﬂcw@:

Tr—a

reV,, = glx) > A—-{+1.

Bur eV, NV, on o dow f(z)+ g(z) > (A—X+X)+(X—X) = A. Donc

lim f(x) + g(x) = +00.
Cas ot £+ ' = +o00 : Joib A € R
- emmneglcig}lf(x)=+oojiﬂmbbewwva7fdeabeﬂw:

A
>
reV,; = f(r) 5

- eomvme1img<m):+oojif/%dbbewmuowxm@%eva7gdeab£c1ue:

Tr—a

A
= g(x) > —.

1%
x € 5

G’?g

Run zev, NV, onadow fz)+g(z) > A.

Done lim f(x) + g(z) = +oc.

—

Cas de la forme indéterminée (+00) — (+00) :

— On peut obtenir n’importe quel réel £ : lim (x +¢) = +oo et lim z = +o0,
T—+00 T—+00

mais ngloo (z4+0)—z)="1.

ATTENTION — On beut obtenir +o00 : lim z = +4oo et lim 2x = 400, mais
T—+00 Tr—+00
lim (z—2z)= lim = —cc.
T—+00 T—~+00
— On peut ne pas obtenir de limite : lim z + cos(z) = 400 et lim x = +o0,
T—+00 n—+00
mais (2 + cos(z) — x) = cos(z) n’a pas de limite en +oo.
( Y

4
Exenple S : La fonction f définie sur R* par f(z) =2+ T a pour limite 2 en +oo.
T

D’apres les

lim 4 o théorémes sur 4
En effet «—+oo \/x — lim 24+ — =2.
Jim 2 = 2 [ lggmpe oot V3

4
lim — =0donc lim f(z)=2+0 =2 d’apres les théorémes sur les limites de sommes.

\,
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‘ Limite d’un produit

Soient £, ¢’ € R.

Si f a pour limite l L+0 0 00

Si g a pour limite v 00 00 00

alors f x g a pour limite | £ x ¢’ | col™) | Forme Indéter. | oo 7/

Preuve :
|_Cas oil £ et ¢’ sont finies : Joit ¢ € R
|f(@)g(x) — | < |(f(z) — O)g(z) + g(x) — )| < [f(z) + Ll|g(@)] + [€]|g(z) — ']

@@d'am&b ,@@@Uﬂ(ﬁmg%t@mmwnbwmm%evmgdeaj
dmwwwnéoﬂK>0.
- eommlimf(x>=€,£efadbbewmma?eva7fdea&£o[ue:

r—a

€
eV, = |f(z)—{ <ﬁ.

- ewmmeiigr(llg(l'):g,iﬂmbfeumuoimnaﬂeva’gdeateﬂo[ue:
9

= lg(z) =] < 577

1%
x € 2|€‘

aig

Rurn x € VuyNVygona dorws |f(2)g(2) — | <e.
Donc lim f(x)g(x) = 00"

R.emaraue ﬁwﬁmﬁwéwKMm&ﬁm%mdeM%W
Vg ok Vo, g nespeciimement telo que -

o @) —0< 5

lg(z) — '] < 5 m

(e +1)

bomb c11ue Qi/ne%’ opjlié KA‘/ner ne boil cﬂom%ee' .
Casoulec R, et I’ =400 Hoit. A > 0.
- gmwnwglﬁig}lf(x):fliﬂmblbwmumw%eva,fdgadﬁug:

N~

= f(x) >

N~

xeva,f = \f(a:)—ﬂ\ <

- gomvme,1img($):+ooji2mbbewmmmwm%eva7gdeab@£w:

Tr—a

2A
= —.

xEVmg - g(l’)/ 7

|7]. Appliquer la régle des signes d’un produit.
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= A

><2A
L

N~

Rurn x € VoiNVygona dors f(z)g(x) >
Donc lim f(z)g(x) = +oo.
Cas ot £ = ' = +00 : Joit A > 0.
- emlgnf(m)=+oo,&mbbewmuoimma%eva7fd}eab£ﬁue:
reV,; = flx)> VA.

- gozm/melimg(x):+oo,i2%dbbewwwwva’gdeaboﬂc1ue:

r—a

zeV,, = g(z)>VA.

a7g

Pun € VsV ono ddors f(z)g(z) > A.

Donc lim f(x)g(x) = +oc.

Cas de la forme indéterminée 0 x (oc0) :

— On peut obtenir n’importe quel réel £ : lim

—

= +o00 et lim+x—2 = 0, mais

=27 T — 2
=2t T — 2
1
ATTENTION — On peut obtenir —+oo : wginoo—; — 0 et zginoo 22 = 400, mais
hm — X x2 = —Q.

T—+00 X
sin(z)

— On peut ne pas obtenir de limite : lim =0 et

. T—+00 €T
lim sin(z)

T—+00 xT

X x n’a pas de limite en +o0.

Limite d’un quotient

lim z = +o00, mais
r—+00

P
Proposition IO (Inverse) :  Soit ¢ € R.

Si f a pour limite 0+0 0

1
alors — a pour limite oo 18]

1
f ‘

Preuve :
|_Cas0f1€€[Ret€7é0:500«'t€€[Ri.

fla)

1 1‘_ ) — 0
F@)[1

- EMWmef%O,da,]Vwbx@e théoréme (14),£meuoibinwxaev;7fdeabpﬂﬂw:

v eV, = f(z)#0.

|8]. Appliquer la régle des signes d’un quotient.
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- @migf(x)zﬁimmeaﬁfdga@ﬂwz

(1l e
reV,; = |f(x)—{ <min 55 |-

2
@m, d’W(‘)’ . Qt't‘ ‘) ,

1 l l
v Vo |If@) - 0] <@ -0 < = @)=~ 9 =1,
?M$€Va’fﬂv;7f,maafohb
|0 €
1 1‘:|f(w)—€|< ;.
‘f(ﬂf) el [ f (@) ] |§|><|£\
. 1 1
Casoﬁﬂ—koo:ﬁooitee[l?i.
ewmmeli_r)nf(x)=+ooj£%dbbeumm%eva,fdeabeﬂo[we:
1
reV,; = f(a:)}E
- Ll 1
&MMV&CEVGJ,f(:z:)>0[wmm—f(x)<e.
. r
@miﬂm—o
CasoﬁﬁzO:@wWWW&qu%taMmbrmmﬁamawW.
Foit A > 0.

— ewmfnlﬂvmmwwﬁmmw%ev;fdeat@ﬁw
z eV, N\Na} = f(z)>0.

- ewmiiiréf(:t)zo,{ﬂmbtewmwva’fdeateﬂwz

1
veV,; = [f(@)| < e

1 1
ﬂ)ou)‘ol‘EVa ﬂV/,om/cono)w, = > A
ST f@)  |f(@)]
1
Done lim = +4o00.
2 7@ |
1
En remarquant que fgxi = f(z) x ﬁ, on en déduit alors les résultats sur les limites de
g\r g\r

quotients :
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s )
Proposition | (Quotient) :  Soient 4, ¢’ € R.
Si f a pour limite 4 C+0 0 l 00
Si g a pour limite 0 £0 0 0 00 ¢ 19]
f .. Y Forme
alors = a pour limite - oo 110/ Indéter. 0 oo 110]
\ Y

Exercice 8 : Calculer les limites suivantes :

9 1
$ [ — J—
. X . X
x1—1>I—Poo 1—qg4" 11—1>I-Poo 1.
2 J4——
X

Limite d’'une composée

Proposition I (Limite dune fonction Composée) : Soient f: D+— Eet g: E+— R
deux fonctions, a € R adhérent & D, b € R adhérent & E et ¢ € R.

Si lim flx)="Dbet :lclgig(x) = ¢, alors lim (go f)(z) =c.

Preuve:?m@%27mmmfﬁwdémombmbw%@me%mmdaetcm%mad&
|::+wjrmw.

.Sooit6€[Rj_d3]c—8;C+€[ww'uoiwa%eowa$dec.
&mmgﬂgmzqamaeRdWWVXeR
X>A = gX)€lce—¢e;c+¢l.
On, lim f(x) = b(= +oo), c.e.,%'dlma(mem @J&W
r€la—asat+a] = f(x)€]A;+oolie. f(z) > A.
Condlusion, o € R teﬁcwe Ve eR z€la—a;ataf enbwine f(x) > Arumg(f(l‘)) €le—e;c+el
@%@@b@/n,mofnbvé%iea]}%g(f(l’)):a _I

Cette derniére propriété nous permet alors de justifier la recherche d’une limite par changement

de variable i.e. on ne s’intéresse plus a la limite de (gof)(z) quand x — a , mais de g(X) quand
X —=b.

s

2
Exenple [ : On cherche la limite de la fonction f:z— M

In?(z) 4+ 1
_In*(z) 4+ 2In(x) . X2?242X
lim —————— = lim > =
x—0 In (m) + 1 1 X——00 X + 1

X=In(z)
lim,_,o X=—00

&

|9]. y compris £ = 0.
|10]. Appliquer la régle des signes d’un quotient.
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Exercice 9 : Déterminer les limites suivantes si elles existent. Dans le cas contraire, on déter-
minera les limites par valeurs supérieures et inférieures.

Dans tous les cas, préciser I’équation d’une éventuelle asymptote a la courbe représentative de f.

vz —1 14z /142

. —x
13:%1:1)2%-61‘ 7 E}cﬂl—m 11—z B al;li%
En posant g = |...| dans la proposition (12) , on retrouve le corollaire (4.1) :

Corolisire [2] (Limite et valeur aesolue) :  Soient a € R adhérent 4 D, f : D — K et
(eR
lim f(z) =¢ = lim |f(x)| = |{|.
T—a

Tr—a

Les deux théoremes suivants sont de simples corollaires de la proposition (12) précédente.
Leurs applications sont cependant loin d’étre triviales. Nous en verrons quelques exemples.

( )\

Corollaire 122~ (Limite dune suite explicite) : Soit f une fonction définie sur un intervalle
de la forme [A ; +00] et la suite (u,,),,c) définie par u,, = f(n) pour tout entier naturel n > A.

Pour tout £ € R, on a :

Si lim f(x)=/alors lim u, =/.

T—+00 n—-+o0o

Rien a démontrer ici. C’est la définition de h]Jfrn f(x) = ¢ en remplagant x par n.
T—+00

3n+ 2
n+1"

Exenple T 1 Soit (u,), la suite définie sur N par u,, =

3 2
Comme lim nt =3et hm vz = /3, on a aisément lim U, =/3.

n—ot+oo n + 1 - n—+oo

e 2
Corollaire 123 (Limite dune suite auelconaue) : Soient f une fonction définie sur un in-
tervalle I et (u,,),cy une suite dont tous les termes appartiennent a I.

Pour réels a et bde R, on a :

lim w, =a
n—-+0oo
Si et alors nl—l>r—{loo flu,) =
lim f(z) =
r—a

Preuve :
|_ - SooibeumuoiMm%@owumbque?zonﬂwdebuu.
- go«wnwglﬁi_r)r(llf(x):Q{Qembbewwuoib&ma%eVaWW&@GLIQJ<WOM@Jb)dwz

VeeR, zeV, Nl = f(x) €,
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- @fu, lim un:ab.e.,tgmbbewmwno(va)emlb&ﬂue:

n—+0oo

VneN, n>2n, = u,cV

a*

- Wn}nomunEVaMf(un>€Jb.

@%@&Mvrhmwéﬂue:
lim f(u,)=">.

n—+0oo

Cet énoncé est la base d’un théoréme fort des suites récurrentes définies par u, ., = f(u,). En
effet, si w,, — ¢, alors u,, ., — £.

Le corollaire précédent permet donc d’écrire :

Iim w, = lim wu = lim U, ).
notoo n——+00 n+l n%+oof( n)

On est a I’aube d’un de vos premiers théoremes d’interversion de limites!

Pour l'instant, on ne peut encore rien dire si ce n’est que (u,,), <y tendra vers la limite de fen ¢
pour peu qu’elle en ait une.

Mais, imaginons que, tout naturellement, on ait lin% f(z) = f(¢) ou, autrement dit, que f soit
T
continue en /.

On obtiendrait alors un moyen efficace de trouver la limite d’une suite récurrente a ’aide de la
relation u,, ., = f(u,) que l'on ferait « passer a la limite » :

Upy1 = f(un>
3 3
1 il . . _ .
Autrement dit lim w, = < lim u >
ér § n—4oo f n—4oo
(sous conditions de continuité de f)
e = fo

La limite cherchée serait alors nécessairement une solution de I’équation
fx) = .

Nous y reviendrons plus avant dans les chapitres suivants car, pour l'instant, rien ne nous assure

que li /() = f(0)!!

Exemple 8 :

[11]. de la forme |b — e ;b + €[ ou |8; +oo[ suivant que b est fini ou non.
|12]. de la forme Ja — a;a + af ou Ja; +00[ suivant que a est fini ou non.
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4 )

Soit (w,,),cn, une suite définie par récurrence par
une fonction dont est tracée la courbe représentative flu,)
ci-contre. " By

Les termes de la suite semblent converger vers le | N\ b\
point d’intersection de % et la droite d’équation
y = x, un « point fixe » de f.

On verra dans quel contexte ceci est vrai.

I
o
—
~
3

. v

En pratique, le corollaire (12.3) permet souvent de démontrer qu'une fonction n’a pas de limite
en un point a :

s A

Méthode 3 (Montrer auune fonction N'a pas de limite) :
St aeR

Tmmwf%'@mdemwmﬁm%waeQO (Up)nen &€ (Up)nen
connergeont vo o telle> que lp flun) # N S(vn)

Exenple 9 (cos N'a pas de limite en +0o0) @ Considérons les deux suites (u,,),cn €t (v,,),cn définies

™
par u, =27n et v, = §+un.

Ona lim w, = lim v, =+oco mais lim cos(u,)=1#0= lim cos(v,,).
n—+oo " n—+oo " n—+oo ( n) 7& n—+oo ( n)

La fonction cos ne peut donc avoir de limites en +oo.

Exercice O : Soit f une fonction périodique.

Démontrer que si f admet une limite £ en +o00, f est constante.

@ PROPRIETES DE LA LIMITE

La limite contréle la fonction

Proposition I3 : Soient a € R, D un voisinage de a et f: D — R.

Si f admet une limite finie en a alors f est bornée au voisinage de a.

Par la contraposée, toute fonction non bornée sur un voisinage de a ne peut avoir de limite finie.

|— Preuve : %oib £ € R lo limite de f en a.
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Tm%ﬂw&m@mwvmlwab@ﬂw:
reV,; = |flz) <1

{/.9.VmEVa’L€—1<f<x><€+1.5€ago¢mwfebt@ohméedambwmuowyn@%edea. _I

On a mieux que la proposition (13) :

Théoréme 4 : Soient a € R adhérent & D et f: D — R telle que lim f(z) = ¢ € R.
r—a

\ Si m < £ alors, il existe un voisinage de a sur lequel m< f(x).
Si ¢ <M alors, il existe un voisinage de a sur lequel f(x)<M.

Preuve :
£ —m
|_ Joient m < £ b e = ——= >0,
Wmﬂ@:@&mnem@ﬂwv:ceu

lz—al<n = |f(zx) =l <e = L—c< f(x)
<= m< f(x).

&m€<MebJ:cde.
1

Un cas particulier TRES important est le cas ott £ > 0 ou £ # 0, le théoréme (14) nous assure
de l'existence d’'un voisinage de a sur lequel f(x) > 0 ou f(x) # 0 i.e. il existe un voisinage de a
sur lequel, f prend des valeurs du méme signe que sa limite.

Limite et relation d’ordre

( 3\
Proposition IS (Limite et ordre) : Soient a € R et deux fonctions f et g définies sur tout

voisinage V', de a.

VreV,, glz) < flo),

Si, ilg(ll glz) =20 alors ¢ < /.
lim f(x) =14
T—a

On parle souvent de conservation des inégalités larges par passage a la limite.

Preuve :
Avec le théoréme (14) : @o;[vwo le théoréme (14), si ¢ — € > 0 dlow g(z) — f(z) > 0

BUR UM Uo«bA/na.%e de V, de a.
?M&LMDIOTMWMg($)—f($)<0§u)uwmuo{bmm%edeaapohbfl<ﬁ

Preuve directe : Joib V,, un wolbinage de a eb buoBbONL Gue VeeV, g(z) < f(z) avec £/ > L.
Pusons. ol comme pous, o démansination,da. Lunis do o e, d < £
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- ewmlimf(x)zgjtgmbbemwve’fdeet@ﬁctue:

Tr—a

VeeV, NV, (—d< fz)<l+d

- ecym/m,elimg(a:)zeljiﬁmbbeumuoibynuﬂeve/’gdeflboﬁﬁue:

r—a

VeeVy NV, U —d<g(z)<l +d

______________ | I | \ I
1 ‘ L 3 ‘ L
¢ ttde=d v
-7
2
@IO&\L} F.C}U)L er&mee/’nga/ O'TbOthA%d/ulAt :
fle)y <l+d<l —d<g(x) = f(z) < g(x).

@m%mbwdmma;@@mutéwﬂge.

Remaraues :

— La proposition (15) n’est pas vraie avec des inégalités strictes : Si g(z) < f(z) alors on
ne peut pas en déduire £ < ¢’ mais seulement ¢ < ¢’ :

1 1
Prenez, par exemple f(x) = —— et g(x) = — qui tendent toutes deux vers 0 alors qu’il est
x x

1 1
clair que —— < —, Vz € R*.
T

— La proposition (15) permet de comparer deux limites, mais elle ne permet pas de
démontrer 'existence de la limite d’une fonction ce qui n’est pas le cas des théorémes qui
suivent.

— La proposition (15) peut s’étendre aux limites a gauche ou a droite. (Il suffit simplement
de modifier 'intervalle de définition des fonctions).

( )

Théoréme I6 = Soit a € R, trois fonctions f, g et h définies sur un voisinage ouvert V, de a
et £ un réel.

Théoréme d’encadrement :

Ve eV, g()<flz)<h()

i 1 li =0,
S lim g(z) = lim h(x) = ¢ Ao xlg(lzf(x)

r—a r—a
Théoréme de majoration :

Ve eV, glx) < f(z)
Si liLn o(x) = +00 alors 316151(11 f(z) = +o0.

. v
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Théoréme de minoration :

{ VeeV, flz)<gx)
Si alors lim f(z) = —oc0.

lim g(z) = —o0 z—a
r—a

Preuve :
|_Théoréme d’encadrement : SOM€E[R19L]€—€;E+€[WWWM%QWML?U@&UM1MQ®K
ewnvm}jignag(x):f&i%h(x):@ﬁm@mwgﬂmm@ﬂbvg’a&Vh’ad,ea
tJ/J?AJJ@:
reV,, = l—e<glx)<lte & z€V,, = L—e<h(r)<l+e.

Tml‘evaﬂv%aﬂvhvwm@a@oﬁb:
C—e<glr)<flx)<hlzx)<l+e ie. flx)eEl—e;l+el.
Done lim f(z) = L.

Théoréme de majoration : To demonstration est «dmﬂue on rfwa om.,rfe

SooibAGRel}]A;—l-OO[uﬁbW\a%eowuoﬂbde—l-OO.

ewvmeiigég($):+oojiﬁmbbewmwmvg’adeateﬂ%ue:

reV,, = A<g().
?M$6Vaﬂvgyw0/n/o/aﬁohb:
A<gle)<f(x) we flx)€]|A;+oo].

Done ilg{ll flz) = 4o0.

Théoréme de minoration : Yo, démonstration esh «de/nb\ctue,

Exercice | : Déterminer les limites suivantes :
sin(x) . 1J
i 3] lim =z .
1
i 4 lim =z .
@) e et Jm e 3]
Correction :
Ve € R —1 < sin(z) < 1, doo Vo € R, Comme  lim . lim E 0, d/‘afm,éb le
. T—+00 T r—+0o0 I
—l < bln(m) < l tpn,eo)w/rrw d'encadrement, on a :
lim sin(z) =0.

T—+00 x
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gDe Qo/ méme mamniehe, Vx S R, ’/O

x—1< 2+ cos(x) (< x+1).

gcvm/me lim z—1= 400, dw?ed%mm

r—+00

d/eCO/mTO/’LOAWL
lim x4 cos(z) = +o00.
T—+00
1 1 1 1 1 1
Vo eR, on o : L J<f<L—J+1 — 7—1<{—J<7.
x x x x T x

@omo,mu‘/wa/nb@eb)ﬂmedel‘,ma/:

1—m<xLlJ<1 ow 1<:L[1J<1—x.
T T

@mm@wmd'w@@bﬁmwd;mm@ glcig(l)xFJ:o.

X
1 1 1
ﬂﬁmx>1,0<f<1m{szoet lim ka:OA
xXr X

T—+00 T

1 1 1
@emvx<—1,—l<7<0M{fJ=—1& lim 1‘{sz lim —z = 4o0.
x X

T——00 €T T——00

I11.3| La monotonie contrdle la limite

Les variations de la fonction peuvent aussi « forcer » certaines propriétés de la limite.

r

Théoréme 1 (Théoréme de la limite monotone) :  Soient a, b € R (a < b) et
f:]a;b[ — R une fonction croissante.

m Si f est majorée, alors f admet une limite finie en b, et lirrll) f(z) =sup(f) < +oo.
e Ja;b]

m Si f n’est pas majorée, alors lirri f(z) = 4o0.
r—

|— Pr‘euve:@nmbwibem%e@emo@b<+oo.5€emw%méfamtvﬁqu%.

- @%Wﬁu@febtwnognheee@l}%co«wdele:{f(l‘),l‘E]a,b[}geﬂw@mﬁ?p/Fe&tdﬂm
Wrohﬁ@deﬂ?,mmdeetmaé,ohée.
Fod/metdmwwm&ohﬂwhuwfzsup{f@,'),.Q?E]a;b[}:]slgi)[(f).

Foib £ > 0.

?Mdég&mmmd@&K—EWI%W%W@F.%WMUE]Q;b[@QW
l—e< flu) <L
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eoqwme,febtdwmnb% Vaelasb]
rz2u = (—e< f(u) < f(z) <l <l+e. (XIV.1)

?omn:b—u>0.QuJWdeamb]a,bLu\x—b\<naﬁ0mb—77<x<bm.
u<x<b.

@'W (XIV.1), on o dlows £ —e < f(z) <L +e dov |f(z) — 4] < e
&domoiig})f(x):€<+oo.

- @%WW@MO}M@fﬁ%ﬁWW@&MAER
ewmmeAfrv@bb[wbummaamadeef,tﬂmberG]a,b[beﬁc?wAgf(u)
Comme f esb croissante, ¥z € Ja;b],

rzu = A< f(u) < f(z). (XIV.2)

?mnzb—u>0.©u;£c1wwtxdwm]a;b[,u |z —b| <1 olows u <z <b.
@‘W (XIV.2), on o dlonws f(z) > A.
& donc iig})f(x) = 400.

@amb?eoabmo%mml;omadomommbuéwﬁmf(x)zsup(f) (eventuellement +o0). _I

x—b Jash|
Remarque : Lorsque f est décroissante, on a les résultats correspondants :
— Si f est décroissante et minorée, alors lin}) f(z) = ]inf[ (f) > —oo.
T— a;b

— Si f est décroissante et non minorée, alors lim f(x) = —oc.
z—b

II1.4] Limites & gauche et a droite

Soient a,b € R (a < b) et f : Ja;b[ — R une fonction croissante et
xy € la;bl.

Alors, f admet une limite a gauche et une limite a droite finies en x, et

lim f(z) < f(zy) < lim_ f().

ZII—)CL‘a x*)xo

Preuve :@mwf%bdégim%xo wwwd,duwﬁuef(xo) eccitte e —00 < f(xy) < +o0.

Notoms f1 = fijauo Lo @Wrwm fi enl cnoinsante, e majorée pan f ().
ED'W le théoréme (17), f, admeb donc une limite @Vm en g o lim fy(x) = sup (f,).

Ja,zo[
O o adfniion, Jim 11() = Jim ()
D'antre pant, ]sup[(fl) étank le P@w elib den majonants de fy, e f(2q) dhant un majorant de fy,

a,xq

on Peut en déduire que }sup (f1) < f(zg).

a,xo|

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIV : Fonctions de la variable réelle - LIMITES @



PTSI VINCI - 2024

IV. EXTENSION AUX FONCTIONS COMPLEXES

me@amam%wWWf2:f”%b[mm@mmet

lim f(z) = inf (f3) = f(x).

1) Jxg,b[

—

On retiendra le théoreme et la proposition précédents sous la forme ci-dessous :

Corollaire 18] : Toute fonction monotone posséde une limite a gauche et une limite a
droite en tout point en lequel cela a un sens.

Afin de bien le comprendre, précisons cet énoncé dans un cas particulier d’une fonction f : [a;b] — R
croissante avec a € R et b € |a; +0o0].

Ve

\,

A retenir | : Le théoréme de la limite monotone affirme que :
la limite lim f(z) EXISTE et elle est forcément FINIE car f(a) < lim f(z) par
T—a r—a
passage a la limite,
[2] pour tout ¢ € Ja;b], les limites lim f(x) et lim f(z) EXISTENT et elles sont forcément
r—CcT r—cC
FINIES car lim f(x) < f(c¢) < lim f(z),
T T—ct
la limite lin}) f(z) EXISTE et elle est soit finie, soit égale a +o0.
z—

@ EXTENSION AUX FONCTIONS COMPLEXES

( )
Détinition/Théoréme S (Limite dune fonction complexe en un point) : Soit
f: D +— C une fonction, a € R adhérent a D et £ € C.

On dit que f admet ¢ pour limite en a si :
YV, e %), 3V, € %), YzeDNV,, f[f(z)eV,
i.e.
Ve>0, Ja>0, VzeD, |z—al<a = |f(zx)—{ <e¢,
ou encore
lim | (2) — €] = 0.
Le théoréeme d’unicité de la limite est encore valable, ce qui autorise la notation lim f(z).
k r—a J

Théoréme [9 (Parties réelle et imaainaire) :  Soient f : D — C, a € R adhérent & D et
teC.

lim f(zr) =¢ < limRe(f)(z) =Re(¢) et limIm(f)(z)=1Im(¥L).

T—a r—a r—a

On dit que f est bornée s’il existe un réel K > 0 tel que V2 € D, |[f(z)] < K.

Définition & (Fonction Bornée) @ Soit f: D — C une fonction.
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Globalement, on dit que f est bornée sur D si, et seulement si | f| est.

En particulier,

Corollaire 9] : Soit D un sous-ensemble de R.

Si f: D+ C admet une limite finie en @ € D alors f est bornée sur un voisinage de a.

Preuve : %oib £ € C lo limite de f en a. Mons,
|_ Vo eD, |f(z)| <|f(z)— €+
emgmf(x):e, aaemt&ﬁm z—a|<a = |f(z)—{ <1

VeeDNla—asa+al, |[f(x) <1+ 1.

IMeR,,3In>0,VeeDN]a—n;a+n, |f(z) <M.

—

Pas de 00 dans C ni de théorémes basés sur la relation d’ordre.

Les notions de limite a gauche et a droite, ainsi que la caractérisation de la limite en
termes de limite a gauche et a droite, sont maintenues pour les fonctions complexes,

ATTENTION de m.éme ql'le les réb:ultat's s1}r les opérations d’addition, plrodui?:7 multiplication par un
scalaire et inverse, a ceci pres que les symboles +00 sont bannis.

Les grands théoremes d’existence de limite - théoremes d’encadrement/minoration/-
majoration et théoreme de la limite monotone - n’ont pas de sens dans le cas complexe
car ils utilisent de facon essentielle la relation d’ordre < sur R.
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