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Dans tout ce chapitre, on considere une fonction définie sur un sous-ensemble quelconque D de R :

Q LIMITES

Point adhérent

f:D—R.

On étudiera la limite de f en un point a dit adhérent & D i.e. un point appartenant a D ou « au
bord de D ». Dans la méme idée, on dira qu’un point est intérieur & A s’il appartient & A sans
étre « au bord de A ».

Plus précisément,

4 Y
Détinition | (Point intérieur/adhérent a une partie de R) : (Hors-Proaramme)
Soit A un sous-ensemble de R.

Point intérieur : Soit z € R.

On dit que x est intérieur & A si A contient un voisinage de x :
v, e V(z),V, C A.

On note A leur ensemble.

Point adhérent : Soit z € R.
N\ Y.
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On dit que x est adhérent a A si A rencontre tout voisinage de x :

VYV, eV(x), ANV, £@.

On note A leur ensemble.

Point intérieurs et

/ adhérents.
A Points adhérents mais

non intérieurs.

SF .
>

Figure XIV.1 — Points intérieurs et adhérents & un intervalle [a ; b[.

N\

Exemples | :

m 1 est adhérent & [0; 1 et +00 est adhérent & R’

= Soient a,b € R tels que a < b. Alors [a;b][ =]a;b[ et [a;b]=[a;b].
D’une maniére générale, pour tout intervalle I de R, I est I'intervalle fermé correspondant dans RU{+o0}

en incluant les bornes et I 'intervalle ouvert excluant les bornes.

°

I I I

11;2]U[354] || [152[U]354[ | [152]U[3;4]

11;400] 11;400] [1;400]
]—00; 2 ]—o00; 2 [~00;2]
R R R

» Soient a € R, b € R tels que a < b. Alors,

e a et b sont adhérents a [a;b.
K o Vz € R tel que a < z < b est a la fois intérieur et adhérent a [a ; b[. J

Proposition | (Caractérisation séauentielle) :  Soit A un sous-ensemble de R.

x est adhérent a A si, et seulement si il existe une suite (an)neh\l d’éléments de A qui converge
vers .

\

Corollaire Il : Soit A une partie non vide et bornée de R.

sup (A) € A et inf (A) € A.

En particulier, on pourra toujours trouver une suite d’éléments de A convergeant vers sup (A).
De méme pour inf (A).
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Limite et premiéres conséquences

( )

Définition 2 (Définition topoloaique des limites) : Soit a € R adhérent 4 D et b € R.

On dit que f admet une limite b lorsque x tend vers a si, et seulement si

YV, €V(b),3U, €eV(a)/VzeU,ND = f(z) € V,.

On note alors lim f(z) = b.

Tr—a

\,

Remarque : Les inégalités sont indifféremment strictes ou larges pour définir des voisinages
ouverts ou fermés excepté € > 0. Le programme demande d’utiliser des inégalités larges ce que
j’essaierai.

On retrouve alors tous les cas déja connus :

Proposition 2 (Limites en +00) :  Soient D tel que +oo € D et b € R.
n hr+n flz)=b <= VeeR,,Jale)eR, Ve eD, z>a = |f(z)—b| <e.
Tr—+00
n hr+n f(x) =400 <= VAR, Ja(A)eR, VzeD, z>2a = f(z)>A.
Tr—+00
n 111+n flz)=—00 <= VBeR,JaB)eR, VzeD, z>2a = f(zx)<B.
Tr—+00
|y:f(z)
L
:. [a;4o00[ * L
o [a;+oo] v
Figure XIV.2 — Limite finie en 'infini. Figure XIV.3 — Limite infinie a l'infini.
. 1
Exercice | : A l'aide de la définition, montrer que lim —= =0et lim z2? = 4o0.
T—+00 X Tr—+00
De maniere analogue, en —oo :
Proposition 3 (Limites en —o0) @ Soient D tel que —oo € DetbeR.
» lim f(z)=b <= VeeR;,3b(e)eR, VzeD, 2<p = |f(z)—b|<e.
T——00
s lim f(z) =400 <= VAER,IFA)eR, VzeD, z< 8 = f(z) > A.
r——00
m lim f(z)=—00 <= VBeR,3B)eR, VeeD, <8 = f(x)<B.
T——00

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIV : Fonctions de la variable réelle - LIMITES ﬂ



PTSI VINCI - 2024 I. LIMITES

f@ | i f@) | i ) o
Zn -+00 si n pair / gl

—O00 si n impair

| 7
Vr +0o0 non déﬁn? //
In(z) +00 non défini / / / ﬁ:«
i +(?O non Zéﬁni /44/7/)/%:%/"( =
\/E) // . impair

sin(z .
cos(z) | pas de limite pas de limite o 7 pair
tan(z)
T T ——— sin(z)
t Z _z
arctan(z) 5 3

ch (x) +00 +0o0

, 1 pair

, n impair

sh (x) +00 —00

Figure XIV.4 — Limites des fonctions de référence en 'infini.

Remarque : Toutes les fonctions n’ont pas nécessairement une limite en l'infini. C’est le cas,
notamment des fonctions circulaires cos, sin ou tan mais aussi de la fonction

f: R—> R

x x—|x].

LI LSS LLL.

Figure XIV.5 — La fonction z +— z — |z | n’a pas de limite en +oo.

Exercice 2 : Déterminer les limites (si elles existent) en +oo des fonctions suivantes :

f'x|_>2x2—3a:+1 forx— cos(z) —x [z 2?e " —u
1 _—
53 —x

Soient «,f,7v des réels strictement positifs.

eXr z?
lim — = lim ——— =40 et lim 27 |In(z)|” = 0.
a—+oo P a—+too In7(x) 50+
Figure XIV.6 — Croissances comparées.
Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIV : Fonctions de la variable réelle - LIMITES
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Soient a e DNR et b € R.

lim f(z) =b <= Ve eR,Jae) eRy,VeeD, |[z—a|<a = |f(z)—b <e.
r—a

ligﬂf(x):+oo —= VAeR Ja(A)eR,VzeD, |z—a|<a = f(z)>A.
lim f(r) = —00 <= VAR, Ja(A)eR{,VzeD, |[z—a|<a = f(z) <A.

r—a

|Z/:f(l')

a

Figure XIV.7 — Limite infinie en un point fini

-

f@) | lim f(z) lim /(x)
z—0 z—0
x>0 <0
1 400 si n pair
ﬁ +OO . . . O
nt0 —o0 si n impair
1 Jr—
— +00 non défini
T
In(z) —00 non défini

Figure XIV.8 — Limites des fonctions de référence en 0.

et —1 . In(1+x)
lim = lim ————=
=0 T z—0 x lim l1—cos(z) 1
: -0 2 2
lim sin(z) ~ lim tan(x) ~ lim sh (z)  _ 1 z
z—0 T z—0 T z—0 T (1 4 x)a -1
. lim =a, a€R
m arcsin(x) ~ lim arctan(z) 20 x
z—0 €T z—0 x

Figure XIV.9 — Taux d’accroissement de fonctions dérivables.
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Exercice 3 : Déterminer la limite (si elle existe) des fonctions suivantes en 0. On distinguera
éventuellement 0~ et 0.

fiiax+— z—In(x) f3:$|_>65“—e3m
x

fo iz xy/1+ (In(z))? foiz— xe%

Corollaire 4| (Limite et valeur agsolue) :  Soient a € R adhérent & D, f : D — K et
LeR.
lim f(z) = £ = lm|f(x)] = |d].

r—a

Théoréme S (Unicité de Ia limite, cas réel :  Soit a € D et f une fonction réelle.

Si elle existe, la limite de f(x) lorsque x tend vers a est unique.

Notation : En cas d’existence de la limite en a, le théoréme (5) permet de justifier la notation,
maintenant non ambigiie, lim f(x) = b de LA limite de f(z) lorsque x tend vers a.
r—a

Certaines fonctions peuvent ne pas avoir de limite en un point.

Considérons la fonction f définie sur R* par

f(z) =sin (;) .

ATTENTION

1
En 0, lin%) <7) = 400. Comme la limite de sin(x) en I'infini n’existe pas, celle de f(x)
T— X

en 0 n’existe pas non plus. Nous verrons dans un autre chapitre une maniere efficace et rigoureuse
de montrer ce point.

1
Figure XIV.10 — La fonction x > sin <;> n’a pas de limite en O.

Limites a droite et a gauche

Proposition & © Si f est définie en a € D non adhérent a D et y admet une limite, alors
cette limite est
nécessairement égale a f(a).

Une fonction ne peut donc pas avoir de limite infinie en un point ou elle est définie.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIV : Fonctions de la variable réelle - LIMITES ﬂ
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ATTENTION

La proposition (6) ne dit absolument pas que toute fonction définie en a est continue
en a mais seulement qu’une condition nécessaire a 'étre est que lim f(z) existe.
T—a

Vs

Y
Définition 3 (Limites a droite et 38 cauche) :  Soient f: D > R une fonction et a € R.
Limite a gauche : Sia est adhérent a DN]—o0;a[, on dit que f posseéde une limite a gauche
en a si fipnj_oc;q| POSsede une limite en a.
Cette limite est notée ggli)rgf f(z), lim f(z), lim f(z) ou encore f(a—0).
z€]—o0;al z<a
Limite a droite : Sia est adhérent & DN}a;+oo|, on dit que f posseéde une limite ¢ droite
en a si fipnjas4oc] POSsede une limite en a.
Cette limite est notée xlir£1+ f(z), lim f(z), lim f(z) ou fla+0).
z€la;+oo| T>a )

Remarque :a n’appartient ni & D N]—oo;al ni & DNJa;+ool. Il y est seulement adhérent.

et —
ot —
2 4 —
b —
REVI) B S A
L
|

Vnel,

lim lz] =n—1
r<n

et

Jiny o
r>n

=n.

Figure XIV.11 — La fonction partie entiére n’a pas de limites en tout point de Z mais seulement des limites

a droite et a gauche.

Exercice 4 : Que dire des limites suivantes ?

1 ) 1

[ lm -~ 3] lig e
1 LT

il lim —

lim — (4]l o

=l (=]

72

lim —
r—0 |£L‘|

el

: 2
iy L]

Ici la définition topologique atteint ses limites et on doit utiliser une définition métrique ou au

moins partiellement :

p
Corollsire &l : Soit b € R.

m Dire que lim f(z) = b revient a dire que :
r—a -

V'V, €V(b),3a(V,) eRL, V2 €D,

m Dire que lim f(z) = b revient a dire que :
r—at

V'V, € V(b), 3a(V,) € R%, Va €D,

a—a<zr<a

oux € [a—a;al

a<r<a+t+a«

ouz €laia+ al

= f(z) €V,

= f(z) €V,

Lycée Jules Garnier
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Les limites a gauche/a droite ne sont jamais que des limites au sens initial du chapitre mais
appliquées a des restrictions. Cela justifie qu’elles auront les mémes propriétés notamment leur

unicité.

r

Théoréme 1 (Limite et limites 3 @auche et 3 droite) : Soit a € D.

La fonction f admet une limite en a notée lim f(x) si, et seulement si
T—a

lim f(z) = lim f(z) = f(a) si f est définie en a.

1:;2((11 r>a
: o e o
lim f(z) = lim f(z) si f n’est pas définie en a.
r<a r>a
|

En particulier, dans tous les cas, une condition nécessaire est que les quantités f(a—0) et f(a+0)

existent et soient égales.

(€5) (%) (¢y) (6)
)
| t |
| | |
/ 0 " / 0 " / 0 " / 0 "
lim f(x) existe
o lim f(z) n’existe pas
(et vaut f(a)). lim p
Figure XIV.12 — Caractérisation de la limite en fonction des ses limites & gauche et a droite.
N

Exemple 2L :
1
= La fonction z — — a pour limite +00 en 0.
43
1 1
= La fonction = > — n’a pas de limite en 0 mais lim — = —co et lim — = +o0.
= e

= Soit d,, la fonction qui, & tout réel associe 1 si = 0 et O sinon.

On a lim §, = lim §, = 0 mais d, n’a pas de limite en O car 6,(0) = 1.
PV

Exenples 2 : Etudions les limites de et ————— dans un voisinage de 2 :
2—z (2—x)?
1
Comme lim 2 — x = 0, on est ramené a 1’étude de lim — qui dépend du signe de u :
r—2 u—0 U

On commence par dresser un tableau de signes de  — 2 : |2/

\,

|1]. Car la méme limite infinie & droite et & gauche.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIV : Fonctions de la variable réelle - LIMITES
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Limite a gauche Limite a droite

ou par valeurs inférieures ou par valeurs supérieures

Limite & gauche
ou par valeurs inférieures

Figure XIV.13 — Limites & droite et & gauche d’une fonction

x —oo 2 +o0 Avec les conventions de notations :
. _ — @
2-z + 0 - My %= g
et
lim 2—x = 0"
x—21

On conclut :

D’apres les

lim2—z = 0F théorémes sur
=2~ . 1
_ hm Y +OO,
lim — = 4o les composées 2~ 2 — I
x—0t T de limites
et
. D’apres les
lim 2—x = 0" théorémes sur
x—21 . 1
E——1 hm = —00
lim = = —oo les composées z—2T 2 — I
x—0" de limites

Ici, malgré la difficulté apparente, lim (2—x)2= lim (2—x)% = lim(2 — z)2 = 0*.
2~

z—21 r—2
D’ou :
D’apres les
lim (2 — 513)2 = O+ théoremes sur
r—2 . 1
lim = 400.
lim — — “+00 les composées T—2 (2 == 33)2
=0+t T de limites
. . .1 , . 1 . .
En conclusion, on remarquera bien que si 3 n’a pas de limite en 2, ﬁ en a bien une qui est 4oo.
—x —x
( )
Exemples 4 :
= La fonction partie entiere a des limites a droite et & gauche distinctes pour tout a € Z et n’admet donc
pas de limite en ces points.
. sin(z) | o . .
» La fonction f:a +— ———= n’est pas définie en 0 mais y admet une limite :
43
lim f(z) =1.
x—0
xz#0
sin(x) . 0
= La fonction sinus cardinal g : = +— T si x # est définie en 0 et y admet une limite :
1 siz=0
lir% g(x) =1.
L - V.

|2]. Au moins dans sa téte!

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIV : Fonctions de la variable réelle - LIMITES ﬂ
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sin(x)

six#0
0 siz=0
gauche en 0 mais n’admet pas de limite en O.

= La fonction x { est définie en 0, admet une limite a droite et une limite &

Exercice S : Déterminer les limites suivantes si elles existent. Dans le cas contraire, on déter-
minera les limites par valeurs supérieures et inférieures.

[1] lim$ hmm glgii%xe% lim zer

1 _ 1 2 T——00
T— (.73 ) r—1 X hgl . e%
= T—+4o00

Asymptote

Le comportement a 'infini, dit comportement asymptotique, peut aussi aider a cerner ’allure de
la courbe.

On définit pour cela la notion de droite asymptote %! : il s’agit d’une droite qui approche d’aussi
pres que ’on veut une portion de la courbe lorsque 1’on s’éloigne vers I'infini dans 'une des deux
directions. Plus précisément :

( )

Définition 4 (Asywvptote) :  On dit qu'une fonction f admet :
‘ une asymptote verticale au voisinage de a d’équation x = a lorsque xlirgi f(z) = +o0.
une asymptote horizontale au voisinage de +o0o d’équation y = b lorsque 1:1—1>gloo f(z)=0b.
‘ plus généralement, une droite () d’équation y = ax + b, dite asymptote oblique, au

voisinage de +oo lorsque lilil f(x) — (ax +b) = 0.
Tr—100

On remarquera que 'existence de la limite n’est pas nécessaire pour que la courbe admette une

asymptote verticale comme c’est le cas pour  — — pour n impair.
x

4 N
Méthode | (Déterminer une droite asymptote (non verticale)) :

M%'WWW@@WWW&W%N@M(WW
Wh}f@%+oo):
mum@@@oﬂwxwijw

-iof;wm'mmwuﬂe%tm%m?@wﬂe@fmwww
l%w&e&m&ee@b@&mdemfgqna,mdmw@adm@yzaxe&dvm
omd/mTfofAﬂuedeQ@oowb@e@m-l-oo

[2] On étudie bo bmite de f(2) — az -

N l%eﬂe%w@b@ra@w%@ﬂ@ewvn@m&g@wﬁed@f@@deW+WJ

|3]. De I’étymologie grecque construit a 1’aide du préfixe privatif « a » et de « symptosis » (rencontre) : la droite
qui ne se rencontre pas.

Remarque : L’utilisation du terme asymptote ne se limite pas aux droites. On parlera bientot de courbes asymp-
totes.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIV : Fonctions de la variable réelle - LIMITES m
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—_

1
1 x> —pourn=1,3,57.
xr+— — pour n =2, 4, 6, 8. *
xn

1
Figure XIV.14 — Les courbes des fonctions z +— — pour n € N* admettent 'axe des ordonnées comme

asymptote verticale et ’axe des abscisses comme asymptote horizontale.

-Sﬁmmw@m@demﬂwnaafmb?@mdwyzm+b%t
W@%mﬂ@e@f%Jroo.

Figure XIV.15 — La droite d’équation y = 3x + 1 est asymptote a la courbede f: x +—— 3z +1+ m
x

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIV : Fonctions de la variable réelle - LIMITES M
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Nous verrons plus tard comment on peut obtenir a sans former le quotient, a I'aide d’équivalents,
ou méme comment obtenir simultanément a et b a I'aide d’un « développement limité ».

Exercice & : Etudier les asymptotes éventuelles des courbes de :

472 — 2 foro— V22 +3zx+1
x> 2
Joew 9z + 1

Exercice T : Montrer que la courbe de x - cos(x) — x n’admet pas d’asymptote en +oo.

Remarque :Dire que lim f(x) = b est équivalent de dire que lim f(z) —b = 0. Cette derniére
Tr—00 T—00

expression représente, au signe pres, la distance entre la courbe et son asymptote : a I'infini, la

courbe représentative se rapproche infiniment de son asymptote.

4 )
Méthode 2 (Position relative d'une courige et de son asymptote) :

Soabfmgwnmexyzaxw@wdemwwwo@&ﬂw(.@).
ﬂ’mémdm@awmmyﬂrmde%f@de(@)%+oo,i2w%xcvémm@ewﬂmde
f(z) — (ax +b) Wuwmuo{blinw%e]a;-l-oo[deoofkw—a.

x « ) +o0

Souamede
f(@) — (az +b)
Roition de @ o (2) % auw dessus de (2) 6 aw dessous de (2)

. A

Q STABILITE ALGEBRIQUE

ATTENTION

Dans les paragraphes qui suivent, on considerera un réel a € R, deux fonctions f et g a
valeurs réelles définies dans un voisinage de a et on considerera les limites en ce point.

II.1} Limite d’une somme

( )
Proposition 8 (Somme) :  Soient £, £/ € R.

Si f a pour limite 14 l L +00 —00 +00

Si g a pour limite v +o0 —00 400 —00 —00
imi ’ _ o Forme

alors f 4+ ¢ a pour limite | ¢4 ¢ +o00 00 400 00 | | etor

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIV : Fonctions de la variable réelle - LIMITES E
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Cas de la forme indéterminée (+00) — (+00) :

— On peut obtenir n’importe quel réel £ : lim (z + /) = 400 et lim x = +o0,

T—+00 T—+00
mais ligl (z+0)—z) ="
Tr—r+00
ATTENTION — On peut obtenir +oo ligl r = +o0o et lir+n 2v = oo, mais
T—r1+00 Tr—r+00
lim (z—2z)= lim = —oc.
T—+00 r—+00

m x = 09,

— On peut ne pas obtenir de limite : lim z + cos(x) = +oo et li
T—+00 n—-+00

mais (2 + cos(z) — x) = cos(z) n’a pas de limite en +oo.

e A
4
Exenple S : La fonction f définie sur R} par f(z) =2+ 7z a pour limite 2 en +oco.
4 D’apres les
lim — = 0 théoremes sur 4
En effet w—+o0 /T —— lim 2+ — =2.
Jim 2 = 2 [ lggmpe oot VB
lim — =0donc lim f(z)=2+0 =2 d’apres les théorémes sur les limites de sommes.
z+oo /T z—+00
\
Limite d’un produit
N

P
Proposition 9 (Produit) :  Soient ¢, ¢ € R.

Si f a pour limite 14 ¢+0 0 00

Si g a pour limite v 00 ) 00

alors f X g a pour limite | £ x ¢’ | oo 4] | Forme Indéter. oo 4]

\
Cas de la forme indéterminée 0 x (oco) :
T
— On peut obtenir n’importe quel réel £ : lim = +ooet lim x—2 =0, mais
- =2t T — 2 r—2%
lim X (x—2)=m.
2t T — 2
1
- . . . - o . 2 o .
ATTENTION On peut obtenir +oo : mginoo L= 0 et wgrfmx = 400, mais
1
lim — x 22 = —o0.
T—+00 €T
. . . sin(x) . .
— On peut ne pas obtenir de limite : lim =0et lim z = 400, mais
T—+00 X r—+00
) sin(z) , o
lim ——— X x n’a pas de limite en 4oc.
T—+00 €T

|4]. Appliquer la régle des signes d’un produit.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIV : Fonctions de la variable réelle - LIMITES il
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II.3| Limite d’un quotient

( )
Proposition IO (Inverse) :  Soit £ € R.
Si f a pour limite £+0 0 00
1
alors — a pour limite 1 oo 18] 0
L
L
e 2
Proposition Il (Quotient) :  Soient £, £ € R.
Si f a pour limite 4 C+0 0 l 00
Si g a pour limite 0 £0 0 0 00 ¢’ 16]
f .. Y Forme
alors = a pour limite - oo L7 Indéter. 0 oo 7]
\,
Exercice 8 : Calculer les limites suivantes :
1
 —— —
. x : T
2—4/4——
T

Limite d’'une composée

Proposition 2 (Limite dune fonction Composée) :  Soient f: D+— Eet g: E +— R
deux fonctions, a € R adhérent & D, b € R adhérent & E et ¢ € R.

Si ilg(ll f(z)="bet ilg})g(m) = ¢, alors glﬁlg(ll (go f)(z) =c.

Cette derniere propriété nous permet alors de justifier la recherche d’une limite par changement
de variable i.e. on ne s’intéresse plus a la limite de (gof)(z) quand x — a , mais de g(X) quand

X —b.
s N
2
Exemple & : On cherche la limite de la fonction f:z— ln(xQ)—i——an(:c)
In“(z) +1
2 2
lim In ($2) + 21n(x) _ o X*+2X r
z=0  In“(x)+1 1 X——oo X2 +1

X=In(xz)

lim, ,g X=—oc0

Exercice 9 : Déterminer les limites suivantes si elles existent. Dans le cas contraire, on déter-
minera les limites par valeurs supérieures et inférieures.

Dans tous les cas, préciser I’équation d’une éventuelle asymptote a la courbe représentative de f.

|5]. Appliquer la reégle des signes d’un quotient.
|6]. y compris £ = 0.
|7]. Appliquer la régle des signes d’un quotient.
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2 —1 1+z /1+2 2—x
R | | |
e P EX el [ =

En posant g = |...| dans la proposition (12) , on retrouve le corollaire (4.1) :

Corolisire 2] (Limite et valeur aesolue) :  Soient a € R adhérent 4 D, f : D — K et
(eR
lim f(z) =¢ = lim|f(x)| = |].
T—a

Tr—a

Corollaire 122 (Limite dune suite explicite) : Soit f une fonction définie sur un intervalle
de la forme [A ; +00] et la suite (u,,),,c) définie par u,, = f(n) pour tout entier naturel n > A.

Pour tout £ € R, on a :

Si x1—1>I-Eloo f(x) = ¢ alors nl_lgrnoo u,, = L.

3 2
Exemple T @ Soit (u,,),ey la suite définie sur N par u,, = 4/ n_:_l .
n

3n+2 m =
n =3 et lim vz = \/g, on a aisément li U, V3.
1 x—3 n—+oo

Comme lim
n—+oo M

e 2
Corollaire 123 (Limite dune suite auelconaue) : Soient f une fonction définie sur un in-
tervalle I et (u,,),cy une suite dont tous les termes appartiennent a I.

Pour réels a et b de R, on a :

lim u, =a
n—-+oo
Si et alors nl_1)rfoo f(u,) =b.
lim f(x) =b
r—a

Cet énoncé est la base d'un théoreme fort des suites récurrentes définies par u, ., = f(u,). En
effet, si u,, — ¢, alors u,, ; — £.

Le corollaire précédent permet donc d’écrire :

wfa i = B Ut = B Flt)
Exemple 8 :
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4 )

Soit (w,,),cn, une suite définie par récurrence par
une fonction dont est tracée la courbe représentative flu,)
ci-contre. " By

Les termes de la suite semblent converger vers le | N\ b\
point d’intersection de % et la droite d’équation
y = x, un « point fixe » de f.

On verra dans quel contexte ceci est vrai.

I
o
—
~
3

. .

En pratique, le corollaire (12.3) permet souvent de démontrer qu'une fonction n’a pas de limite
en un point a :

s A

Méthode 3 (Montrer auune fonction N'a pas de limite)
Joib a e R

ﬂ)mmﬂuefm'armde&nmbe%@iﬁmb%xdebwu%QwM (Up)nen &€ (Up)nen
connergeont vo o telle> que lp flun) # N S(vn)

Exenple 9 (cos N'a pas de limite en +0o0) @ Considérons les deux suites (u,,),cn €t (v,,),cn définies

™
par u, =27n et v, = §+un.

Ona lim w, = lim v, =+oco mais lim cos(u,)=1#0= lim cos(v,,).
n—+oo " n—+oo " n—+oo ( n) 7& n—+oo ( n)

La fonction cos ne peut donc avoir de limites en +oo.

Exercice O : Soit f une fonction périodique.

Démontrer que si f admet une limite £ en +o00, f est constante.

@ PROPRIETES DE LA LIMITE

La limite contréle la fonction

Proposition I3 : Soient a € R, D un voisinage de a et f: D — R.

Si f admet une limite finie en a alors f est bornée au voisinage de a.

Théoréme 4 : Soient a € R adhérent & D et f: D R telle que lim f(z) = ¢ € R.
r—a

Si m < £ alors, il existe un voisinage de a sur lequel m< f(x).
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Si ¢ <M alors, il existe un voisinage de a sur lequel f(x)<M.

Un cas particulier TRES important est le cas ott £ > 0 ou £ # 0, le théoréme (14) nous assure
de l'existence d’un voisinage de a sur lequel f(xz) > 0 ou f(z) # 0 i.e. il existe un voisinage de a
sur lequel, f prend des valeurs du méme signe que sa limite.

I11.2|} Limite et relation d’ordre

( hY
Proposition IS (Limite et ordre) : Soient a € R et deux fonctions f et g définies sur tout
voisinage V, de a.

VeeV,, glz) < f(x),

Si, }g}z g(z) =1t alors ¢ < /4.
lim f(z) = ¢

On parle souvent de conservation des inégalités larges par passage a la limite.

Remaraues :La proposition (15) n’est pas vraie avec des inégalités strictes : Si g(x) < f(x)
alors on ne peut pas en déduire £ < ¢’ mais seulement ¢ < ¢’ :

1 1
Prenez, par exemple f(z) = —— et g(x) = — qui tendent toutes deux vers 0 alors qu’il est clair
x x

1 1
que —— < —, Vo € R*.
x oz

Théoréme 6 : Soit a € R, trois fonctions f, g et h définies sur un voisinage ouvert V, de a
et £ un réel.

Théoréme d’encadrement :

. Ve Va’ g(x) < f(x) h(:C) '
; lim g(z) = lim h(z) = ¢ alors  lim f(z) = ¢.

Tr—a r—a

N

Théoréme de majoration :

vz eV, gz)<f(z)

Si lim g(z) = +00 alors alylgé f(z) = +o0.
r—a

Théoréme de minoration :

Ve eV, flz)<gx)

Si ) alors lim f(z) = —oc.
lim g(z) = —o0 z—a
r—a
\_ J
Exercice | : Déterminer les limites suivantes :
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. sin(z) . lJ
lim . }jlg(l)x Lm .

T—+00 €T

1
i 4] U — 1.
Jim z + cos(z). Jim @ LCJ
I11.3| La monotonie contréle la limite

Théoréme (1 (Théoréme de la limite monotone) :  Soient a, b € R (a < b) et
f:]a;b[ > R une fonction croissante.

m Si f est majorée, alors f admet une limite finie en b, et hnll, f(z) =sup(f) < +oo.
e Ja;b[

m Si f n’est pas majorée, alors linll7 f(z) = +o0.
Tr—

Remaraue : Lorsque f est décroissante, on a les résultats correspondants :
— Si f est décroissante et minorée, alors lini f(z) = ]inbf[ (f) > —o0.
T— a;

— Si f est décroissante et non minorée, alors lim f(x) = —oc.
—b

II1.4} Limites a gauche et a droite

( )
Proposition & © Soient a,b € R (a < b) et f : Ja;b[ — R une fonction croissante et
Ty S ]a 3 b[

Alors, fadmet une limite a gauche et une limite a droite finies en x, et

lim f(z) < f(ap) < lim_f(x).

IE—)Ia x*)xo

On retiendra le théoréme et la proposition précédents sous la forme ci-dessous :

Corollaire 18] : Toute fonction monotone posséde une limite a gauche et une limite a
droite en tout point en lequel cela a un sens.

Afin de bien le comprendre, précisons cet énoncé dans un cas particulier d’une fonction f : [a;b] — R
croissante avec a € R et b € |a; +0o0].

- \
A retenir | : Le théoréme de la limite monotone affirme que :
la limite wli_}rg f(z) EXISTE et elle est forcément FINIE car f(a) < zh—>I£l+ f(z) par
passage a la limite,
pour tout ¢ € Ja;b|, les limites a,“j{} f(z)et xhjg f(z) EXISTENT et elles sont forcément
FINIES car Ili_)n(} f(z) < fle) < ;,;11_>I£l+ f(z),
la limite glci_rg f(x) EXISTE et elle est soit finie, soit égale & +o00.

\,
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Q EXTENSION AUX FONCTIONS COMPLEXES

( A

Définition/ Théoréme S (Limite dune fonction complexe en un point) : Soit
f: D+ C une fonction, a € R adhérent a D et £ € C.

On dit que f admet ¢ pour limite en a si :
YV € %(l), 3V, €%(a), YzeDNV,, f)eV,

i.e.
Ve>0, Ja>0, VzeD, |z—al<a = |f(zx)—{ <e¢,

ou encore
lim |f(z) — 4| = 0.

Tr—a

Le théoréme d’unicité de la limite est encore valable, ce qui autorise la notation lim f(z).

k r—a J

Théoréme [9 (Parties réelle et imaainaire) :  Soient f: D — C, a € R adhérent & D et
teC.

lim f(z) =0 < alﬁi_r)r(llRe (f)(x)=Re(?) et limIm(f)(x)=1Im(¥).

T—a r—a

Déctinition b (Fonetion ornée) - Soit f : D — C une fonction.

On dit que f est bornée s’il existe un réel K > 0 tel que V2 € D, |[f(z)| < K.

Globalement, on dit que f est bornée sur D si, et seulement si |f| I'est.

En particulier,

Corollaire 9] : Soit D un sous-ensemble de R.

Si f: D+ C admet une limite finie en a € D alors f est bornée sur un voisinage de a.

Pas de +00 dans C ni de théoremes basés sur la relation d’ordre.

Les notions de limite a gauche et a droite, ainsi que la caractérisation de la limite en
termes de limite a gauche et a droite, sont maintenues pour les fonctions complexes,

ATTENTION de mfame qu les res\ultat.s Sl}l” les opérations d’addition, produljc, multiplication par un
scalaire et inverse, a ceci pres que les symboles 400 sont bannis.

Les grands théorémes d’existence de limite - théorémes d’encadrement/minoration/-
majoration et théoreme de la limite monotone - n’ont pas de sens dans le cas complexe
car ils utilisent de facon essentielle la relation d’ordre < sur R.
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