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Fonctions de lo variable réolle
CONTINUITE

@% ongtemps, les mathématiques se sont développées au service des autres sciences. La sépa-
ration des différentes sciences est d’ailleurs tardive, et nombreux ont été les mathéma-
ticiens a avoir également été des physiciens de renommée, comme Newton par exemple.
Les mathématiques ont d’abord été vues comme un outil :

— au service de la mécanique et de 'ingéniérie (Archimede ')
— au service de I'astronomie (géométrie grecque, Ptolémée |2/, écoles indienne et arabe)
— au service de toute étude nécessitant d’étre chiffrée pour obtenir des ordres de grandeurs.

u dernier point découle I'importance du développement du calcul numérique (calcul ap-
proché, en opposition au calcul algébrique). C’est ce point de vue qui est a la base des
procédés d’approximation (méthode de Newton de recherche d’un zéro, méthodes ap-
prochées de calcul d’intégrales), aboutissant notamment & la notion de convergence (qui

donne la validité de 'approximation a 'infini).

©r

insi, 'utilisation de I'outil est souvent a la base de sa définition, et a souvent précédé sa
théorisation : les mathématiques ont évolué de facon empirique.

ans ce chapitre nous suivons le processus inverse et donnons les outils permettant une étude
efficace des fonctions. On commencera par redéfinir de maniere uniforme et cohérente
la notion de continuité basée sur la notion de limite revue également dans le chapitre
précédent.

©r

Notre progression nous ramenera également sur un théoreme fondamental de I'analyse réelle, le
fameux théoréme des valeurs intermédiaires que vous connaissez déja bien mais dont la démons-
tration vous échappait encore fondamentalement.

|1]. Archiméde de Syracuse, né a Syracuse vers 287 av. J.-C. et mort en cette méme ville en 212 av. J.-C., est un
grand scientifique grec de Sicile (Grande-Greéce) de I’ Antiquité, physicien, mathématicien et ingénieur. Bien que peu
de détails de sa vie soient connus, il est considéré comme I'un des principaux scientifiques de I’Antiquité classique.
Parmi ses domaines d’étude en physique, on peut citer ’hydrostatique, la mécanique statique et I'explication du
principe du levier. Il est crédité de la conception de plusieurs outils innovants, comme la vis d’Archimede.
Archimede est généralement considéré comme le plus grand mathématicien de I’Antiquité et I'un des plus
grands de tous les tempsl. Il a utilisé la méthode d’exhaustion pour calculer ’aire sous un arc de parabole avec la
somme d’une série infinie, et a donné un encadrement de Pi d’une remarquable précision. Il a également introduit
la spirale qui porte son nom, des formules pour les volumes des surfaces de révolution et un systéme ingénieux pour
I’expression de tres grands nombres.
Archimeéde est mort pendant le siege de Syracuse ou il a été tué par un soldat romain qui a agi malgré les
ordres demandant de ne pas lui nuire.
|2]. Claude Ptolémée, communément appelé Ptolémée (Ptolémais de Thébaide (Haute-Egypte) vers 90 - Canope
vers 168) est un astronome et astrologue grec qui vécut & Alexandrie (Egypte). Il est également I'un des précurseurs
de la géographie. Sa vie est mal connue. Son cognomen Ptolemaeus semble indiquer des origines gréco-égyptiennes,
et son nomen Claudius une citoyenneté romaine.
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Les fonctions que I'on étudie en analyse sont généralement définies sur des intervalles ou des
T

réunions d’intervalles comme R* ou [0;1[U [2; 3], voire }—5 'y [

Dans tout ce chapitre, la lettre D qui nous servira d’ensemble de définition désignera cependant,

sauf mention contraire, une partie quelconque de R.

On notera par ailleurs K 'un des corps R ou C.
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Q CONTINUITE

Fonction continue

4 )
Détinition | (Fonction continue) :  Soit f une fonction définie sur un sous-ensemble D de

R et a € D.

= On dit que f est continue a si lim f(z) = f(a).
r—a
m On dit que f est continue sur D si elle est continue en tout point de D.

On note ¢° (D;R) leur ensemble.

s On dit que f est continue d gauche en a si ilglll f(x) = f(a).
r<a

= On dit que f est continue d droite en a si lim f(z) = f(a).
Tr>a

\ v

f est continue en a si, et seulement si

o YV €V(f(a), IV, y, €V(0)/ f(Vavvﬂa) N D) C Vi)
ou
* VYV, € V(f(a), IVav,. € V() /VxeD, xe Vav,., = f(x) € Vg
ce qui revient a écrire :
e Veec R, Ja(e) eR, /Vz eD, |z —a|<a = |f(z)— fla)] <e.
e Vee R, Ja(e) eR: /VeeD,z€la—asa+a]l = f(z) € [f(a)—¢e; fla)+¢].

Interprétation graphique : Une fonction f est continue sur un intervalle I si elle est définie sur
cet intervalle et si sa courbe représentative se trace d’'un « trait continu », sans lever le crayon.

On a déja vu que si f est définie en a et qu’elle admet une limite en a , alors sa limite est
nécessairement f(a). Demander que f soit continue en a € D est donc équivalent & demander
admette une limite en a (la définition y étant nécessaire).

Pour pouvoir parler de continuité en a, il est nécessaire que f soit définie en a. Cela
revient en fait & exiger seulement que la limite lim f(z) existe.
r—a

ATTENTION

Cela n’a donc pas de sens de chercher si la fonction inverse est continue en 0. S’il faut lever le crayon
pour tracer la courbe de la fonction inverse sur R*, c¢’est simplement parce qu’elle n’est pas définie
en 0.

Remaraues :
— La continuité d’une fonction est une propriété locale. Cela aura de grandes conséquences.
— Une fonction continue en a y est bornée dans un voisinage de a.

— f n’est pas continue en a si, et seulement si
Je e R, Vae Ry /Ixy(a, ) €D, |xg—al <acet|f(zy)— fla)| >e. (XV.1)

— [ est continue a gauche en a si fipn_,
est continue en a.

of €st continue en a et continue a droite si f‘Dm]a;Jroo[

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XV : fanctions de la variable véelle - CONTINUITE 3]
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-
Exemnple | © La fonction valeur absolue x — | - | est continue sur R.

rem— PFCuVCZSDMbGER.JVLMM%Q|~|%bWW%a.

%t e > 0.

Run touk z € R - ||z| — |a|| < |z — a dw@une?oﬁieb]mnﬂu?aw%ynywﬂm

?ma:e,madmpVxeR, |m—a|<a e ||m|—|a|‘<89t00,mlﬂﬁwibémaﬂuepaom?4edeﬂ3.

ff@@ommmxHH%tmmmRmm.

—1

\
(%) (%)) ()
(cff) ! ! !
[
| |
\ t \
1 1 1
| / 9) / 9) / 9
/ [3) a a a
a
f est continue en a. , .
f n’est pas continue en a.
Figure XV.1 — Continuité et discontinuité en un point.
( Y
Exemples 2 :
» Toute fonction constante sur R est continue sur R.
» La fonction Idy :  — x est définie et continue sur R.
1
s La fonction inverse & — — est continue sur R*.
x
= La fonction z > |-] est définie sur R mais discontinue en tout point de Z.
Plus précisément, la fonction x — || est continue & droite en tout point de R mais n’est continue &
gauche qu’en tout point de R\ Z.
\,

Figure XV.2 — z +— ||

Le résultat suivant est la version continue d’un résultat analogue sur les limites du chapitre

précédent :

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XV : Fonclions de b variable veelle - CONTINUITE
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Théoréme | (Continuité 3 cauche et a droite) : Soient f : D — C une fonction et a € D
un point au voisinage duquel f est définie a gauche et a droite.

f est continue en a si et seulement si f est continue a gauche et a droite en a.

Pour tout = € [0; 1], [z] = 0 et la fonction 2 — 0 est continue sur [0; 1[, mais peut-on
pour autant dire que la fonction z + |-] est continue sur [0;1[?

Nomn ! Ces deux fonctions sont définies sur R tout entier et coincident sur [0; 1], mais
ATTENTION leur continuité en 0 dépend aussi de leur comportement au voisinage de 0 A GAUCHE
i.e. a l'extérieur de [0;1].

Alors que la restriction z +— |- ] est bien continue sur [0; 1 tout entier, la fonction

1[0;1]
x > || ne l'est que sur |0; 1[. En particulier, elle N’est PAS continue en 0.

Exercice | : Tracer le graphe de f: R —— R
ar+b six <0
Vi+x six>0.

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f soit continue en 0.

Stabilité algébrique

4 )
Proposition 2 (Structure de l'ensemple des fonctions continues) :  Soient f et g deux

fonctions définies et continues sur un ensemble D.

|f] est continue sur D.

Toute combinaison linéaire \f + ¢ de fonctions continues sur D est continue sur D.

Le produit f x g de deux fonctions continues sur D est continue sur D.

Si g ne s’annule pas sur D alors la fonction I est continue sur D.
g

Si f(D) C E et si g est continue sur E alors g o f est continue sur D.
\

Que ce soit en un point ou sur un intervalle, la somme et le produit de deux fonctions continues
sont continus. Méme chose pour I'inverse d’une fonction qui ne s’annule pas ainsi que pour la
composée de deux fonctions composables. Ces résultats découlent immédiatement des résultats
analogues que nous avons prouvés sur les limites de fonctions.

Remaraues :

— On dit que €° (I;R) est une R-algebre pour les opérations usuelles i.e. que €° (I;R) est
stable par combinaisons linéaires et produits.
— Si f et g sont continues sur I alors sup (f;g) et inf (f;g) le sont aussi.

Il suffit de remarquer que :

oy ft+g |f—4l ey ftag |f—yl
sup (f;g) = 5 + 5 et inf(f;g9) = 5 5
En particulier f* =sup (f;0) et f~ =inf(f;0) le sont.
Lycée Jules Garnier CHAPITRE XV : fanctions de la variable véelle - CONTINUITE 5



PTSI VINCI - 2024 I. CONTINUITE

Méthode | (Montrer auune fonction est continue) :

M@memmM&aMWWMW@WD&m
m—WD’@D&&W@%«tﬂMW»WW@%W
de foun D'

®mwwm@J&b%amema@m%m&mdmww&mfmm@m&uwmmdeD\DC

\.
On prendra bien garde a préciser que les quotients ne s’annulent pas, que les expressions
sous les racines sont positives, que celles dans les logarithmes strictement positives,
ATTENTION . , . .
celles dans les arcsin et arccos entre —1 et 1, .. et on précisera bien les domaines
manipulés dans les composées.
( )

\,

2
Exemple 3 : La fonction x — (ln (m2 + e%)) est définie et continue sur R*.

En effet,

1
La fonction & — — est continue sur R* (& valeurs dans R) et la fonction = > e® ’est sur R, donc par
a3

composition x — et est continue sur R*.

La fonction & — 22 est continue sur R, donc sur R*. Par somme, x — 2 + et est continue sur R*.
La fonction @ — @2 + e7 est continue sur R* a valeurs dans R* et & + In(x) est continue sur R%,
donc par composition > In <x2 + e%) est continue sur R* (& valeurs dans R).

Enfin, la fonction x — 2 est continue sur R. Le résultat découle donc d’une derniére composition.

1

Exercice 2 : Montrer que la fonction x — arcsin <e_5) est continue sur R .

-

\,

Exemple 4 (Fonction k-lipschitzienne) :  Soit I un intervalle de R, f une fonction de I dans R.

On dit que f est k-lipschitzienne de rapport k > 0 si pour tout (z;y) € 12 :

La fonction est dite contractante si k < 1.

|f(z) = Fy)l < klz—y|.

Théoréme 3 Toute fonction lipschitzienne est continue sur son ensemble de définition.

Exercice 3 : Etudier la continuité des fonctions suivantes au point a :

f: R+——>R @f R+—>R
ol G a0 VEF2IZ2 G o
T T x—2
1 si =0 v 1
ena=0. 4 siow=2
en a = 2.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XV : fanctions de la variable véelle - CONTINUITE ﬂ
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|I.3| Prolongement par continuité

( )
Détinition 2. : Soient f: D R une fonction continue sur D et a € R\ D adhérent a D.

On dit que f est prolongeable par continuité en a s’il existe une fonction f: DU{a}+—R
continue en a telle que :

fo="f.

La fonction fest appelée prolongement par continuité de f en a.

(%)) ;)

I

f n’est pas définie en a. f est définie, continue en a et prolonge f en a.

Figure XV.3 — Prolongement d’une fonction en un point adhérent a son domaine de définition.

ATTENTION

Dans la définition, il doit étre clair que a n’appartient pas a D i.e. f n’est pas définie

en a.

Les fonctions f et f sont distinctes en toute rigueur car elles n’ont pas le méme ensemble de
définition, mais on choisit généralement de noter encore f le prolongement f par souci de simplicité
sans autre forme de proces.

( )
Théoréme + : Soient f: D+ R une fonction continue sur D et @ € R\ D adhérent a D.

f est prolongeable par continuité en a si, et seulement si f admet une limite finie £ € R en a.

Dans ce cas, 'unique prolongement par continuité de f en a est donné par :
f: Du{a} —— R
i D
. { flx) si z€

Y4 si z=a.

Preuve :

ﬁm&m@mgo«mﬁmw@mf@%wvxEDj f(a:):f(x)
Gmmf%tm%@mmg}lﬂx):f(a).
Doa,

Ve>0,3n>0,VeeDU{a}, |z—a|<n = |f(z)—fla) <e.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XV : fanctions de la variable véelle - CONTINUITE 7|
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Ve>0,Ip>0,VzeD, |z—al<n = |f(z)—fla)|<e

& comme Yz €D, f(z) = f(z), on o :

Ve>0,Ip>0,VzeD, |z—al<n = |f(z)—fla)|<e

&wam&m%amwgmz(wmf(a))
(@)?Wﬂugfodmwﬂ:ewww%mwfmajetrmw
f: Du{a} —> R
{f(x) si xz €D

y4 S T =a.

en a : . CTUI

%mf@nwtm&nm@f%m%ajc%ww?afu
Ve>0,In>0,VzeD, |r—al<n = |f(z)—{ <e

Dos, y »
Ve>0,Imp>0,VzeD, |z—a|l<n = |f(z)—fla)]<e

?Pa)va}u%m,@hbxzajomo,’f(x)—f(a)‘zo.Gmwm&@m@@W&é[mé&émte

& touk  de DU {a} :
Ve>0,In>0,Veelufa}, |z—al<n = |flz)—fla)|<e

a\/ d'aubres mola, lim f(:z) = f(a) ve. Qo« go'm:b\mv f%t conbinue en a.

T—a

O%@MW%WWWﬁd@f@ma
—

( \‘
Exemples S

s La fonction f définie sur R* par f(z) = xlnz admet un prolongement par continuité en 0 en posant
F(0) =o.

si e —1
= Les fonction f et g définies sur R* par f(z) = m

et g(x) = - admettent un prolongement par

continuité en 0 en posant f(0) = g(0) = 1.

oY alnx

s Pour tout o > 0, la fonction f définie sur R* par f(z) = =
continuité en 0 en posant 0% = 0.

=e admet un prolongement par

Exercice 4 : Soit f: R+— R définie par f(z) = |z] + x — [z].
‘ Montrer que f peut se prolonger en une fonction continue en 0.
Montrer que Vz € R, f(x +1) = f(z) + 1.

En déduire que f peut se prolonger en une fonction continue sur R.

Correction :

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XV : fanctions de la variable véelle - CONTINUITE 8|
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&wawwmm]—l 1\{0}@9[“@“?’““%%601[ f(z) = vz. Done
lim f(z) =
x—07"
Run tout z € [-1;0] f(z) =1+ Vz + 1L Done JUli_)r{)lﬁf(m)zO.
%memmmam@awmowmme%ww

W%WWWM ] = 1;1[ en posant £(0)

Vo €R [z+1) = |z] + 1 done f(z+1) = f(2) + 1 o pon nscwnence
VpeZ, flx+p)=flz)+p
?abxeﬂ?.%c@mbbepelb&cwepgx<p+l = r—pel0;1]

Bomme flx)= flx—p+p) = f(x—p)+p dw&mt&%ﬁm@m@wmd@@onmm
f enb conbimue sun R.

Continuité et suites

Proposition S (Caractérisation séauentielle de la continuité) :  Soient f: D — C une
fonction et a € D.

f est continue en a si, et seulement si pour toute suite (u,,),cy d’éléments de D, qui tend
vers a, la suite (f(u,,)), ey tend vers f(a).

En résumé, pour une fonction continue [ f < lim ) = lim f(...). I

n—-+0o00 n—+oo
Preuve :
|_Sens direct : it ¢ € Ry.

@Iwuwﬂmibédef%a,bgmbeaERitoﬂﬂw:

[z —al <o = [f(z) - fla)| <e.

Foit (U, ) men co/n/\m%eomt et a.

%embtedomm@rlﬁgbng(a)tpﬂﬂwn>no = |u, —a|<a
&MWW%W a| <a = |f(u,)— fla) <=
Lo suite (f(u ) ooavu@ua@umf

Sens réciproque : Mmmmemue bbfrwnbuynbﬁwbb fm'%t[uaaooznbumem a
lors i eccinte une suite (u nneNWma&bﬂew(( )nechoznAm%er
vernn f(a).

nwwmd/omoctuefm'ebtra@oomﬂxmma:
Jdee R, Vae R, /3xy(a, e) €1, |zg—al <ad [f(zy) — fla)] > e.

Rur Oz:l, Han(a,E)ED,tpic?ue:

n

0, ~al < & |f(a,) ~ f(a)] > <.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XV : fanctions de la variable véelle - CONTINUITE 9|
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P consbruction, lo suite (a,,), o w«mm%emaetrmmnb (j‘"(an))ne[N m[\mbcoqwemam
umf(a)mdmmmdeawmmbwT@ume.
—

En pratique, ce théoreme est plus souvent utilisé dans deux contextes bien précis :

— celui des suites récurrentes u,, ., = f(u,) :

Si (u,,)pen converge vers £ ET si f continue en £ alors f(€) = £.

— celui des fonctions discontinues :

Par la contraposée pour montrer qu’une fonction n’est pas continue en un point a, il suffit

de trouver deux suites qui convergent vers a mais telles que leur image converge soit pas
soit vers deux limites différentes comme a I’ exercice (5) .

. . 1
Exercice S : Etudier la continuité en 0 de la fonction f définie par f(x) = cos (—)
x

i3
vy

1
Figure XV.4 — z +— cos (—) n’est pas continue en 0.
T

CO(T'CQ’UO"\ : ewwdmgwdmwm (U”)neN et (U'IL)TLEN dé%/me@ra}u Un = ﬁ et U,” = m
EWen, conwengent toutes los dewcs wers 0.
O VneN flu,)=1¢ f(v,)=—L

&mewmwm@&m@%a

Exemple L (Fonetion continue sur CrQ et discontinue sur Q) -
Cet exemple a pour but de montrer que la notion de continuité en un point peut se révéler complexe.

On définit la fonction f sur R par :

six = p est rationnel sous sa forme irréductible 13!,
q

flz) =

six =0,

S ~ Qlk

si x est irrationnel.

Montrons que f, ainsi construite, est continue en tout point irrationnel et discontinue ailleurs.

1
m Si z, est rationnel alors f(z,) = — # 0 et, par densité de CzQ, z, est limite d’une suite (u,,), ey
q

d’irrationnels.

Comme Vn € N, f(u,,) =0, la fonction f ne peut étre continue en x.

1
m Si z est irrationnel, soit € > 0. Il existe g entier positif tel que — soit inférieur a €.
q

. .

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XV : fanctions de la variable véelle - CONTINUITE 10|
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4 N\

Posons alors p = [zyq!|, on a :

1 1
§<$0<p+ ie. I:}B;IH— [EV(:UO).

p p+1
g’ ¢

Tout x de I = } [ vérifie :

o si x est irrationnel alors f(z) =0 .

. a .
o six= 3 est rationnel alors on a :

p+1 aq!

<a<
q' b q!

. ag! . . :
Mais alors 3 coincé strictement entre deux entiers, ne peut étre entier.

| |
Si |b] < g alors la fraction % pourrait se simplifier par b et cela contredirait le fait que % ¢7.
. 1 1
Conclusion, |b] > ¢ = |f(z)| = 5l < =<e.
q

A & donné strictement positif quelconque, on a donc trouvé un voisinage I de x, tel que I'image de
tout = de ce voisinage appartienne au voisinage |f(xzq) — €; f(zo) + €[=] —€; e[ de f(xy).

C’est bien la définition de la continuité de f en z,.

- J

Figure XV.5 — Graphe de la fonction f, dite de Thomae, continue sur CzQ et discontinue sur Q.

THEOREMES DE CONTINUITE GLOBALE

Les théoremes de ce paragraphe ne concernent que les fonctions a valeurs réelles.

ATTENTION La continuité globale désigne la continuité sur un intervalle par opposition a la conti-
nuité locale en un point.

|3]. En particulier, ¢ € N* est strictement positif.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XV ¢ Fanclions de la variable veelle - CONTINUITE il
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Théoréme des valeurs intermédiaires et conséquences

Théoréme b (dit de Bolzano) : Soient a,b € R avec a < b et f € €°([a, ], R).

Si f(a) et f(b) sont de signes opposés, alors f s’annule au moins une fois sur [a;d]
i.e. 3c € [asb], f(c)=0.

La condition f(a)f(b) < 0 est équivalente & dire que f(a) et f(b) sont de signes opposés.

Un peu dhistoire : Ce théoréme n’a eu de démonstration que fort tard.
Il nécessite en effet une conception claire de la continuité, qui n'est apparue qu’au XIX¢™e,

En 1817, Bolzano (1781-1848) rejette les justifications usuelles basées sur des considérations liées
a la géométrie, au mouvement, d l’espace, dans un domaine qu’il considére purement analytique.

La premiére définition de la continuité, encore intuitive, a été publiée par Cauchy en 1821.

Preuve:?wmv@ﬁede%énénaﬂ%mmeWwﬂqwf(a)<0.?at
|_A—{$€[a;b]/f(l‘)<0}~

AW@M%LWW&%LWWb.%WmWMchb.
J\ﬂgmwcm;

_5%f(c)<002m,mfwmmw&mwoetmmm%]c—s;cﬂ[dec
s loqud f ent & wallownan stnictoment; nagatine. En. particulion, f(C+§)<OMC+%€A,
wwmuwwcwumW@A.

- S‘if(c)>0,a2mf@mwmmw]c—e;c+e[o@s>o
@mwdé@m&ﬂmde?a@mwwwc—ad%bwmedeAb&HyE]C—E;C[
dwf(y)gowwmm@'%mw@m@

&M&Wmmme(c):o,wwﬁ'mmﬁam. —

Exercice & : Montrer que I’équation z® + 22 — 4z + 1 = 0 admet au moins trois solutions
distinctes dans R.

En donner un encadrement & 10~! de chacune d’elles.

Correction : Rsons f(x):a:3+x2—4x+1‘ff@@mmmf%t£mmmmmm R.
[1] Comme £(0)=1>0e f(1) =-1<0 d‘w@@@@ théoréme (6), il ewinte 4 € [0;1] tel que

flzg) = 0.
Comme. Jim f(z) = —00, 0 € f(] — 00;0]), dapnen le théoréme (6), i ewmiste x; €] — 00;0] tell
que flzy) =0.

De mame sun [1;+00[ b lo théoréme (6),down,ex3€[1;+oo[ff£c1uef(x3):0.
ecymfmel’l<O<I2<1<I&M@MWMWW®QIW.
%Wmowmm%z—z@ Ty~ 0,3 b g~ 1,3

Corollasire LI @ Tout polynéme a coefficients réels de degré impair admet au moins une
racine réelle.
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( A
Théoréme 1 (Théoréme des valeurs intermédiaires) :

L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Plus précisément, soient a,b € R tels que a < bet f € €° ([a;b];R).

Tout réel compris entre f(a) et f(b) posseéde un antécédent par f dans [a;b].

\

Pour tout réel k entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a;b] tel que f(c) = k.

AT T T T T T T T T T T =

1
1
1
1
1
1
1
1
Y

Cq

1
1
+
1
1
1
1
1
Y

>

C3

oL,

SN
o
i
o
no
S

Figure XV.6 — Une fonction continue sur un intervalle de R prend toutes les valeurs de celui-ci.

Preuve : %oit T un intevsalle de R.?WW@WWWWfWM
ie. f(I)dewWWWW%M@wﬂQ@d@W@o@@.
Soient a, bd%mhéeﬂ@d@hnmtudel,wma<hwtkmmé&£wm1mme(a)eJ;f(b).
Roons g+t f(t) —k alow g est conbinue sun Linbowsalle [a50] et g(a) b g(b) ont de vignes
conlrhainet.
ED‘WQQ théoréme (6), i existe done ¢ € [a;b] teﬂw g(c) =0 ie. fc) =k
memdeelwfme@MIEJamw@b
@mwgqmdem)mmo%
Foient 1 < v dewo doments de f(I). (Jlft,cymmwa [u;v] € £(1).)
L eccinte alorws q, bel(mmfmwmmm)%wf(a):ud:f(b):v.
Rour touk k € [u;v] il ecvitke done ¢ € [a;b] be@wf(c):kmkef(l),wwwo[wfa)
esb wn inbersallle.
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Si I est un INTERVALLE et f: I+ R une fonction continue, cette version nouvelle
du TVI affirme que f(I) est également un INTERVALLE, mais pas que I et f(I) sont
de méme nature.

ATTENTION I1 se peut que I soit ouvert et f(I) un segment, ou bien que I soit semi-ouvert et f(I)

ouvert, ...

Comme le montrera le théoréme (8), ce sera, par contre, bien le cas lorsque 'inter-
valle est un segment i.e. un intervalle de la forme [a;b].

—
|
|
.
-
(%

I est un intervalle, f(I) n’est pas un intervalle. I et f(I) sont des intervalles (des segments).

f n’est pas continue sur I.

I est ouvert, f(I) est fermé. I est semi-ouvert, f(I) est fermé.

f est continue sur .

Figure XV.7 — Image d’un intervalle par une fonction

Une réflexion : La propriété des valeurs intermédiaires correspond d une notion intuitive : il est possible
de dessiner le graphe de la fonction « d’un seul trait » (c’est-d-dire sans soulever le crayon).

Cette remarque améne d se demander s’il n’y a pas équivalence entre la propriété des valeurs intermédiaires
et la continuité ?

La réponse est malheureusement négative.

Un contre-exemple nous est donné par la fonction de 'exercice précédent f : R — R définie par

f: R——> R

. (1) w40
in(—

S - st x

0 st x =0.

Cette fonction n’est pas continue en 0 mais elle satisfait bien la propriété des valeurs intermédiaires pour
chaque couple de points dans R.

Plus généralement, le théoréme de Darbouz affirme que toute fonction [a;b] — R qui admet une primitive
satisfait la propriété des valeurs intermédiaires.
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vy

1
Figure XV.8 — z +— sin (—) ne peut étre prolongeable par continuité en 0 mais vérifie la propriété du
x

théoréme des valeurs intermédiaires.

Exercice T : Soit f une application continue de [0, 1] dans [0, 1].

Démontrer que f a un point fixe, et un seul lorsqu’elle décroit.

Correction : %t ¢:[0:1] — R de%/rwrmgo(r):f(r)—x
nromb%medef%bwn@wﬁ@u/bdww&xﬂmd@@

Or, ¢ ent contimue, @(O)Zf((n20&@(1):f(1)—1<0dmrmgetﬁéoh@md%mﬂammmédwm@9

gDalo/n/nuPe‘

Fo f st décroissante dlons ¢ etk sbuicement 4] m@mwdmwmsm%‘m

Remaraue : On W&wwwmwmwf:u%HR

—%Vxeﬂ?,go(;c)>0afmuj(¢)>x = +OOO®W%LMW lim f(z) = %f(f).

T—+00

—SOLVxeﬂ?,go(:c)<0020nbf(x)<zxfoo—oooewebhaﬂwhdew lim f(z) = ﬁp(f).
Lunicite ent identicyue.

Exercice & : Un marcheur parcourt douze kilomeétres en une heure.

Démontrer qu’il existe une demi-heure pendant laquelle il parcourt exactement six kilometres.

Correction : %MWM?@W@WL@)?@W@MW%E&W@
mwt.%wmwww&mmg@w@mm@m@mw
L esb conbinue sun [0 1].

@maL(O)zoetL(l):12.&mm%‘£w%%ﬁ@w&'mwm1wt%td(t):L<t+%)—L(t).
EDWB%&%W@MWW d%téﬁawwmmmm 0;1].

@%@d(%) :127L(%> gxd(()):L(%).

@QW&M@'W;M(J(O):L(%) <6@Qo:wd(1> :12—L(%) > 6. Gomme d etk continue, on
peut condhna anes o TVI quil eaiste to € [0 5[ e que d(t) =

|4]. En effet, 8’1l existait < y tels que ¢(z) = ¢(y) alors on aurait
fl@)—z=fly)—y <= 0< f(z) = fly) =2 —y <O,

ce qui est impossible.
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SD{,d(O)ZL<%>>6,mEGALQem,@rmWMWWM¢.

Image d’un segment

Rappel | (Seament) :  Soient a < b des réels. On appelle segment 1’ensemble noté [a ;b]
défini par :
[a;b]z{xéﬂ?/a<:n<b}.

En particulier, les segments de R sont des fermés bornés de R.

( )

Théoréeme 8 (Théoréme des ornes atteintes °)) : Toute fonction continue sur un
SEGMENT y est bornée et atteint ses bornes :

Je,d € [a;b] tels que f(c) = min f(z) et f(d) = max f(x).

z€la;b] z€[a;b]

Moralité : Méme si nous avons vu que la continuité ne préservait pas la nature des intervalles
en général, une chose est slire, un segment est toujours transformé en un segment.

En effet, si nous savions déja que l'image de [a ;] était un intervalle, nous savons désormais que
les bornes sont atteintes i.e.

f(lasb]) =[m;M] ot m= min f(z)=f(c) et M= max f(z)= f(d).

x€lasd] xz€[a;b]

ou, de maniére équivalente :

L’image d’'un SEGMENT par une fonction CONTINUE est un SEGMENT. I

Sur un intervalle borné qui n’est pas un segment, une fonction continue n’a aucune
ATTENTION . A " N . . ] m.om
raison d’étre bornée. Pensez a la fonction tan sur —5i5|
Preuve : (Hors-Proaramme)

yMwW[a;b]dfwm@om@mmmﬂmuemIduMdmmR

@W le théoreme (7), f([a;b]) est un intewsalle. Moontrons que f ?.obbede wn i 6],

ﬂ)obom,s:supf([a;b])e?.fge@«»tdeﬁadé/mombwmm%tdewnwnmsm[R.
Comme s esb adhénent & f([a;b]), Mo est lo limite dune suite ddlsments de f([a;b]). Nous
memdwmwbdmvmwwm(un)neN d'&émw%de[a;b]w@:ﬂua%: lim f(u,)=s.

.Soi/(un)neNMW@(&M@M@WxE[a;bLWWMQ%NmmWf($):S
WWW@WWWwSERL.e.f%tWWWW 5:maxf([a;b]).
&M@@mo‘ww(un)new mlwmmmdlébwmw%gn@.m%bwmwm
dom@etp‘mhmwde%o@soma—wwmﬂermmemmm (ugo(n)>n€[N wwwm%ynbe,

disons de limite z € [a;b].

|5]. La démonstration de ce théoréme est admise en PTSI.
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@n,,[lomooxnhm,«utédeﬁomouo,@omf(:r): lim  f(ug,) = s

n—-+0oo

@mm&bo@o&@md&vﬂé@d@wmmﬁ,SERjdmf%Lmoaohéemme:maXf“a;b]).

B panticadlion, f([a;0]) = [min f([a;0] ) s max f( [a30])].

({emaraues:%ebbbmmmtamtde wdpuwt@%wm
- &WMWQ&WW«M»@@W@?@W( Dnen o de

ba, bwile eccthaile.

- &w@m@éd@fwdewa%&,m%m(un)nwwmmm.
- %Q@WM@&@JW@@WQ@MWwﬂ[Q,b])

@'mw&@mkﬁmwaamw@m@@@mml

Exemples T : Le fait que [a; b] soit un intervalle fermé borné est trés important. Voici quelques exemples :

—

~

x + x définie sur [0; +o0o[ n’est pas majorée.
4
T+ ) définie sur [0; +oo[ est majorée mais n’atteint pas sa borne supérieure 1.
T

‘ x > 1 — z définie sur ]0; 1] est majorée mais n’atteint pas sa borne supérieure 1.

1
‘ T — définie sur ]0; 1] n’est pas majorée.

Exercice 9 : Montrer qu'une fonction continue et strictement positive sur un segment y est
minorée par un réel strictement positif.

Correction : % f enl continue sun un segment; [a; ) allons, d,'onéuQe théoréme (8) e admet un
' @mwmo@mtaymw@ﬂwmde[a;b])dom[wwbtm):xde[a;b],ozm@f(a:)>f(xm).

O, febbbbupb@mmbr;omhmem [a;b].
Done f(x,,) >0

Corollaire 8! : Toute fonction continue périodique définie sur R tout entier est bornée.

Preuve:SOaLT>oetfe<50(n%;ue)wmgompmmmquw
@mimw f@:bdma@onméem[O;T],dmmwK}OL.e.VxE[O;T],
Sooibl‘ER@mwwme/rmI\mbeWmmmdumb@M&@wofﬁe [O;T]I\mbwnbfaﬂmv:

T_1<L%J<% — Oga:—L%JT<T = x—L%JTG{O;T]-

Dow |f(z)| =|f| 2z - {%JT <K o f eth bornée sun tout R.

€TZ
€[0;T]

|6]. Pour montrer que fy admet un minimum, il suffira de remplacer f par —f.
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@ CONTINUITE DES FONCTIONS MONOTONES

I11.1 |} Lien entre monotonie et continuité

Tout d’abord une conséquence direct du théoréme (8) et de celui de la limite monotone.

-

Théoreme 9 (TVI appliqué aux fonctions strictement monotones) : Soit I un inter-
valle de R.

Toute fonction continue et strictement croissante (resp. strictement décroissante) sur I est
bijective de I sur f(I) qui est un intervalle 7.e. quels que soient a < b deux réels de I, tout réel y
compris entre f(a) et f(b) admet un unique antécédent par f dans [a;b].

De plus, pour a,b € R avec a < b, suivant le sens de monotonie de f,
m si1=[a;0] alors f(I) = [f(a); (b)) ou £(I) = [£(b); f(a)],
w si 1= [a;b[ alors f(I) = [f(a); lim f()] ou f(1) = ] lim f(2); f(a)],
w si 1= Ja;b] alors f(1) = | lim f(2); f(5)] ou £(D) = [()hmf@w
msil=]a;bf alors f(I) = Lli_)rg f(@); lim f(x [ ou f ] lim f(x); lim, f(x)[ res-

Y pectivement.

.

En particulier, I'image d’un intervalle par une fonction continue et strictement monotone est un
intervalle de méme nature.

Preuve:mem%&mmfmwmmmmmlz[a;b[.

Eﬁmm%@wf%t&aﬂm%de[a;b[mmmw%ef([a;b[).JUmeWf([a;b[) - [f(a);xliﬁlilif(x)[.

emf%bmmmmMWdW@eTVL f([a,b[)ebtummwe)wm%

Comme f(a) € f([a;b]) & comme f(a) minore f([a;b]) pon cwissance de f, on en déduil que

f(a) = min f([a; ).

@evfw, d‘wkmw&,wm lim f(z) = sup f([a;b]), done f([a;b]) est Lun

des inferwalles [f(a);mlgi{f(w)} ow [f(a>;xliﬁrgf f(z) [

Rt -om ansoin lim f(x) e f(la;b) 7

%mbb@wibdmnbcemwmhé&l‘e[a;b[wwf(x)ZJLT7f<$>,&OMMth

m@éﬁf&a lim f(z) sun [a;0] oeWco«d’)deaib@@ STRICTE cwissance de f.

Bondusion, Tim f(2) ¢ f(la:b) & f(lasb]) = [f(a);: lim ()]

Lorsque la monotonie n’est pas stricte, il se peut que les limites aux bornes exclues
soit tout de méme atteintes.

ATTENTION
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Théoréme IO (Monotonie + intervalle entraine continuité) : Soit f: T+ R une fonc-
tion monotone sur un intervalle I.

La fonction f est continue sur I si, et seulement si f(I) est un intervalle.

|— Preuve 25&3 nemb direds enl une wnw;oe du théoréme (7) den m,&whb, inlervmédiaines.
o

nle)ab[\abwmi/rbf,@vuaﬂ@e
gwwwfnl%brmw@wwabgmbbeEIo@fm‘%tPMWRMM@.SOWWIOEi
L.e.o[xwxon'ebtrabwne@wled,el.

SOWW@WHJ&M OIWWW F owissante. On o donc Ihﬁr;laf(a:) < f(zy) ow
f(@o) < lim_f(z).

Remarque %$O%t@@MWdeIwﬁe&LWwpﬂoﬂmWébwm&
M%WM$O%%MW®L®%WMWW$OEiW

condns on. il
?uwmm par eccorpll, que Tim f(z) < f(xy). En potacadion, @y wesk pas b bovne inffenne

!}hmf (O)[mfa)%zmavmm.

r—T

&e%e@mxel%btegwx<x@a&nbf(x)<Iligjlaf()d:mx xo,aﬁymf() f(z).
Done, dans. tous oo can, w €1 = f(a) ¢ | lim f(2): (wo)|

On o bion, moniné que | lim f(a); £ () [0 7(1) =

Joit 7, €T awec 7, < T (wct@ebtvpbﬁ&@?eoofb$o %'%brm@a@w@mgéhmdel).@n@:
fan) < Jim fa) < flag)

o F(1) etaib wn inbowsalle, alorss on aunait

@) flagl € FO) done | lim f(a) 7 (o) © FD.

Remaraues :
— Ce théoréme énonce une réciproque du théoreme théoréme (7) des valeurs intermédiaires,
mais elle n’est valable que pour les fonctions monotones.
— Ce résultat d’apparence anodine est a employer prudemment. La continuité, méme vue
globalement, est une notion locale et le fait que I’ensemble-image soit un intervalle ne
garantit aucunement que la fonction est continue sur son intervalle de définition.
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A titre d’exemple, on pourra considérer la fonction f définie sur R par

.
f(x)Z{x si x#0
0 si z=0

L’ensemble-image f(R) est un intervalle puisqu’égal & R. Pourtant, la fonction f n’est pas
continue en 0, donc n’est pas continue sur son intervalle de définition.

II1.2} Continuité et bijectivité

Nous avons déja rencontré ce théoreme dans le premier chapitre d’analyse en version light. Nous
sommes enfin préts pour la version intégrale avec démonstration.

-

Y
Théoréme Il (Théoréme de la Bijection) : Soient I un intervalle et f : I+ R, une fonction
continue sur L.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est strictement monotone sur I.

(ii) f est injective sur I, donc bijective de I sur f(I).

Dans ces conditions, f~! est continue et strictement monotone de méme sens de variation

que fsur f(I).

Remaraue : Etant donné que les graphes de f et f~! sont symétriques. Si le graphe de f peut
étre tracé sans lever le crayon, comment le graphe de f~! ne le pourrait-il pas ?

Preuve :
|_ Moontrons tout d'abord, Qewm@yw L) <= W) :
- J\memdéj@%e(b) = (w)m%wo&mdewmm.&eg@@, £ esb suidemment
J%Mweﬁwmmbdef(l)%bgmaﬂedmwwdeluef%bw
— ?mmmmgm?&mhmm,‘mﬂue(w) — (L),huﬁmmnb@ewnbwm&e.fmlebtrub

ﬂwnobwne:
of%'%twmmntmwmh&&mm&émma@m%wx<y@
flx) < fly),
ET

o f%‘%trmwmmm@m&mm&@mmldwa%y/
o f(a') = f(y)
@«bwqﬁmvm 0;1), g(t) = flx+tlx—a') — fly+ty—y)) & on o :
@g%tdé%ymetmmmm 0;1].
9(0) = f(z) — f(y) <O.
@ 9(1) = f(a") = f(y') > 0.
@'W?@ théoréme (7) mmbmmmmym&mmce}o;l[dW:

gle) =0 <= f(z+c(@’ —x)) = fly+cly —v))
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@m,febt&ma’ecbl/ue,

= z+c@ —z)=y+cly —vy)
= (l-cx—y)=cly —12).
L T Y

>0 <0 >0

EW%tWQQMf%LMWW

Sommzf(@ety:f@)éﬂémxdef(l)be&wwy.

emf%tdmmanmmw?@magb&m@ma<bwma'mﬁmbéetx#y
Donc F71 ent shridlement cwissante dans ce cas, shridement monotone dans tous les cas o
defm@memomobaniec?u@f

[3] Mhontnons enfin que 71 esk continue. Best une promenade de sants maintenant que le
théoréme (10) a 8% démoniné.
&g%@f—l%tmmgmm(wmm)mmmm)euwmm
intervsalles, de R. &le etk done contimue. ]

Remaraues :

— La continuité de f n’est pas nécessaire pour démontrer la continuité de f~!.

En effet, on pourrait faire appel au lemme suivant :

Toute surjection monotone d’une partie de R sur un intervalle est continue.

Preuve:ﬁ”mxmwdeu{IWW@R@g:XHIWWW@(wg%t
décroissante, considénen —g ) eb non constante (car ce cas est immédiak).
?meEXJyZQ(xo)ebmmwg%bwnﬂmue%xo.

- %yeimo@wd@wseﬂ?jbeﬂw[y—e;y+s}CIM%W@L:gil(y—a)eJ::ch:g’l(y—l-s),
on, olbient -
r.<wzog<z, £ g(z_;2,|NX)Cly—esy+el.
- %y:sup(I),mbwwdem@mrmtout€>O,u/n¢x7<xdwg([x7;+m[ﬂX)C[y—s;y].
- SOLyzinf(I),mm/uedem@m,e,rmM6>0,wmx+>xtegc1u,eg(]—oo;x+}ﬁX)C[y;y+6].

—

@m?@bmw@madmmbwwg%tm@m%w

En particulier, toute bijection monotone entre intervalles réels est continue. C’est le cas de 1.

— Dans la méme idée, la continuité de f n’est pas nécessaire pour montrer « (i) f strictement
monotone = (i) f est injective ».

Une fonction strictement monotone est toujours injective, qu’elle soit continue ou non. Par
contre il est essentiel de supposer que f est continue sur un intervalle pour démontrer la
réciproque : si on enléve la contrainte de la continuité de la fonction, on peut trouver des
fonctions injectives et non monotones comme, par exemple, la fonction f définie sur [0 ;2]
par :
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2 1 \
f(x):{x sizel0;]] i

3—x sixe[l;2]

Détinition 3 (Homéomorphisme) :  On appelle homéomorphisme toute bijection continue
entre deux espaces topologiques dont la bijection réciproque est continue.

Le théoréme (11) affirme donc que toute fonction continue et strictement monotone sur un
intervalle I est un homéomorphisme.

— 1l existe des injections non strictement monotones.

— 1l existe des fonctions bijectives mais non monotones. Elles ne sont alors pas

continues
ATTENTION )

— 1l existe des fonctions bijectives et continues, dont la bijection réciproque n’est
pas continue.

On vient de voir que ce n’est jamais le cas lorsque f est monotone sur un inter-
valle I.

Exemple & : En début d’année, Iexistence des fonctions arcsin, arccos et arctan a découlé du TVI stric-
tement monotone et leur continuité du théoréme de continuité d’une réciproque.

La preuve de continuité de f~! peut étre adaptée & la recherche des limites aux bornes dune
réciproque.

Ve

Corollaire lll : Soient I intervalle de R, f : I — R continue et strictement monotone.

Alors f~! admet des limites aux bornes de J = f(I) données par :

. _ sup (I si f croissante
lim fl(y)Z{ Wty

y—sup(J) inf(I)  si f décroissante

On a un résultat analogue pour la limite de f~* en inf (J).

\,

|— Preuve : &TVIwmmmmmwmedelmJ—f()
b

Ww&wf&f MWW@WQ@M@Q@M
monotone, lo lumite  lim  f7(y) ewiste. Notons{o L.

y—sup(J)

On,  lim f(z) =sup (J).

z—sup(I)

@'W@%MMQ@@&WM@W&Q@M@f*Rm%WM:

Jim (@) = dm () =L

y—sup(J)
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Or,  lim f’l(f(x)): lim = sup ().

z—sup(I) x—sup(I)

Condlusion, L = sup (1). _I

On retrouve la continuité de exp, arctan, arccos, arcsin sur leur intervalle de définition respectif
avec leurs limites au bornes.

T v
Par exemple, arctan(z) ——— sup (] —_ = D =_.
T—+00 2°2 2
Exercice O
[1] Montrer que f: |—1,1[ ——> R est bijective.
x
SU JE—
11—z

Exprimer f~!(y) pour tout y € R.

@ FONCTIONS A VALEURS COMPLEXES

On rappelle qu’il n’est question ici que de fonctions f: I+ C ,oul C R.

Les fonctions dont la variable est elle-méme complexe sont I’'objet de tout un pan de ’analyse,
appelée analyse complexe, utilisant des méthodes tres différentes de celles étudiées dans ce chapitre
et pas du tout a votre programme.

R.appel 2 (Limite) : La fonction f admet pour limite £ € C quand x tend vers a € I si :

VeeR: ,JaeR, /lz—a|<a = |f(z)—{| <e.

C’est exactement la méme définition que pour une fonction réelle, la seule toute petite différence
étant que la valeur absolue en fin de définition s’est transformée en module.

— Les notions de limite a gauche et a droite, ainsi que la caractérisation de la limite en termes
de limite a gauche et & droite, sont maintenues pour les fonctions & valeurs complexes.

— La caractérisation séquentielle de la limite est également maintenue, de méme que les résul-
tats sur les opérations d’addition, produit, multiplication par un scalaire et inverse, a ceci
pres que les symboles 400 sont bannis.

En effet, on ne peut définir de limites infinies dans C de fagon simple : si on calque la
définition réelle, le module de f tendra vers +o0o mais ¢a ne dit rien sur f elle-méme dans
la mesure ou, dans C, on peut se rapprocher de l'infini dans toutes les directions et, en
particulier, parler de +0c0 et de —oo n’a évidemment aucun sens.

— Les grands théorémes d’existence de limite — théoremes d’encadrement, minoration, majo-
ration et théoreme de la limite monotone — n’ont pas de sens dans le cas complexe car ils
utilisent de facon essentielle la relation d’ordre < sur R.

Théoréme L (Continuité) : Soient I un intervalle de R et f: I+ C une fonction de la
variable réelle a valeurs complexes.

f est continue sur I si, et seulement si Re (f) et Im (f) le sont.

Comme pour les fonctions a valeurs réelles, les combinaisons linéaires, produits, quotients (de
dénominateur non nul) et composées de fonctions continues sont des fonctions continues.
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sont continues sur R.

) 1
Exenples 9 : Les fonctions t — el? et t — T
i

Compte tenu de la définition, on retrouve des propriétés analogues au cas réel, & une exception
pres.

e N
A retenir | : Soit D un sous-ensemble de R.
On retrouve les mémes théorémes généraux, en particulier €° (D ; R) est une C-algebre.
|zl Si f est continue sur D, alors les fonctions f et |f| aussi.

Si f: [a;b] — C est continue sur le segment [a;b], alors f est bornée et atteint ses
bornes i.e. il existe t,, t; € [a;b] tels que :

[f(to)] = max [f(£)] et [f(t1)] = min |f(2)].

tela;b] telasd]

Preuve :
|_ &be%et@a@wn&m|f|%tw@mW[&,b]&&Mheﬂ%%W@mm
ecsigencen du. théoréme (8) des borvnes atteintes.
1

Le théoréeme des valeurs intermédiaires n’est plus vrai.
La notion de comparaison entre f(a) et f(b) ne peut étre adaptée.

ATTENTION Par exemple, la fonction ¢t +— e’ est continue sur [0;27], 0 est compris entre
f(m)=—1et f(0) =1, mais 0 ¢ f([0;27]) car f ne s’annule pas.

Remaraue :Ici f([0;27]) n’est pas un intervalle, mais un cercle!

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XV : fanctions de la variable véelle - CONTINUITE 24 |



Index

Algebre, 5
Archimede, 1

Bijection, 20
Bolzano, 12

Caractérisation

séquentielle de la continuité, 9
Composée

de fonctions continues, 5
Continuité, 3, 10, 23

Composée de fonctions continues, 5

Structure, 5

Fonction
continue, 3
a droite, 3
a gauche, 3
lipschitzienne, 6
monotone, 19, 20
partie entiere, 4

Graphe, 20
Homéomorphisme, 22

Limite
d’une fonction a valeurs complexes, 23

Méthode
Montrer qu’une fonction est continue, 6
Module, 23

Newton, 1

Prolongement

par continuité, 7
Propriété

locale, 3
Ptolémée, 1

Relation
d’ordre, 23

Segment, 16

Théoreme
de Bolzano, 12
de Bolzano-Weierstrass, 16
de Darboux, 14
de la bijection, 20
des bornes atteintes, 16
des valeurs intermédiaires, 13, 18

Valeur
absolue, 23

25



	Fonctions de la variable réelle - CONTINUITÉ
	Continuité
	Théorèmes de continuité globale
	Continuité des fonctions monotones
	Fonctions à valeurs complexes


