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© Limites
@ Point adhérent
o Limites
o La limite contréle la fonction
@ Limites a droite et a gauche
e Asymptote

© Stabilité algébrique
@ Limite d’une somme
@ Limite d’un produit
@ Limite d’un quotient

o Limite d’une composée

© Propriétés de la limite
o Limite et relation d’ordre
e La monotonie contréle la limite

e Limites a gauche et a droite

@ Extension aux fonctions complexes



a notion de limite est un concept central
en analyse. Elle intervient dés que ’on étudie les suites ou les fonctions.
Elle est indispensable pour définir la dérivée ou la continuité. Plus tard,
la limite se mue en topologie et se fait plus générale, plus abstraite.

ire qu’une quantité
« admet une limite » est quelque chose de trés intuitif. Tellement
intuitif que les mathématiciens n’avaient pas ressenti pendant
plusieurs siécles le besoin de définir précisément ce dont il s’agissait.

©r

Ce n’est qu'au XIX®™¢siecle que Weierstrass, & la suite de travaux d’Euler et
des siens sur des fonctions continues nulle part dérivables, en donne une
définition correcte.

-
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vant de passer a des considérations

plus terre & terre, voici comment le célebre mathématicien du XX

siecle Tan Stewart ! voit la définition : « f admet £ comme limite en a » :
« C’est un peu un jeu .. Le joueur Epsilon indique quel écart maximum il
accepte entre f(z) et £ (c’est-a-dire qu’il impose |f(z) —£| < &, ot € > 0 est
choisi par lui).
Le joueur Delta essaie de faire ce qu’il faut pour le satisfaire (c’est-a-dire qu’il
essaie de trouver § > 0 tel que, si I’écart entre = et a est inférieur a 4, alors
|f(z) =€ <e).
Si, quel que soit le choix d’Epsilon, le joueur Delta a toujours une stratégie
gagnante, alors f(z) tend vers ¢ quand z tend vers a ».

[1]. Ian Stewart FRS, né en 1945 en Angleterre, est professeur de mathématiques a \"‘)
Puniversité de Warwick au Royaume-Uni. Il a publié plus de 140 publications scientifiques.
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Dans tout ce chapitre, on considére une fonction définie sur un sous-ensemble
quelconque D de R :
f:D—R.

-
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© Limites
@ Point adhérent
@ Limites

@ La limite controle la fonction
@ Limites a droite et & gauche
@ Asymptote

e Stabilité algébrique

Q Propriétés de la limite

e Extension aux fonctions complexes




Définition | (Point intérieur/adhérent 3 une partie de R) :

(Hors-Proaramme)
Soit A un sous-ensemble de R.

Point intérieur : Soit = € R.
On dit que x est intérieur & A si A contient un voisinage de x :

v, e V(z),V, C A.

On note A leur ensemble.




Définition | (Point intérieur/adhérent 3 une partie de R) :

(Hors-Proaramme)

Soit A un sous-ensemble de R.

Point intérieur : Soit z € R.

On dit que x est intérieur & A si A contient un voisinage de x :

v, e V(z),V, C A.

On note A leur ensemble.
Point adhérent : Soit = € R.

On dit que x est adhérent & A si A rencontre tout voisinage de

ZT

V'V, eV(@), ANV, +@.

On note A leur ensemble.




Point intérieurs et adhé-

E

Points adhérents mais
non intérieurs.

Figure 1 — Points intérieurs et adhérents & un intervalle [a;b].




Exemples | :
m 1 est adhérent & [0;1] et +oo est adhérent a R. J




Exemples | :

m 1 est adhérent & [0;1] et +00 est adhérent a R.

m Soient a,b € R tels que a < b. Alors [a;b a
D’une maniere générale, pour tout intervalle I de R, I est 'intervalle fermé

correspondant dans R U {00} en incluant les bornes et I I'intervalle ouvert

excluant les bornes.

[=la;b[ et [a;0[=[a;b].

I I I
11;21U[354] || 1152[U]354[ | [1;2]U[3;4]
115 +o0] 15 4o00] [1;400]
]—00;2] ]—00; 2 [—00;2]

R R R




Exemples | :

m Soient a € R, b € R tels que a < b. Alors,

e a et b sont adhérents & [a;b[.
e Vz eRtel que a <z <best a la fois intérieur et adhérent & [a;b].




Il existe une caractérisation des points adhérents fort pratique.

Soit A un sous-ensemble de R.

x est adhérent & A si, et seulement si il existe une suite (an)nE[N d’éléments de A
qui converge vers .




Il existe une caractérisation des points adhérents fort pratique.
Soit A un sous-ensemble de R.

x est adhérent a A si, et seulement si il existe une suite (a")new d’éléments de A
qui converge vers .

Soit A une partie non vide et bornée de R.

sup (A) € A et inf(A) € A.




Il existe une caractérisation des points adhérents fort pratique.
Soit A un sous-ensemble de R.

x est adhérent a A si, et seulement si il existe une suite (a")new d’éléments de A
qui converge vers .

Soit A une partie non vide et bornée de R.

sup (A) € A et inf(A) € A.

En particulier, on pourra toujours trouver une suite d’éléments de A
convergeant vers sup (A). De méme pour inf (A).




Détinition 2 (Définition topoloaique des limites) :

Soit a € R adhérent a D et b € R.
On dit que f admet une limite b lorsque x tend vers a si, et seulement si
VvV, eV®),3U, €V(a)/VzeU,ND = f(z)€V,.

On note alors lim f(z) = b.

r—a




Détinition 2 (Définition topoloaique des limites) :

Soit a € R adhérent a D et b € R.
On dit que f admet une limite b lorsque x tend vers a si, et seulement si

VvV, eV®),3U, €V(a)/VzeU,ND = f(z)€V,.

On note alors lim f(z) = b.
r—a

On pourra également mélanger les points de vue. Ainsi, la définition (2)
s’écrira aussi de maniére équivalente :

VvV eV(@®),Ia(V)eR,,VzeD, [zt—a|<a = f(z)eV.
mVeeR,3IUEV(a), Ve eD, 2eU = |f(z)—b| <e.




Détinition 2 (Définition topoloaique des limites) :

Soit @ € R adhérent & D et b € R.

On dit que f admet une limite b lorsque x tend vers a si, et seulement si

VvV, eV®),3U, €V(a)/VzeU,ND = f(z)€V,.

On note alors lim f(z) = b.
r—a

On pourra également mélanger les points de vue. Ainsi, la définition (2)
s’écrira aussi de maniére équivalente :

VvV eV(@®),Ia(V)eR,,VzeD, [zt—a|<a = f(z)eV.
mVeeR,3IUEV(a), Ve eD, 2eU = |f(z)—b| <e.

Remaraue : Les inégalités sont indifféremment strictes ou larges pour définir
des voisinages ouverts ou fermés excepté ¢ > 0. =

Le programme demande d’utiliser des inégalités larges ce que j’essaierai.



Soient D tel que +co € D et b € R.

m lim f(z)=b < VeeR,,Jale) eR,VzeD, 2>a = |f(z)—b|<e.

T—+00

y=J(z)

K

o a las+oo]
[av; oo

Figure 3 — Limite infinie a 'infini.
Figure 2 — Limite finie en l’infini.




Soient D tel que +co € D et b € R.

T—+00

m lim f(z)=+4+00 < VAER Ja(A)eR,VzeD, z>a = f(zx)=>A.

T—+00

m lim f(z)=b < VeeR,,Jale) eR,VzeD, 2>a = |f(z)—b|<e.
A

y=J(z)

o +oo]

K

s o]
Figure 3 — Limite infinie a 'infini.

Figure 2 — Limite finie en l’infini.



Soient D tel que +co € D et b € R.

] 1_131 flz)=b < VeeR,,Jale) eR,VzeD, 2 >a = |f(z)—b|<e.
] 1_131 f(x) =400 <= VAR, Ja(A)eR, VzeD, z>2a = f(z) > A.
m liE-H fl&)=—00 <= VBeR,Ja(B)eR, VzeD, z>a = f(zr)<B.
Tr—+00

y=J(z)

o +oo]

K

s o]
Figure 3 — Limite infinie a 'infini.

Figure 2 — Limite finie en l’infini.



Décortiquons ’expression dans le cas d’une limite finie :

VeeR,,Jae) eR, Ve eD, z € [a;+o0] = |f(z)—b| <e.

m Ve € Ry : « Quelle que soit la marge d’erreur € qu’on se donne, aussi petite
soit-elle ... ».




Décortiquons ’expression dans le cas d’une limite finie :

VeeR,,Jae) eR, Ve eD, z € [a;+o0] = |f(z)—b| <e.

m Ve € Ry : « Quelle que soit la marge d’erreur € qu’on se donne, aussi petite
soit-elle ... ».

m Ja(e) €R: « ..il existe un seuil « ... ».




Décortiquons ’expression dans le cas d’une limite finie :

VeeR,,Jae) eR, Ve eD, z € [a;+o0] = |f(z)—b| <e.

m Ve € Ry : « Quelle que soit la marge d’erreur € qu’on se donne, aussi petite
soit-elle ... ».

m Ja(e) €R: « ..il existe un seuil « ... ».

mVzeD, :x€a;+00[..: «..tel que siz est & la fois dans D et au-dela de
« i.e. dans un voisinage de 400 ... ».




Décortiquons ’expression dans le cas d’une limite finie :

VeeR,,Jae) eR, Ve eD, z € [a;+o0] = |f(z)—b| <e.

Ve € R} : « Quelle que soit la marge d’erreur € qu’on se donne, aussi petite
soit-elle ... ».

Ja(e) €R: « ..l existe un seuil « ... ».

mVzeD, :x€a;+00[..: «..tel que siz est & la fois dans D et au-dela de
« i.e. dans un voisinage de 400 ... ».

.= |f(z) —b| < e :alors f(z) est proche de b & & prés ».




Décortiquons ’expression dans le cas d’une limite finie :

VeeR,,Jae) eR, Ve eD, z € [a;+o0] = |f(z)—b| <e.

Ve € R} : « Quelle que soit la marge d’erreur € qu’on se donne, aussi petite
soit-elle ... ».

Ja(e) €R: « ..l existe un seuil « ... ».

mVzeD, :x€a;+00[..: «..tel que siz est & la fois dans D et au-dela de
« i.e. dans un voisinage de 400 ... ».

.= |f(z) —b| < e :alors f(z) est proche de b & & prés ».




Décortiquons ’expression dans le cas d’une limite finie :

VeeR,,Jae) eR, Ve eD, z € [a;+o0] = |f(z)—b| <e.

m Ve € Ry : « Quelle que soit la marge d’erreur € qu’on se donne, aussi petite
soit-elle ... ».

m Ja(e) €R: « ..il existe un seuil « ... ».

mVzeD, :x€a;+00[..: «..tel que siz est & la fois dans D et au-dela de
« i.e. dans un voisinage de 400 ... ».

m ... = |f(z) —b| <e:alors f(z) est proche de b & € prés ».

Autrement dit : « Si € D est suffisamment grand, alors f(x) est aussi proche
que ’on veut de b ».




N 1
A T’aide de la définition, montrer que lim — =0et lim z? = 4oo.
T—+00 X T—+00




De maniére analogue, en —oo :

Soient D tel que —oco € D et b € R.

m lim f(z)=b < VeeR,,3p()eR, VzeD, 2<pf = |f(z)—b|<e.

T——00




De maniére analogue, en —oo :

Soient D tel que —oco € D et b € R.

m lim f(z)=b < VeeR,,3p()eR, VzeD, 2<pf = |f(z)—b|<e.
T——00

m lim f(z)=40c0 < VAER, I[FA)eR,VzeD, z<f = f(z)>A.
T——00




De maniére analogue, en —oo :

Soient D tel que —oco € D et b € R.

m lim f(z)=b < VeeR,,3p()eR, VzeD, 2<pf = |f(z)—b|<e.
T——00

m lim f(z)=40c0 < VAER, I[FA)eR,VzeD, z<f = f(z)>A.
T——00

] l_1>1_n f(z)=—c0 <= VBeR,36B)eR, Ve eD, z<f = f(z)<B.
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Figure 4 — Limites des fonctions de référence en l’infini.
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Remaraue : Toutes les fonctions n’ont pas nécessairement une limite en
Pinfini. C’est le cas, notamment des fonctions circulaires cos, sin ou tan mais
aussi de la fonction

f: R—>R

x x—|z].

LLLLN LS LS L

Figure 5 — La fonction « +— x — |x] n’a pas de limite en 4o0.




Déterminer les limites (si elles existent) suivantes :

2 . . .
22" —3x+1 @ lim cos(z)—=x Q@ lim 2% —x




I. Limites
2. Limites

R.emarque : Une fonction peut tendre vers +0o en +oco de plusieurs facons. On

parle de vitesse de divergence différentes.
C’est le cas par exemple des fonctions suivantes :
] tend « rapidement »
vers 'infini. La concavité est
tournée vers le haut.
m v — z tend « moyennement »
vers 'infini. Pas de concavité
m 2+ /2 tend « lentement »
vers l'infini. La concavité est
tournée vers le bas.

m v+ e’ tend vers l'infini ]
« incommensurablement plus Y
vite » que les fonctions
précédentes.

Ces simples informations sont importantes puisqu’elles nous permettront de
conjecturer certaines limites. Une fonction rapide sera prépondérante sur un
fonction lente en l'infini donc pourra y imposer sa limite.

PTSI (Lycée J.G) Chapitre 14
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Soient «,f,y des réels strictement positifs.

ear Q}ﬁ
lim = lim —— =+o0 et lim 27 [In(z)|” = 0.
z—too B wotoo In(z) 0"

Figure 6 — Croissances comparées.




Soient a e DNR et b €R.

"
lim f(z) =b <= Ve e R, ,Jale) e R, Ve eD,|z—a| <a = |f(z)-b| <e.

Tr—a

!

Figure 7 — Limite infinie en un point fini



Soient a e DNR et b €R.

"
lim f(z) =b <= Ve e R, ,Jale) e R, Ve eD,|z—a| <a = |f(z)-b| <e.
Tr—a

"

lim f(z) = +00 <= VA eR,Ja(A) eRi,VzeD,|z—a|<a = f(z) > A.

T—a

T ==

!

Figure 7 — Limite infinie en un point fini



Soient a e DNR et b €R.

"
lim f(z) =b <= Ve e R, ,Jale) e R, Ve eD,|z—a| <a = |f(z)-b| <e.
Tr—a

"

lim f(z) = +00 <= VA eR,Ja(A) eRi,VzeD,|z—a|<a = f(z) > A.
T—a
"

lim f(z) = —00 <= VA eR,Ja(A) eR,VzeD,|z—a|<a = f(z) <A

Tr—a

T ==

!

Figure 7 — Limite infinie en un point fini



Remaraques :

m L’hypothése a € D est nécessaire pour pouvoir considérer des points aussi
proches que 1’on veut de a.
On dira que la limite de f est envisageable en a si cette hypothese est
satisfaite (sans considération d’existence ou non de la limite), et qu’elle ne
'est pas si a ¢ D.




Remaraques :

m L’hypothése a € D est nécessaire pour pouvoir considérer des points aussi
proches que 1’on veut de a.
On dira que la limite de f est envisageable en a si cette hypothese est
satisfaite (sans considération d’existence ou non de la limite), et qu’elle ne
est pas si a ¢ D.

m Dans le cas fini, I'inégalité est d’autant plus contraignante que ¢ est petit.

On peut alors se contenter d’étudier le cas de valeurs de € inférieures & une
valeur ¢, donnée.




I. Limites
2. Limites

Remarques :

m L’hypothése a € D est nécessaire pour pouvoir considérer des points aussi
proches que l'on veut de a.
On dira que la limite de f est envisageable en a si cette hypothese est
satisfaite (sans considération d’existence ou non de la limite), et qu’elle ne
I'est pas si a ¢ D.

m Dans le cas fini, I'inégalité est d’autant plus contraignante que ¢ est petit.
On peut alors se contenter d’étudier le cas de valeurs de ¢ inférieures & une
valeur ¢, donnée.

m De méme, dans le cas d’une limite oo, la définition trouve sa pertinence
lorsque A devient grand ou petit (vers —oo) mais il n’est pas nécessaire de

le supposer strictement positif ou négatif.

PTSI (Lycée J.G) Chapitre 14 22/83



lim f(x)
=0 =0
x>0 <0
1 400 si n pair
n +00 o .
n#0 —o0 si n impair
L 400 non défini
NE
In(x) —0o0 non défini

Figure 8 — Limites des fonctions de référence en 0.




T —1 In(1

lim © = lim )

z—0 x x—0 T

i h
- sin(z) = i tan(z) - lim w

x—0 xT x—0 45 z—0 xT

lim arcsin(z) _ arctan(z)

x—0 x z—0 T

. l—cos(z) 1
alclg(l) 2 )
a _
lim(1+x) 1=a, a€eR
z—0 x

Figure 9 — Taux d’accroissement de fonctions dérivables.




Déterminer les limites (si elles existent) suivantes. On distinguera
éventuellement 0~ et 0.

. S5 _ 3z
® limz—In(z) 0 lim & —
z—0 xT
Q lim z+/1 + (In(x))? 1
2—0 Q lim zex
z—0




Soient a € R adhérent & D, f: D+ Ket £ € R.

lim () = ¢ = lim|f(z)| = |4




Soient a € R adhérent & D, f: D+ Ket £ € R.

lim f(2) = ¢ — lim|f(z)| = |4

L’unicité de la limite d’une fonction provient d’une propriété topologique de R :

la séparation.

Soit @ € D et f une fonction réelle.

Si elle existe, la limite de f(z) lorsque z tend vers a est unique.

Notation : En cas d’existence de la limite en a, le théoréme (5) permet de
justifier la notation, maintenant non ambigiie, lim f(x) = b de LA limite de f(x)
r—a

lorsque z tend vers a. £ )

o UBTSI (yesed@) @lomite 1) RS



Soient a € R adhérent & D, f: D+ Ket £ € R.

lim f(a) = ¢ = lim |(@)] = ¢].

Tr—a

L’unicité de la limite d’une fonction provient d’une propriété topologique de R :
la séparation.

Soit @ € D et f une fonction réelle.

Si elle existe, la limite de f(z) lorsque z tend vers a est unique.

Notation : En cas d’existence de la limite en a, le théoréme (5) permet de
justifier la notation, maintenant non ambigiie, lim f(x) = b de LA limite de f(x)
r—a

lorsque z tend vers a. 2ol
Par la contraposée, une fonction admettant deux valeurs d’adhérence au w
voisinage d’un point a ne peut y avoir de limite.
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ATTENTION

Considérons la fonction f définie sur R* par

f(z) =sin (%) .

En 0, lim <l> = 400. Comme la limite de sin(z) en I'infini
z—0 \ T

n’existe pas, celle de f(z) en 0 n’existe pas non plus.

Nous verrons dans un autre chapitre une maniére efficace et
rigoureuse de montrer ce point.

1
Figure 10 — La fonction x + sin (;) n’a pas de limite en 0.




Soient a € R, D un voisinage de a et f: D +— R.

Si f admet une limite finie en a alors f est bornée au voisinage de a.




Soient a € R, D un voisinage de a et f: D +— R.

Si f admet une limite finie en a alors f est bornée au voisinage de a.

Par la contraposée, toute fonction non bornée sur un voisinage de a ne peut
avoir de limite finie.




On a mieux que la proposition (6) :

Soient a € R adhérent & D et f: D R telle que liE)n flx)y=LeR.

@ Si m </ alors, il existe un voisinage de a sur lequel m<f(x).

@ Si /<M alors, il existe un voisinage de a sur lequel f(z)<M.




On a mieux que la proposition (6) :

Soient a € R adhérent & D et f: D R telle que liE)n flx)y=LeR.

@ Si m </ alors, il existe un voisinage de a sur lequel m<f(x).

@ Si /<M alors, il existe un voisinage de a sur lequel f(z)<M.

Un cas particulier TRES important est le cas ot £ > 0 ou £ 0, le
théoréme (7) nous assure de l'existence d’un voisinage de a sur lequel
f(z) >0 ou f(z) # 0 i.e. il existe un voisinage de a sur lequel, f prend des
valeurs du méme signe que sa limite.




Si f est définie en a € D non adhérent a D et y admet une limite, alors cette
limite est nécessairement égale & f(a).

[2]. En un point de I'intérieur de D et non de D je le redis.



Si f est définie en a € D non adhérent a D et y admet une limite, alors cette
limite est nécessairement égale & f(a).

Une fonction ne peut donc pas avoir de limite infinie en un point ou elle est
définie.

[2]. En un point de I'intérieur de D et non de D je le redis.



Si f est définie en a € D non adhérent a D et y admet une limite, alors cette
limite est nécessairement égale & f(a).

Une fonction ne peut donc pas avoir de limite infinie en un point ou elle est
définie.

La proposition (8) ne dit absolument pas que toute
fonction définie en a est continue en a mais seulement
qu’'une condition nécessaire & 1'étre est que lim f(x) existe.
rT—a

[2]. En un point de I'intérieur de D et non de D je le redis.



Si f est définie en a € D non adhérent a D et y admet une limite, alors cette
limite est nécessairement égale & f(a).

Une fonction ne peut donc pas avoir de limite infinie en un point ou elle est
définie.

La proposition (8) ne dit absolument pas que toute
fonction définie en a est continue en a mais seulement
qu’'une condition nécessaire & 1'étre est que lim f(x) existe.
Tr—a

Conclusion, une fonction admet une limite en un point (intérieur) de D si, et
seulement si elle y est continue. [2!

[2]. En un point de I'intérieur de D et non de D je le redis.



I. Limites

4. Limites a droite et a gauche

Il y a donc peu de problémes en un point intérieur mais que se passe-t-il alors
aux bornes de celui-ci? Une fonction peut y étre définie mais ne pas y avoir de
limite.

C’est, par exemple, le cas de la fonction partie entiére en a = 1 ou la fonction,
pourtant correctement définie, prend des valeurs différentes suivant « le coté »
d’ou l'on arrive.

On parlera alors de limite a droite ou de limite a gauche.

Soit J un intervalle (ou une réunion d’intervalles, ou plus généralement un
sous-ensemble quelconque) tel que a € DN J. Si la limite (finie ou infinie) en a
de la restriction fipn; existe, on utilise la notation suivante :

}ng(lL Jipra (@) = lim f(z).
xel]

-
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Dértinition 3 (Limites 3 droite et 3 cauche) :

Soient f: D+ R une fonction et a € R.

Limite & gauche : Si a est adhérent & D N]—oc;a[, on dit que f posséde une
limite a gauche en a si fipj_oo;q) POSsede une limite en a.

Cette limite est notée zlij(rzl— f(z), lm  f(x), lim f(z) ou encore
z€]—o0;a z<a

fla—0).

Limite & droite : Si a est adhérent & D N]a;+oc[, on dit que f posséde une
limite a droite en a si f|pn;1oc[ POSSEde une limite en a.
Cette limite est notée xlir£1+ f(z), lim f(z), 01813}1 f(z) ou

x€la;+oo| z>a

fla+0).

Remarque :a n’appartient ni & DN]—oo;a[ ni & DNJa;+oo[. Il y est
seulement adhérent.

De méme que plus haut, on peut dire que la limite li_rbn f(z) est envisageable(o
r—a

zelJ
non suivant que a appartient & D N'J ou pas.




2 + —] Vnez, ;iér}l[szn—l

1 1 L 1 1 1 1 i =
T T O 1 8 T T T T ;1_1,1711 I_:ZJJ i
—2 -1 1 2 3 4 5 L
Ol —

Figure 11 — La fonction partie entiére n’a pas de limites en tout point de Z mais seulem@ntg
des limites & droite et a gauche.



Que dire des limites suivantes ?

L1 . 1
Q lim — Q lim ex
z—=0 T x—0 -

1 .
Q lim — Q lim —
250 2 -0 |z

o lim = @ lim |22 |

x—0




Soit b € R.

m Dire que lim f(z) = b revient & dire que :
T—a-

VYV, eV(®),Ia(V,) €R},VzeD, a—a<z<a

ouxe[a—a;a[

- f(w) S Vb'




Soit b € R.

m Dire que lim f(z) = b revient & dire que :
T—a-

VYV, €V(®),3a(Vy,) eRL,,VzeD, a—a<z<a = f(z)€eV,.

ouz € [a—ajal
m Dire que lim f(x) = b revient & dire que :
z—at

VYV, eV(®),Ja(V,) €eRL,VzeD, a<z<at+a = f(z)eV,

oux € la;a+ o




Soit b € R.

m Dire que lim f(z) = b revient & dire que :
T—a-

VYV, €V(®),3a(Vy,) eRL,,VzeD, a—a<z<a = f(z)€eV,.

ouz € [a—ajal
m Dire que lim f(x) = b revient & dire que :
z—at

VYV, eV(®),Ja(V,) €eRL,VzeD, a<z<at+a = f(z)eV,

oux € la;a+ o




Soit b € R.

m Dire que lim f(z) = b revient & dire que :
T—a-

VYV, €V(®),3a(Vy,) eRL,,VzeD, a—a<z<a = f(z)€eV,.

ouz € [a—ajal

m Dire que lim f(x) = b revient & dire que :
z—at

VYV, €V(),Ja(Vy) eRL,VzeD, a<z<at+a = f(z)eV,.

oux € la;a+ o

sens initial du chapitre mais appliquées a des restrictions. Cela justifie qu’ell '
auront les mémes propriétés notamment leur unicité.

o UBTSI (Lyesed@) @lomite 1) CRYES

Remaraue : Les limites & gauche/a droite ne sont jamais que des limites ali el )



Soit a € D.

La fonction f admet une limite en a notée lim f(z) si, et seulement si
T—a

Q lim flx) = lim f(z) = f(a) si f est définie en a.

r<a r>a




Soit a € D.

La fonction f admet une limite en a notée lim f(z) si, et seulement si
T—a

Q lim flx) = lim f(z) = f(a) si f est définie en a.
rz<a Tr>a
ou




Soit a € D.

La fonction f admet une limite en a notée lim f(z) si, et seulement si
T—a

Q lim flx) = lim f(z) = f(a) si f est définie en a.
rz<a Tr>a
ou

Q lim flx) = lim f(z) si fn’est pas définie en a.

r<a r>a




Soit a € D.

La fonction f admet une limite en a notée lim f(z) si, et seulement si
r—a

Q lim flx) = lim f(z) = f(a) si f est définie en a.
rz<a Tr>a
ou

Q lim flx) = lim f(z) si fn’est pas définie en a.

r<a r>a

En particulier, dans tous les cas, une condition nécessaire est que les quantités
fla—0) et f(a+0) existent et soient égales.




@

©y) @5

NS [

~
¢

igr}l f(x) existe
(et vaut f(a)).

Figure 12 — Caractérisation de la limite

el Do -

A I

lim f(z) n’existe pas
T

en fonction des ses limites & gauche et a droite.




Exemple 2 :

1
m La fonction z > — a pour limite +00 en 0 131,
%

|3]. Car la méme limite infinie & droite et & gauche.



Exemple 2 :

1
m La fonction z > — a pour limite +00 en 0 131,
%

1 1
m La fonction z — — n’a pas de limite en 0 mais lim — = —oo et
T z—0 T
<0
o1
lim — = 4o0.
z—0 T
x>0

|3]. Car la méme limite infinie & droite et & gauche.



Exemple 2 :

1
m La fonction z > — a pour limite +00 en 0 131,
%

1 1
m La fonction z — — n’a pas de limite en 0 mais lim — = —oo et
T z—0 T
<0
lim — = +o0.
z—0 T
x>0

m Soit Jy, la fonction qui, a tout réel associe 1 si x = 0 et 0 sinon.

On a lim §; = lim ¢, = 0 mais J, n’a pas de limite en 0 car §,(0) = 1.
z—0 =0
<0 >0

|3]. Car la méme limite infinie & droite et & gauche.




Limite a gauche
ou par valeurs inférieures

Limite a droite
ou par valeurs supérieures

Limite & gauche
ou par valeurs inférieures

Figure 13 — Limites a droite et & gauche d’une fonction

S




Exemples 3 :

Etudions les limites de

1
et ————— dans un voisinage de 2 :

1
2—z  (2—2x)

1
Comme lim 2 — x = 0, on est ramené a I’étude de lim — qui dépend du signe
z—2 u—0 U

de u :

@ On commence par dresser un tableau de signes de z — 2 : |4/

z | —o0 2 +oo Avec les conventions de notations :

lim2—2=0%t lim 2—2=0".
r—27 z—2+

@ On conclut :

D’apres les

lim 2—=z ES 0+ théoréemes sur
T—2~ ) 1
1 — lim = +o00,
lim — = 4+~ les composées 2~ 2 — I
z—0t T de limites

[4]. Au moins dans sa téte!




Exemples 3 :

Etudions les limites de

72 et m dans un voisinage de 2 :

1
Comme lim 2 —x = 0, on est ramené a I’étude de lim — qui dépend du signe
z—2 u—0 U

de u :

@ On commence par dresser un tableau de signes de z — 2 : 14

| - 2 +oo Avec les conventions de notations :

lim 2—2=0%t lim 2—2=0".
T2~ 21

@ On conclut : et

D’apres les

Iim2—2 = 0 théoremes sur
x—2t ) 1
—— lim = —0
lim - = - les composées z—2F 2 — &
z—0- T de limites

[4]. Au moins dans sa téte!




Exemples 3 :

Ici, malgré la difficulté apparente,
lim (2—2)? = lim (2 —2)? = lim(2 — )% = 0*.
z—2+ r—2

T2~
D’ou :
lim(2 — z)?2
r—2
lim —
z—0*t T

D’apres les

OJr théoremes sur
lim

400 les composées T—2 (2 — l‘)2
de limites

= +00.




Exemples 3 :

1
PEE

En conclusion, on remarquera bien que si 5 n’a pas de limite en 2,
=

en a bien une qui est +oo.




Exemples 4+ :

m La fonction partie entiére a des limites a droite et a gauche distinctes pour
tout a € Z et n’admet donc pas de limite en ces points.




Exemples 4+ :

m La fonction partie entiére a des limites a droite et a gauche distinctes pour
tout a € Z et n’admet donc pas de limite en ces points.

sin(x
m La fonction f: 2z +— L n’est pas définie en 0 mais y admet une limite :
a0
lim f(z) = 1.
z—0
x40




Exemples 4+ :

m La fonction partie entiére a des limites a droite et a gauche distinctes pour
tout a € Z et n’admet donc pas de limite en ces points.

m La fonction f: 2z +— M n’est pas définie en 0 mais y admet une limite :
a0
lim f(z) = 1.
z—0
x40
sin(z) .
. . . ) siz#0 A
m La fonction sinus cardinal g : © — { T est définie en 0 et
1 siz=20
y admet une limite :
lim g(z) = 1.
z—0

Y




Exemples 4+ :

m La fonction partie entiére a des limites a droite et a gauche distinctes pour
tout a € Z et n’admet donc pas de limite en ces points.
sin(z
m La fonction f: 2z +— L n’est pas définie en 0 mais y admet une limite :
x
lim f(z) = 1.
z—0
x40
sin(z) . 0
m La fonction sinus cardinal g : © — T si w7 est définie en 0 et
1 siz=0
y admet une limite :
lim g(z) = 1.
z—0
sin(z) . 0
m La fonction z si z # est définie en 0, admet une limite &
0 siz=0

droite et une limite a gauche en 0 mais n’admet pas de limite en 0. I




Déterminer les limites suivantes si elles existent. Dans le cas contraire, on
déterminera les limites par valeurs supérieures et inférieures.

. 1 €T . 1 . 1
Q lim —— @ lim —l‘ | o }U‘l}[l)me’ o zl_l)l_nooxew
z—1 (:E—l) z=1 o i 1
im zew
x—>+00




Le comportement & linfini, dit comportement asymptotique, peut aussi aider &
cerner 'allure de la courbe.

On définit pour cela la notion de droite asymptote 4! : il s’agit d’une droite qui
approche d’aussi prés que ’on veut une portion de la courbe lorsque 'on
s’éloigne vers 'infini dans 'une des deux directions. Plus précisément :

|4]. De I’étymologie grecque construit a I’aide du préfixe privatif « a » et de « symptosis »
(rencontre) : la droite qui ne se rencontre pas.

Remaraue : L’utilisation du terme asymptote ne se limite pas aux droites. On parlera de
courbes asymptotes



Définition 4 (Asymptote) :

On dit qu’une fonction f admet :

@ une asymptote verticale au voisinage de a d’équation x = a lorsque
lim f(z) = +o0.
T—at




Définition 4 (Asymptote) :

On dit qu’une fonction f admet :
@ une asymptote verticale au voisinage de a d’équation x = a lorsque
lim f(z) = +o0.
T—at

@ une asymptote horizontale au voisinage de +oo d’équation y = b lorsque
lim f(x)="b.
T—+00




Définition 4 (Asymptote) :

On dit qu’une fonction f admet :
@ une asymptote verticale au voisinage de a d’équation x = a lorsque
lim f(z) = +o0.
r—a*
@ une asymptote horizontale au voisinage de +oo d’équation y = b lorsque
lim f(x)="b.
T—+00

@ plus généralement, une droite (2) d’équation y = ax + b, dite asymptote
oblique, au voisinage de 400 lorsque lirin f(z) — (ax +b) = 0.
T—100




zl—)ipourn:2,4, 6, 8.
zn

1
T+ — pourn=1,3,5,7.
T

1
Figure 14 — Les courbes des fonctions z — —- pour n € N* admettent 1’axe des ordonnégs
z

comme asymptote verticale et 1’axe des abscisses comme asymptote horizontale.




On remarquera que 'existence de la limite
n’est pas nécessaire pour que la courbe
admette une asymptote verticale comme

c’est le cas pour x - —- pour n impair.
T

1 1
x+— — pour n =2, 4, 6, 8. r+— — pourn=1,3,5, 7.
™ x™

1
Figure 14 — Les courbes des fonctions x — ) pour n € N* admettent ’axe des ordonnées

comme asymptote verticale et 1’axe des abscisses comme asymptote horizontale.




M%‘WMWW@W&WW&WwQ@W
(poun wne anympfote en, +00) :

0€Wu&mdfewwxw@w+m:

T




M%‘WMWW@WW&QW&W@&W
(poun wne anympfote en, +00) :

oﬁwﬂa&mdfewwxwummo:

Xz
D %m&mwmmwue@ewm@m&»w&d@fmwaw

en +00.

oY




M%‘WMWW@W@W&Ww&W
(poun wne anympfote en, +00) :

oﬁwﬁa&mdfewwxwummo:
ag
-%xmwg&”@d&wﬁw@@mmwumy=axe&m

obA.d/de,eeo,oo«mﬂe% +-00.

-
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M%‘WMWW@W@W&Ww&W
(poun wne anympfote en, +00) :

08@&%2&,W®Mbeemdww+oo:
Xz
’%odte&xm&eﬁmdbberu@w&e%e%b%%x@&xm&edefﬂaru@d'w
-%xmwg&”@d&wﬁw@@mmwumy=axe&m
obAj/de@@o,oo«mﬂe%-i-oo.
9@%%&9%%&9@}”@)—(133:

-
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M%‘WMWW@W@W&WQ&&W
(poun wne anympfote en, +00) :

omumde@wxw@mm:
Xz
-%ﬁmm'mmwm%wm%@mm&d&fm@&w
-%mmw@”@@m@mww%my=am&m
obAﬁ/dee@o,wmﬂe%-i-oo
® On dudie lo limite de f(z) — az -
.%J&ew'mbtera@wbbeﬂeebtbn@iﬂm?uwmﬂed&fmlarabd‘cwbo@%+oo.

-
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M%‘WMWW@W@W&WQ&&W
(poun wne anympfote en, +00) :

omumde@wxw@mm:
ag
'%xmwwww&n@md&w&»Myzame&Mm

obAﬁ/dee@o,wmﬂe%-i-oo
® On dudie lo limite de f(z) — az -
© %J&ew'mbterabﬁwbbﬂeebbbn@iﬂm&»wmﬂed&fﬁarabd;cw&be%+oo.

-%m&mm%wmﬁmamumawy:azwm

abﬂj/wl'\l'ote & Qc, c,ou)&e, de f en +00.
T Chapitee 14 AV




Figure 15 — La droite d’équation y = 3x + 1 est asymptote & la courbe de

1
rx— 3 14+ ———.
f:x T + +2(m3+2)




Etudier les asymptotes éventuelles des courbes de :

0f:$|—>4x2_2 Qg:zt— Va2+3z+1

2x+1




Etudier les asymptotes éventuelles des courbes de :

0f::c|—>4w2_2 @ g:zr— Va2+3r+1

2x+1

Montrer que la courbe de z — cos(z) — z n’admet pas d’asymptote en +oo.

o UBESI (Lyesed@) @it 1) ey



Remaraue : Dire que lim f(z) = b est équivalent de dire que
r—00

lim f(z) — b= 0. Cette derniére expression représente, au signe pres, la

T—00

distance entre la courbe et son asymptote : & I'infini, la courbe représentative se
rapproche infiniment de son asymptote.

Méthode2:
?abfwnegmmmetyzaxwﬁ‘wmdgmwﬂmwwo@&ﬂw

(D)
Tmmuwmﬂq@wd@@ex@(ﬂ)%+oo,a2w@xd'mm&w
de f(z) — (az +b) MWWW%&]a;+oo[deoefm,-w

] a 5 +00
5"%&@ f(z) — (az +b) + -~
Reition de €; ¢ (D) €} aw dessus de (D) €} au dessous de (D) )

o UBTSI (yesed@) @lomite 1) SYES



o Limites

Q Stabilité algébrique
@ Limite d’une somme
@ Limite d’un produit
@ Limite d’un quotient
@ Limite d’une composée

Q Propriétés de la limite

e Extension aux fonctions complexes




Un peu dhistoire : Les théorémes qui suivent étaient jugés évidents au
XVIIIP™e siécle. Une tentative de démonstration aurait alors paru incongrue et

superflue. Ces démonstrations nous sont cependant nécessaires pour plusieurs
TaiSONSs :

m Montrer lefficacité de notre définition de limite.




Un peu dhistoire : Les théorémes qui suivent étaient jugés évidents au
XVIIIe™e siecle. Une tentative de démonstration aurait alors paru incongrue et
superflue. Ces démonstrations nous sont cependant nécessaires pour plusieurs

TAISONS :

m Montrer lefficacité de notre définition de limite.

m Justifier la validité de notre intuition.




Un peu dhistoire : Les théorémes qui suivent étaient jugés évidents au
XVIIIP™e siécle. Une tentative de démonstration aurait alors paru incongrue et

superflue. Ces démonstrations nous sont cependant nécessaires pour plusieurs
TaiSONSs :

m Montrer lefficacité de notre définition de limite.
m Justifier la validité de notre intuition.

m Servir de modéle de démonstration pouvant étre utilisé dans des cas plus
complezes.




II. Stabilité algébrique

Les résultats de certaines opérations sur les limites sont intuitifs et parfaitement
déterminés.

D’autres opérations meénent a des formes dites « indéterminées », c’est-a-dire
qu’elles conduisent & plusieurs résultats possibles qu’ils faudra... déterminer.

o0 0

e () X 00 ° o 1 ® 0

0 o0
°s ® 00— 00 o (O ® 0>

Pour ce faire, il faudra alors user de différentes méthodes et techniques pour
transformer 1’écriture de la suite et « lever I'indétermination ».

Notamment, soit factoriser une somme, développer un produit, décomposer une
fraction en éléments simples ou multiplier le numérateur et le dénominateur par
la quantité conjuguée, soit essayer de changer la forme de ’expression, soit

utiliser le théoréme de comparaison ou des gendarmes, soit le corollsire (18.1)

sur les suites monotones pour pouvoir conclure !5/,

PTSI (Lycée J.G) Chapitre 14 52/83

|5]. Dans tous les cas, réfléchir avant d’affirmer.



Dans les paragraphes qui suivent, on considérera un réel
ATTENTION a € R, deux fonctions f et g a valeurs réelles définies dans
un voisinage de a et on consideérera les limites en ce point.




Soient /¢, ¢’ € R.

Si f a pour limite ¢ ¢ ¢ +oo | —00 | 400
Si g a pour limite A 400 | =00 | 400 | —0 | —o0
alors f + g a pour limite | ¢4+¢’ | 400 | —00 | +00 | —00 IFS:;Z]




Exemple S :

4
La fonction f définie sur R par f(z) =2+ — a pour limite 2 en +o0.
z

7

D’apres les
théoremes sur

4
lim — = 0 ‘ 4
En effet z—too \/x —~  lim 24+ — = 9.
lim 2 = 2 les sommes &—-+00 VT
T +00 de limites
4
lim — =0donc lim f(z)=2+0=2 d’apres les théorémes sur les limites

=400 \/5 T—+00

de sommes.




Cas de la forme indéterminée (+00) — (400) ¢

m On peut obtenir n’importe quel réel ¢ :

lim (x+ /) =400 et lim z =400, mais
xT—r+00 T—+00

1_131 (z+0)—z)="t




ATTENTION

Cas de la forme indéterminée (+00) — (400) ¢

m On peut obtenir n’importe quel réel ¢ :

lim (x+ /) =400 et lim z =400, mais
T—+00

xT—+00

Zl_l}I_Eloo (z+0)—z)="t

m On peut obtenir 400 : lim z =400 et

T—+00
lim 2z = +o00, mais lim (z—2z) =
T—+00 T—+00

lim = —cc.

T—+00




ATTENTION

Cas de la forme indéterminée (+00) — (400) ¢

m On peut obtenir n’importe quel réel ¢ :

lim (x+ /) =400 et lim z =400, mais
xT—r+00 T—+00

Zl_l}I_Eloo (z+0)—z)="t

m On peut obtenir 400 : lim z =400 et

T—+00
lim 2z =+o00, mais lim (z—2z)= lim = —ooc.
T—+00 T—+00 T—+00

m On peut ne pas obtenir de limite :

lim z + cos(z) = 400 et lim 2z = +oco, mais
T—+00 n—-+0oo

(2 4 cos(z) — x) = cos(z) n’a pas de limite en +oo.




Soient /¢, ¢’ € R.

Si f a pour limite l L+0 0 00
Si g a pour limite v 00 00 00
alors f x g a pour limite | £ x ¢ | col% | Forme Indéter. oo L6

|6]. Appliquer la régle des signes d’un produit.



ATTENTION

Cas de la forme indéterminée 0 x (o) :

m On peut obtenir n’importe quel réel ¢ :

lim = +4o00 et lim x —2 =0, mais
z—2t T ; z—2+
lim X (r—2)=m.
=2t T — 2 ( ) T




ATTENTION

Cas de la forme indéterminée 0 x (o) :

m On peut obtenir n’importe quel réel ¢ :

lim = +4o00 et lim x —2 =0, mais
z—2t T ; z—2+
lim X (r—2)=m.
=2t T — 2 ( ) T

1
m On peut obtenir +oc0: lim —— =0et lim 22 = 400,
T—+00 T T—+00
R 1 2
mais lim —— x2° =
T—+00 x

—0Q.




Cas de la forme indéterminée 0 x (o) :

m On peut obtenir n’importe quel réel ¢ :

lim = +4o00 et lim x —2 =0, mais
z—2t T — z—2+

. T

lim X (x—2)=m.

=2t T — 2

. . 1 .
m On peut obtenir £c0: lim —— =0et lim 22 = 400,
r—+oo X xT—+00
o 1 9
mais lim —— x z° = —o0.
T—+00 xX
sin(x)

=0et

m On peut ne pas obtenir de limite : lim
x—+00

. ... sin(z) , .
lim x = +o00, mais lim x x n’a pas de limite
x—+00 T—+00 €T
en +0o00.




Soit £ € R.
Si f a pour limite L#£0 0 00
1 o
alors } a pour limite 1 oo 7] 0

|7]. Appliquer la régle des signes d’un quotient.



1
En remarquant que M = f(z) x —, on en déduit alors les résultats sur les
g(x) 9(@)

limites de quotients :

Soient £, ¢/ € R.

Si f a pour limite /¢ L+0 0 14 0

Si g a pour limite U0 0 0 00 ¢ 18]

alors / a pour limite £ 19] gt 0 19]
g P i 00 Indéter. e

[8]. y compris £/ = 0.
9]. Appliquer la régle des signes d’un quotient.



Calculer les limites suivantes :

5 1

= =

Q@ lim z Q@ lim

1
x
z—+oo 1 — (1:4 : T—+00 1 :
2—4/4—=
T




Soient f: D+ E et g: E+— R deux fonctions, a € R adhérent a D, b € R
adhérent a E et ¢ € R.

Si 31511)1(11 flx)=bet glclix})g(m) = ¢, alors glgl(ll (go f)(z)=c.




Soient f: D+ E et g : E +— R deux fonctions, a € R adhérent 4 D, b € R
adhérent a E et ¢ € R.

Si glgll)llll flx)=bet glclix})g(x) = ¢, alors ilil(ll (go f)(z)=c.

Cette derniére propriété nous permet alors de justifier la recherche d’une limite
par changement de variable i.e. on ne s’intéresse plus & la limite de (gof)(x)
quand z — a , mais de g(X) quand X — b.




Soient f: D+ E et g : E +— R deux fonctions, a € R adhérent 4 D, b € R
adhérent a E et ¢ € R.

Si ilillll flx)=bet glclg})g(:r) = ¢, alors ilg(ll (go f)(z)=c.

Cette derniére propriété nous permet alors de justifier la recherche d’une limite
par changement de variable 7.e. on ne s’intéresse plus & la limite de (gof)(z)
quand z — a , mais de g(X) quand X — b.

Exemple & :

In® 21
On cherche la limite de la fonction f: = +— M

In?(z) + 1
2 2
g W@ 2@ X2eaX
=0 In®(z) +1 D Xo—o0 X241

X=In(z)
lim,_,, X=—00 D)




Déterminer les limites suivantes si elles existent. Dans le cas contraire, on
déterminera les limites par valeurs supérieures et inférieures.

Dans tous les cas, préciser ’équation d’une éventuelle asymptote a la courbe
représentative de f.

z2—1 1+z [1+=x
i . ' .
ozl—>n}:v2+6m—7 93191_}11}1_:” 11—z eilgtl) T
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En posant g = |...| dans la proposition (14) , on retrouve le corollsire (4.1) :

Soient a € R adhérent 4 D, f:D +— Ket £ € R.

lim () = ¢ = lim|f(z)| = |4




Les deux théorémes suivants sont de simples corollaires de la proposition (14)
précédente. Leurs applications sont cependant loin d’étre triviales. Nous en
verrons quelques exemples.

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [A ; +o00] et la suite
(U, ) ey définie par w, = f(n) pour tout entier naturel n > A.

Pour tout £ € R, on a :

Si lim f(z)=/{alors lim wu, =/.
—+00 n—r-+00




Les deux théorémes suivants sont de simples corollaires de la proposition (14)

précédente. Leurs applications sont cependant loin d’étre triviales. Nous en
verrons quelques exemples.

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [A ; +o00] et la suite
(U, ) ey définie par w, = f(n) pour tout entier naturel n > A.

Pour tout £ € R, on a :

Si lim f(z)=/{alors lim wu, =/.
Z=7too n—-+oo

Exemple T :

3 2
Soit (u,,),cy la suite définie sur N par u,, = 4/ nJ:rl .
n

. 3n+2
Comme lim
n—+oo n + 1

=3et lir% VT =3, on a aisément lim wu, = V/3.
r—

n—-+o00

Chapitre 14

65/83



Soient f une fonction définie sur un intervalle I et (u,, ),y une suite dont tous
les termes appartiennent a I.

Pour réels a et b de R, on a :

lim w, =a

n—+oo

Si et alors nlffoo f(u,) =b.
lim f(z) =b
T




Pour l'instant, on ne peut encore rien dire si ce n’est que (u, ),y tendra vers la
limite de f en ¢ pour peu qu’elle en ait une.

Mais, imaginons que, tout naturellement, on ait lirr}Z f(z) = f(£) ou, autrement
—

dit, que f soit continue en /.
On obtiendrait alors un moyen efficace de trouver la limite d’une suite

récurrente & l'aide de la relation u, ., = f(u,) que I'on ferait « passer a la
limite » :

un+1 = f(un)

004 — U
0O+ U




Pour l'instant, on ne peut encore rien dire si ce n’est que (u, ),y tendra vers la
limite de f en ¢ pour peu qu’elle en ait une.

Mais, imaginons que, tout naturellement, on ait lirr}Z f(z) = f(£) ou, autrement
dit, que f soit continue en /. -

On obtiendrait alors un moyen efficace de trouver la limite d’une suite
récurrente & l'aide de la relation u, ., = f(u,) que I'on ferait « passer a la

limite » :

un+1 = f(un)

3 3

1 1 " . . B .
utrement dit lim w, = ( lim w )

?g' gg' n—-+0oo n f n—-+0o n

(sous conditions de continuité de f)




II. Stabilité algébrique

4. Limite d’une composée

Pour I'instant, on ne peut encore rien dire si ce n’est que (u,,),, tendra vers la
limite de f en ¢ pour peu qu’elle en ait une.

Mais, imaginons que, tout naturellement, on ait hn}; f(z) = f(£) ou, autrement
dit, que f soit continue en ¢. o

On obtiendrait alors un moyen efficace de trouver la limite d’une suite
récurrente a l'aide de la relation w, , = f(u,) que I'on ferait « passer a la
limite » :

un+1 = f(un)
3 3
' M Autrement dit lim u, = f< lim un) .
? I n——+00 n—+00
v £0) (sous conditions de continuité de f)
La limite cherchée serait alors nécessairement une solution de I’équation

f(z) =2 \*‘2
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II. Stabilité algébrique

4. Limite d’une composée

Pour I'instant, on ne peut encore rien dire si ce n’est que (u,,),, tendra vers la
limite de f en ¢ pour peu qu’elle en ait une.

Mais, imaginons que, tout naturellement, on ait hn}; f(z) = f(£) ou, autrement
dit, que f soit continue en ¢. o

On obtiendrait alors un moyen efficace de trouver la limite d’une suite
récurrente a l'aide de la relation w, , = f(u,) que I'on ferait « passer a la
limite » :

un+1 = f(un)
3 3
' M Autrement dit lim u, = f< lim un) .
? I n——+00 n—+00
v £0) (sous conditions de continuité de f)
La limite cherchée serait alors nécessairement une solution de I’équation

f@) =a.

Nous y reviendrons plus avant dans les paragraphes suivants car, pour l’instg\*y
rien ne nous assure que lirré flz) = fOn
r—
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Exemple 8 :

Soit (u,,),en, une suite définie par
récurrence par une fonction dont est
tracée la courbe représentative
ci-contre.

Les termes de la suite semblent
converger vers le point d’intersection
de C; et la droite d’équation y = z, un
« point fixe » de f.

On verra dans quel contexte ceci est
vrai.

1
1
1
1
1
1
i
!
Fu

—ooopooos

B

I3

& doscoosoy




En pratique, le corollsire (14.4) permet souvent de démontrer qu'une
fonction n’a pas de limite en un point «a :

%L acR

ﬂ’mmmwf@'awde&,m%a,£m@xdem2m (U ) men o
(vn)nens cowengeant verns a tellen que lim f(u,) # lim _f(v,).




En pratique, le corollsire (14.4) permet souvent de démontrer qu'une
fonction n’a pas de limite en un point «a :

%L acR

ﬂ’mmwf@'@wde&,m%a,£m@xdem2m(un)newet

(0)ners convergoant wows a tellls quo Timf(u,) # lm_f(v,).

Exemple 9 (cos N'a pas de limite en +00) :

Considérons les deux suites (u,,),cy €t (v,,),cpn définies par u, = 27n et

™
5 T Uy

2

U =

-




En pratique, le corollsire (14.4) permet souvent de démontrer qu'une
fonction n’a pas de limite en un point «a :

%L acR

ﬂ%unmnbmwfm]mda&,m%a iﬁm%;tdebW%mebeb(un)newet

nnerWmat@%W hmf %hm f(v,)

Exemple 9 (cos N'a pas de limite en +00) :

Considérons les deux suites (u,,),cy €t (v,,),cpn définies par u, = 27n et

m
’Un:§+un

Ona lim w, = lim v, =400 mais lim cos(u,)=1%#0= lim cos(v,).
n—-+0oo n—-+0o00 n—+oo n—+oo

-




En pratique, le corollsire (14.4) permet souvent de démontrer qu'une
fonction n’a pas de limite en un point «a :

%L acR

ﬂ%unmnbmwfm]mda&,m%a iﬁm%;tdebW%mebeb(un)newet

nnerWmat@%W hmf %hm f(v,)

Exemple 9 (cos N'a pas de limite en +00) :

Considérons les deux suites (u,,),cy €t (v,,),cpn définies par u, = 27n et

m
’Un:§+un

Ona lim w, = lim v, =400 mais lim cos(u,)=1%#0= lim cos(v,).
n—-+0oo n—-+0o00 n—+oo n—+oo

La fonction cos ne peut donc avoir de limites en +oo.

-




Soit f une fonction périodique.

Démontrer que si f admet une limite ¢ en +o00, f est constante.
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Soient a € R et deux fonctions f et g définies sur tout voisinage V, de a.

VaeV,, gx) < f(x),
Si, lim g(z) = ¢/ alors £ < (.

Tim f(z) = ¢

On parle souvent de conservation des inégalités larges par passage a la limite.




Soient a € R et deux fonctions f et g définies sur tout voisinage V, de a.

Vo e, g@) < @),
Sil glrlg(llg(w) ={ alors ¢/ < /.

Tim f(z) = ¢

On parle souvent de conservation des inégalités larges par passage a la limite.
Remarques :

m La proposition (15) n’est pas vraie avec des inégalités strictes : Si
g(z) < f(z) alors on ne peut pas en déduire £ < ¢’ mais seulement ¢ < ¢’ :

1 1
Prenez, par exemple f(x) = —— et g(x) = — qui tendent toutes deux vers 0
z x

1
alors qu’il est clair que —— < —, Vz € R*.
B 63




Soient a € R et deux fonctions f et g définies sur tout voisinage V, de a.

Ve eV, g(z) < f(x),
Si, }3{39(%) =t alors ¢ < /.

Tim f(z) = ¢

On parle souvent de conservation des inégalités larges par passage a la limite.

Remarques :

m La proposition (15) n’est pas vraie avec des inégalités strictes : Si
g(z) < f(z) alors on ne peut pas en déduire £ < ¢’ mais seulement ¢ < ¢’ :

1 1
Prenez, par exemple f(x) = —— et g(x) = — qui tendent toutes deux vers 0
z x

1
alors qu’il est clair que —— < —, Vz € R*.
B 63

m La proposition (15) peut s’étendre aux limites & gauche ou a droite. (I
suffit simplement de modifier I'intervalle de définition des fonctions).



La proposition (15) permet de comparer deux limites, mais elle ne permet
pas de démontrer ’existence de la limite d’une fonction ce qui n’est pas le cas

des théorémes qui suivent.




Soit a € R, trois fonctions f, g et h définies sur un voisinage ouvert V, de a et £
un réel.

Théoreme d’encadrement :

Ve eV, g(z)<f(z)<h(x)
: lim g(z) = lim h(z) = ¢ alors  lim f(x) = .

r—a Tr—a




Soit a € R, trois fonctions f, g et h définies sur un voisinage ouvert V, de a et £
un réel.

Théoreme d’encadrement :

Ve eV, g(z)<f(z)<h(x)
: lim g(z) = lim h(z) = ¢ alors  lim f(x) = .

r—a Tr—a

Théoreme de majoration :

VeV, o)< f)
Si lim g(z) = 400 alors 31611}(11 f(z) = +o0.
r—a




Soit a € R, trois fonctions f, g et h définies sur un voisinage ouvert V, de a et £
un réel.

Théoreme d’encadrement :

N

[ Yzev,, g(@) < fz) <h() |
: lim g(z) = lim h(z) = ¢ alors  lim f(x) = .

r—a Tr—a

Théoreme de majoration :

VeV, o)< f)
Si lim g(z) = 400 alors 31611}(11 f(z) = +o0.
r—a

Théoréeme de minoration :

VzeV, flx)<g(x)

Si liLn o(z) = —c0 alors Jlglgcll f(z) = —c0.




Déterminer les limites suivantes :

i 1
Q@ lim M Q lim w{—J
T—+00 az x—0 az
i . 1
° zl—l>r-il-loox ) Q@ lim x {—J
T—+00 98




Les variations de la fonction peuvent aussi « forcer » certaines propriétés de la

limite.




Soient a, b € R (a < b) et f:]a;b[ — R une fonction croissante.

m Si f est majorée, alors f admet une limite finie en b, et

lim f(z) = sup(f) < +o0.
r—b Jasb[




Soient a, b € R (a < b) et f:]a;b[ — R une fonction croissante.

m Si f est majorée, alors f admet une limite finie en b, et

lim f(z) = sup(f) < +o0.
r—b Jasb[

m Si f n’est pas majorée, alors liné f(z) = +oo.
T—




Soient a, b € R (a < b) et f:]a;b[ — R une fonction croissante.

m Si f est majorée, alors f admet une limite finie en b, et

lim f(z) = sup(f) < +o0.
r—b Jasb[

m Si f n’est pas majorée, alors lin}) f(z) = +oo.
T—

Remaraue : Lorsque f est décroissante, on a les résultats correspondants :
m Si f est décroissante et minorée, alors lirré flx) = ]inbf[ (f) > —oo.
z— a;

m Si f est décroissante et non minorée, alors lin?7 f(z) = —oc.
T—




Soient a,b € R (a < b) et f:]a;b[ — R une fonction croissante et x, € Ja;b[.

Alors, f admet une limite a gauche et une limite a droite finies en z et

lim f(z) < f(zo) < lim f(z).

Ty




Soient a,b € R (a < b) et f:]a;b[ — R une fonction croissante et x, € Ja;b[.

Alors, f admet une limite a gauche et une limite a droite finies en z et

lim f(z) < f(zo) < lim f(z).

Ty T

On retiendra le théoréme et la proposition précédents sous la forme ci-dessous :

Toute fonction monotone possede une limite & gauche et une limite a droite en
tout point en lequel cela a un sens.




Afin de bien le comprendre, précisons cet énoncé dans un cas particulier d’une
fonction f : [a;b[ > R croissante avec a € R et b € Ja;+o0].

Le théoreme de la limite monotone affirme que :

Q la limite lim f(z) EXISTE et elle est forcément FINIE car
T—at

fla) < lim f(x) par passage a la limite,
z—at

o UBTSI (yese d@) @l 1) Y



Afin de bien le comprendre, précisons cet énoncé dans un cas particulier d’une
fonction f : [a;b[ > R croissante avec a € R et b € Ja;+o0].

Le théoreme de la limite monotone affirme que :

Q la limite lim f(z) EXISTE et elle est forcément FINIE car
T—at
f(a) < lim f(z) par passage a la limite,
=t
@ pour tout ¢ € Ja;b[, les limites ILm f(z) et lim f(z) EXISTENT et elles
T—c™ Gl
sont forcément FINIES car ILm f(z) < fle) < lim f(z),
T—c™ G

o UBTSI (yese d@) @l 1) Y



Afin de bien le comprendre, précisons cet énoncé dans un cas particulier d’une
fonction f : [a;b[ > R croissante avec a € R et b € Ja;+o0].

Le théoreme de la limite monotone affirme que :
Q la limite lim f(z) EXISTE et elle est forcément FINIE car
T—at
f(a) < lim f(z) par passage a la limite,
=t
@ pour tout ¢ € Ja;b[, les limites ILm f(z) et lim f(z) EXISTENT et elles
T—c™ Gl
sont forcément FINIES car ILm f(z) < fle) < lim f(z),
T—c™ G

@ la limite lini f(z) EXISTE et elle est soit finie, soit égale & +oo.
T

o UBTSI (yese d@) @l 1) Y



o Limites

9 Stabilité algébrique

Q Propriétés de la limite

0 Extension aux fonctions complexes




Soit f : D — C une fonction, a € R adhérent & D et £ € C.

On dit que f admet ¢ pour limite en a si :

VYV, eVe(l), 3V,eVr(a), YVzeDNV, f[f(x)eV,




Soit f : D — C une fonction, a € R adhérent & D et £ € C.

On dit que f admet ¢ pour limite en a si :

VYV, eVe(l), 3V,eVr(a), YVzeDNV, f[f(x)eV,

Ve>0, Ja>0, VzeD, |z—a|l<a = |f(z)—{ <e,




Soit f : D — C une fonction, a € R adhérent & D et £ € C.

On dit que f admet ¢ pour limite en a si :

VYV, eVe(l), 3V,eVr(a), YVzeDNV, f[f(x)eV,

Ve>0, Ja>0, VzeD, |z—a|l<a = |f(z)—{ <e,

ou encore
lim | f(z) —£] = 0.




Soit f : D — C une fonction, a € R adhérent & D et £ € C.

On dit que f admet ¢ pour limite en a si :

VVZ S Vc(e), EIVa & VR(G/), Yz eD ﬂVa, f(l’) € VE?

Ve>0, Ja>0, VzeD, |z—a|l<a = |f(z)—{ <e,

ou encore
lim | f(z) —£] = 0.

Le théoreme d’unicité de la limite est encore valable, ce qui autorise la notation

lim f(z).

r—a




Soient f: D+ C, a € R adhérent & D et £ € C.

glclgllzf(x) ={ < }E,I‘IIRE (f)(z)=Re(?) et lmIm(f)(z)=Im(¢).

z—a




Soient f: D+ C, a € R adhérent & D et £ € C.

lim f(z) = < };ig‘lzRe (f)(z)=Re(?) et lmIm(f)(z)=Im(¢).

z—a

Détinition 6 (Fonetion gornée) :

Soit f: D+ C une fonction.

On dit que f est bornée s’il existe un réel K > 0 tel que V2 € D, |f(z)] < K.

Globalement, on dit que f est bornée sur D si, et seulement si | f| Pest.




Soient f: D+ C, a € R adhérent & D et £ € C.

lim f(z) =¢ < glcinglRe (f)(z)=Re(?) et lmIm(f)(z)=Im(¢).

r—a

Détinition 6 (Fonetion gornée) :

Soit f: D+ C une fonction.

On dit que f est bornée s’il existe un réel K > 0 tel que V2 € D, |f(z)] < K.

Globalement, on dit que f est bornée sur D si, et seulement si | f| Pest.
En particulier,

Soit D un sous-ensemble de R.

Si f: D C admet une limite finie en a € D alors f est bornée sur un
voisinage de a.

~ PTSI (Lycée J.G) Chapitre 14



ATTENTION

Pas de +00 dans C ni de théorémes basés sur la relation
d’ordre.




Pas de +00 dans C ni de théorémes basés sur la relation
d’ordre.

Les notions de limite a gauche et a droite, ainsi que la
caractérisation de la limite en termes de limite a gauche et
a droite, sont maintenues pour les fonctions complexes, de
méme que les résultats sur les opérations d’addition,

produit, multiplication par un scalaire et inverse, a ceci pres
que les symboles 400 sont bannis.




ATTENTION

Pas de +00 dans C ni de théorémes basés sur la relation
d’ordre.

Les notions de limite a gauche et a droite, ainsi que la
caractérisation de la limite en termes de limite a gauche et
a droite, sont maintenues pour les fonctions complexes, de
méme que les résultats sur les opérations d’addition,
produit, multiplication par un scalaire et inverse, a ceci pres
que les symboles 400 sont bannis.

Les grands théorémes d’existence de limite - théorémes
d’encadrement/minoration/majoration et théoréme de la
limite monotone - n’ont pas de sens dans le cas complexe car
ils utilisent de facon essentielle la relation d’ordre < sur R.
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