]_ Semaines 12 et 13

Matrices et Limites |

Question de cours : Transposée d’un produit et de l'inverse.

Exercice | : Déterminer les limites suivantes :
1 li 24+ 1— ; 1 2
N B B e e
0 m  m?2
L 0
Exercice 2 : Soit A= | m m
1 1
— — 0
m2 m

Calculer (A —1I3)(A + 21,).
|z| Montrer que A est inversible, et déterminer A~!.
1 1
Soient B = §(A +1I;) et C= —g(A — 2I;). Déterminer B™, C™ puis A" pour n € N*.

Les relations sont-elles valables pour n € Z7
Correction :
(A —T,)(A + 2I,) = 2A.
1 1
De ce fait, A? — A =215 ou encone S(A—TA=T; A otl inwensible, o A1 = 5(A—Ts).
B"=B o C" =C. @'WM BC = CB = 0.

Jinsi, comme A = 2B—C, mo@bmut%dé/\do?wnﬁ: A" = 2"B" 4 (—1)"C" = 2B+ (—1)"C.
&W@MWWWMd@X” pon X2 =X -2

an 2 —§—1) N +23(—1) L

?mnez,@g@w@onman:Bacnzcmmﬂwm@oﬁﬁ%(mBacmmw
En nevandle, A”:Q"B+(—1)"C%J;Ww&%€w@ag

(27"B+(—=1) "C)A" = (27 "B+ (-1)"C)(2"B+ (—1)"C) =B+ 0+ 0+ C?* =B+ C =1;.

Lycée Jules Garnier il PTSI



]_ Semaines 12 et 13

Exercice 3 : Soient a et b des réels non nuls, et A = ( 8 Z > .

Trouver toutes les matrices B € M4 (R) qui commutent avec A, c’est-a -dire telles que AB = BA.

Lycée Jules Garnier il PTSI
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Semaines 12 et 13

Matrices et Limites

Question de cours : Trace d’un produit.

Déterminer les limites suivantes :

[ 1 \/T
1+ ——4/—
z—0t x X

Exercice | :

Al va?+1-var -1

lim

Exercice 2 : Soit A= 1
Calculer (A +1,)3.
Montrer que A est inversible et donner A1,

Déterminer A™ pour n € N*.
Correction :

Calowlon, (A +1,)% = 0,
A3+ 3A% 4 3A 41, =0, done A(—A2+3A —L;) =I; &t Al = —A2 4+ 3A — 1,

—a —a

—1—a

0 a a ( 1) 0 0
n(n —
A=I;—n| 1 0 0|+ 5 0 a a
-1 0 0 0 —a —a
1 —na —na
n(n—1) n(n—1)
_ n 14+ 5 5 a
—1 —1
. _n(n2 )y 1 n(n2 ),

Lycée Jules Garnier

PTSI



2 Semaines 12 et 13

Exercice 3 : Soit A = (a, ;) € M, (K).

Montrer que :
VBeM,(K),AB=BA < INcK A=2A],

Lycée Jules Garnier il PTSI



3 Semaines 12 et 13

Matrices et Limites

Question de cours : Unicité de la limite.

Exercice | : Déterminer les limites suivantes :
lim x(v1+22—2) lim V2r+1-3
Tr—r—00 ey /_x — 2 _ \/5

Exercice 2 : Soit A € M, (R) une matrice nilpotente, c’est-a -dire qu'il existe p > 1 tel que
AP =0.

Calculer (I, — A)(I,, + A + ... + AP71).

En déduire que la matrice I,, — A est inversible, et donner son inverse.

Exercice 3 : Soient A € M, (K).

Montrer que :
vDe D, (K), AD=DA < AcD,(K).

Lycée Jules Garnier il PTSI



4: Semaines 12 et 13

Matrices et Limites

Question de cours : Si f admet une limite finie alors, [ est bornée.

. 1
Exercice | : Déterminer lim +/z.sin —.
z—0" \/E
1 -1 2
Exercice 2 : Soit A=]0 1 1
0 0 1
Déterminer A™ pour n € N.
0 —1 2
Correction : A=L+Nawec N=|0 0 1
0 0 0
0 0 -1
OnaN2=|0 0 o0
0 0 0
. nn—1)
Don, A" = (I; + N)" = Iy +nN+ =N
-1 1 1
Exercice 3 : Soit A = 1 —1 1 |.Montrer que A% = 2I; — A. En déduire que A est
1 1 -1
inversible et calculer A~L.

Lycée Jules Garnier il PTSI
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Semaines 12 et 13

Matrices et Limites

Question de cours : Théoréme d’encadrement.

. sin 2x
Exercice | :

Déterminer lim — .
z—0 sin 3¢

Exercice 2 : Soit A =

— =W
_ W
W = =

Montrer qu'il existe deux suites (a,,) et (b,,) telles que Vn € N,A" = a, A +0,]1,.
Expliciter a,, et b,,.

Correction : A2 =7A —10I,.
5n _ on
@rn, o Api1 = 7an + bn of done Un = n3 n
b\ = —10a, , _52-25
" 3
0 —1
Exercice 3 : SoitA=|—-1 2 —1|.Calculer A2—3A+2I;. En déduire que A est inversible,
1 -1 2
et calculer A1,

Lycée Jules Garnier
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6 Semaines 12 et 13

Matrices et Limites

Question de cours : Transposée d’un produit et de l'inverse.

rsinx

Exercice | : Déterminer lim ——— .
z—01—cosx

1 1 1
Exercice 2 : SoitA=1|1 0 0
1 0 0

Expliciter a,, et b,,.

==
= =
&
>
w
I
w W
— = W
= =W

3
Correction : A2=11
1

—a, +b 0
®n@A3:A2+2Aam{an+l Ut done o _ &gy

n+1 —

Montrer qu'’il existe deux suites (a,,) et (b,,) telles que Vn € N*, A" = a, A% + b, A.

Exercice 3 :
Montrer que pour tout 0 < e < 1 et pour x € R, on a :

|ac—1|<;1 = |22 +z-2/<e

En déduire :
lim2? +2—1 et lim(2® + 2 —2)cosx.
r—1 x—1

Lycée Jules Garnier 8 I
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7 Semaines 12 et 13

Matrices et Limites

Question de cours : Trace d’un produit.

. , . . sinx —sin2zx
Exercice | : Déterminer lim —
z—0 x

1 20
Exercice 2 : SoitA=1]2 1 0
00 3

Déterminer les réels a, b, ¢ tels que A® = aA? + bA + cl;.

5 4 0 13 14 0
Correction : A2=14 5 0| A3=]14 3 0
0 0 9 0o 0 27

S5a+b+c =13

&»cﬁeﬂcﬂm&a,bm,mbozmﬂebWmed&@Tm&é: 4a +2b =14
9a + 3b+ ¢ = 27

1 2
%%@mw%mmdew&mazz—gc@zb:3+ga
QI%LW%Immdéj@AQZQA—F?)IS.

Exercice 3 : Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant x, dans son intérieur. On
suppose que lim f(x) =u > 0.
T

Démontrer qu'il existe t > 0 tel que si 0 < |z — z4| < t alors |f(z)] > g

Lycée Jules Garnier il PTSI



8

Semaines 12 et 13

Matrices et Limites

Question de cours : Unicité de la limite.

R , . . tanx
Exercice | : Déterminer lim T
z—0 cos*x — 1

Exercice 2 : Soit

110
A=|0 1 1], 1=
00 1

Calculer B™ pour tout n € N. En déduire A™.

100
01 0 et B=A—-1L
0 0 1

Exercice 3 : Soient fet g deux fonctions définies sur R, telles que

VreR, g(z)>0et xli_)rgo%:L#O.

Montrer que lim f(z) =0< lim g(z) = 0.
T—00 Tr—00

Lycée Jules Garnier 10 I
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9 Semaines 12 et 13

Matrices et Limites

Question de cours : Si f admet une limite finie alors, f est bornée.

Exercice | : Montrer que si une fonction f définie sur E C R est continue en x alors la fonction
|f] est, elle aussi, continue en x,.

Montrer que la réciproque est fausse.

Exercice 2 : SoitM=1] 1 -1 1

Calculer M2 + M.

|zl En déduire que M est inversible et calculer M1,
Correction :

M2 4+ M = 21,.

1 1 1
M (M+1)] =1, dmwMebtim/uejsz»@eetM_lzi(M—i—IQ):i

_ = O
_ o =
[ e

Exercice 3 : Soient fet g deux fonctions définies sur R, telles que

VeeR, g(x)>0et lim f@)

z—o0 g(x) =L+0.

Montrer que si L > 0, lim f(z) = 00 < lim g(x) = oo.
Tr— 00

T—00

Lycée Jules Garnier 11 I PTSI
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Semaines 12 et 13

Matrices et Limites

Question de cours : Théoréme d’encadrement.

. V1 —V1-
Exercice | : Déterminer lim e .
z—0 xT
1 0 2
Exercice 2 : Soit A= [0 —1 1. Calculer A> — A. En déduire que A est inversible puis
1 =2 0
déterminer A=1.
2 0 0
Exercice 3 : SoitA=|0 2 1
0 0 2
Montrer que A est inversible et déterminer A1,
) 2 0 0
Correction : Al = 110 2 -1
00 2

Lycée Jules Garnier
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]_ ]_ Semaines 12 et 13

Matrices et Limites

Question de cours : Transposée d’un produit et de l'inverse.

. 1
Exercice | : Déterminer lirr(l) —(V1+z+a22-1).
x—0 T

2 -1 2
Exercice 2 : Soit A=| 5 -3 3 |.
-1 0 =2
Calculer (A +1)3.
|zl En déduire que A est inversible.

Exercice 3 : Soient n € N* et A, B € M,,(K).

Montrer :
(vx e M, (K), tr(AX)=tr (BX)) — A=B.

Lycée Jules Garnier 13 I PTSI



]_ 2 Semaines 12 et 13

Matrices et Limites

Question de cours : Trace d’un produit.

Exercice | : Calculer lorsqu’elles existent les limites suivantes

x1—1>5-noo r+5—-vr—3 hH(l)
z—

V1+ax—+V1+ 22
T

Exercice 2 : Déterminer le centre de M, (K) i.e. {M € M, (K),¥VX € M, (K),MX = XM}.

Exercice 3 : Soient n € N* et A,B € M, (K).

Montrer :
(vx €M, (K), tr(AX)=tr (BX)) — A=B.

Lycée Jules Garnier 14 I PTSI
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Semaines 12 et 13

Matrices et Limites

Question de cours : Unicité de la limite.

Exercice | : Calculer lorsqu’elles existent les limites suivantes
2 _
x4 2| .oz —1
im —— 21 lim
zll}glm T z—1 ™ —1

Exercice 2 : Soient n € N* et A,B € M, (K).

Montrer :
(vx €M, (K), tr(AX)=tr (BX)) — A=B.
-1 a a
Exercice 3 : SoitA=|1 —-1 0
-1 0 -1

Montrer que (I; + A)? = 0.
E En déduire A™ pour n € N.

0 0 0
Correction : St N=L,+A Ona N2=[0 4 o« etg,%e,ob;/\mgnLNgzog_
0 —a —a
n n n n(n_ 1)
De ce Ka»b A" = (N—1I)" = (-1) (IS—nN—i— 2N2>.

Lycée Jules Garnier
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]_4: Semaines 12 et 13

Matrices et Limites

Question de cours : Si f admet une limite finie alors, f est bornée.

Exercice | : Calculer lorsqu’elles existent les limites suivantes
.22+ 27 . x2—4
ili% T E igx2—3x+2
0 1 -1
Exercice 2 : SoitA=|—-1 2 —1|.Calculer A2—3A+2I;. En déduire que A est inversible,
1 -1 2
et calculer A1,

2 0 1
Exercice 3 : SoitA=]0 2 —1
1 -1 1

Calculer A(A — 2I;)(A — 3I;).

En déduire A™ en fonction de A% A et I, pour n € N.
Correction : A(A —2I;)(A —31;) =05
@«»%@%WW@ X" pan X(X —2)(X —3) -
X7 = X(X — 2)(X — 3)Q +a, X2 +b,X +c,,.

2" — 4a,, +2b, + ¢,

2.3’” . 3.2’” 9.2’” . 4.3”
On a 3" =9a, +3b, +¢, .On obbient a, = b, = o ¢, = 0.

C’IL - 0
2.:;” 7:;.271, 2 9.2” *4.3”

An =
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]_ 5 Semaines 12 et 13

Matrices et Limites

Question de cours : Théoréme d’encadrement.

Exercice | : Calculer lorsqu’elles existent les limites suivantes
V14221 . sin? z
lim —————— lim ——
z—0 T z—m 1 4 cosx
-1 1 1
Exercice 2 : Soit A = 1 —1 1 |.Montrer que A2 = 2I; — A. En déduire que A est
1 1 -1
inversible et calculer A~1.

2 -2 1
Exercice 3 : SoitA=1]| 2 -3 2
-1 2 0

1} Calculer (A —I,)(A + 31,) et en déduire A2 en fonction de A et I,.
3 3 3

De maniére générale, montrer que A*¥ pour k € N s’écrit sous la forme A = a, A + b, 1.

Trouver a,, et by,.
Correction : (A —1;)(A +31;) = 05 donc A2 = —2A + 31,

_ 1 (=3)"
ak+1:bk,*2ak of ak_T
N P Y

’ 4

Lycée Jules Garnier 17 I PTSI



]_ 6 Semaines 12 et 13

Matrices et Limites

Question de cours : Transposée d’un produit et de l'inverse.

Exercice | : Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant z, dans son intérieur. On
suppose que lim f(x) =u > 0.
T—Tq

u
Démontrer qu'il existe ¢t > 0 tel que si 0 < |z — z4| < t alors |f(z)]| > 5

Exercice 2 : Soient A € M, (K).

Montrer que :
vDe D, (K), AD=DA < AcD,(K).

3 0 2 0

. -1 2
Exercice 3 : Soit M = 0

— 0O -1 0

0o -2 0 3

Pour n € N, calculer (M —I,)".
En déduire M™ pour n € N.
Correction : $oit N=M—1,. N2 =0, Sinsi M™ = (I, + N)" =1, + nN.

Lycée Jules Garnier 18 I PTSI



]_ 7 Semaines 12 et 13

Matrices et Limites

Question de cours : Trace d’un produit.

Exercice | : Soient fet g deux fonctions définies sur R, telles que
- fl@) _
VeeR, g(z)>0et xli)rgom—L#O.

Montrer que lim f(z) =0<« lim g(z) = 0.
T—00

T—00

Exercice 2~ : Soit A = (a; ;) € M, (K).

Montrer que :
VBeM,(K),AB=BA < INecK A=2A],

Exercice 3 :
Pour n > 2, déterminer le reste de la division euclidienne de X" par X2 — 3X + 2.
0 1 -1
Soit A= -1 2 —1
1 -1 2
Déduire de la question précédente la valeur de A™, pour n > 2.

Lycée Jules Garnier 19 I PTSI



]_ 8 Semaines 12 et 13

Matrices et Limites

Quuestion de cours : Unicité de la limite.

Exercice | : Soient fet g deux fonctions définies sur R, telles que

VereR, g(z)>0et zli_}rglo%:L#O.

Montrer que si L > 0, ILm f(z) =00 < lim g(z) = 0.

T—00

Exercice 2 : Soient a et b des réels non nuls, et A = ( 3 2 ) )

Trouver toutes les matrices B € M4(R) qui commutent avec A, c’est-a -dire telles que AB = BA.

1 0
Exercice 3 : Soit A= |0 1
1 0
Montrer que A% —3A2 + 2A = 0.
|zl En déduire A™ pour n € N*.
A est-elle inversible ?
Correction : On egg%m b dinsision eudlidienne de X™ pon X —3X? 42X = X(X ~1)(X ~2) :

1
0
1

X" =X(X-1)(X-2)Q+a,X2+b,X+c,.

1"=a, +b, +c,
On o < 2" =4a, +2b, +¢, . On olbient a, =271 —1,b

C’IL - 0
2.3” _:;.2 2 9'271 _4.377,

6 6

=2-2"1et ¢, =0

n

Dome A =

Lycée Jules Garnier 20 I PTSI



