Fonctions de la variable réelle
Fewille d exercices n°15 Continuite
Fonctions de Ia variarle réelle
Continuité
Exercice | : Etudier la continuité des fonctions suivantes :
A f: R——R 6 f: R——R
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Exercice 2. : Etudier la continuité des fonctions suivantes en n € Z :
[} fzr—2—|z] h:x|—>LxJ2—mLxJ+x2
gz |z) + (2 — [2])?
Exercice 3 : Les fonctions suivantes sont-elles prolongeables par continuité ?
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Exercice 4 : On consideére la fonction xgq, appelé fonction de Dirichlet, définie par

xQ(x)—{ 1 sizeqQ

0 sinon
‘ Démontrer que x n’est continue en aucun point de R.
‘ Etudier la continuité sur R f: R ——> R

x rXq (7).

Exercice S : On consideére la fonction f définie sur R par

1
sin <—> siz#0
x

flz) =
0 sixz=0.

Démontrer que la fonction f n’est pas continue en 0, mais qu’elle vérifie la propriété des valeurs
intermédiaires i.e. que pour tous a < b de R et tout réel k compris entre f(a) et f(b), on peut
trouver ¢ € [a;b] tel que f(c) = k.

zlz]

Edh

Déterminer la limite a gauche en p pour p € N\ {0, 1}. f est-elle continue en p?

Donner la limite de la suite (f(u,)), _, lorsque :

Exercice £ : Soit la fonction f définie sur [1;+o00[ par f(z) =

®un:n @un:n-ki

1 Inn

‘ Pensez-vous que f posséde une limite (finie ou infinie) en +o00 ?

Exercice T : Soit f : [a;b] — R une fonction continue, et soient p, ¢ deux réels strictement
positifs.

Démontrer qu'il existe ¢ € [a;b] tel que pf(a)+ qf(b) = (p+q)f(c).

. 3T B .
Exercice & : Justifier 'existence d’une unique solution o dans ]77; - { de I’équation tan x = .
Donner une solution approchée de o & 10~! pres.

Exercice 9 : Soit fla fonction définie sur R par f(z) = 23 — 322 — 1.

Discuter, suivant la valeur de a € R, le nombre de solutions de ’équation f(z) = a.

Exercice O : Soit f une fonction continue de [0, 1] dans [0, 1].

Montrer que pour tout n € N*, I'équation f(z) = 2™ admet (au moins) une solution sur [0, 1].
Exercice | : Soit n, un entier naturel (n > 2). On considere ’équation (E,,) : 2™ —na +1 = 0.

Montrer que (E,,) admet sur [0, 1] une unique solution notée a,,.
[2] Montrer que la suite () converge vers 0.
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Exercice [ : Soit f: R+ R une fonction continue telle que

lim f(z)= lim f(x)= +o0.

T——00 r—+00

Montrer que f admet un minimum sur R.

Exercice 3 :

1
[1] Montrer que f: 2+ — +
r  x—

‘ Déterminer la limite de f~1(27™) lorsque n tend vers +oc.

réalise une bijection de ]0,1[ dans R.

Exercice [+ : Soit f: R — R une fonction continue périodique non constante. On veut prouver
que f admet une plus petite période, c’est-a-dire qu’il existe T > 0 tel que

— f(x+T) = f(z) pour tout z € R.
— Pour tout 0 < 7 < T, il existe x € R avec f(x + 1) # f(x).
On pose
A={r>0:VzeR, fz+71)=f(x)}.
Justifier que A admet une borne inférieure que ’on notera T.
‘ Démontrer que T > 0.
‘ Démontrer que T est une période pour f.

Lycée Jules Garnier ﬂ‘ PTSI - Vinci



	EcritureA-Romain Feuille d'exercices no15: Fonctions de la variable réelle  Continuité

