fonctions de la variable réelle

Feuille dexercices n°15 Continuite
Fonctions de la variarle réelle
Continuité
Exercice | : Etudier la continuité des fonctions suivantes :

‘f: R+—>R

‘f: R+—>R

@f: R +——> R
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f: Rr—>R
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Exercice 2. : Etudier la continuité des fonctions suivantes en n € Z :

h:xr |z)? —x|z] + 22

[} fzr—2—|z]
2] g:2— 2]+ (z—|z))®

zlnjz| si x#0
0 si x=0

221 g x#1

2 si z=1

1
e 22 si x#0

0 si x=

1
xez si x#0

0 si =0

l—z|i] si z#0

0 si x=

Exercice 3 : Les fonctions suivantes sont-elles prolongeables par continuité ?

1
fix— :c’l—i—f‘
T
sin 2z
T —
Ve+4-2

x? + |z|
72 — ||

f
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V2zx —2—-2
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six=-—1

Exercice 4 : On consideére la fonction xgq, appelé fonction de Dirichlet, définie par

1 sizeq
1 0 sinon

Démontrer que xgq n’est continue en aucun point de R.
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‘ Etudier la continuité sur R f: R ——> R
x rXq(T).

Correction : ?MxGR.?mW@Q&CQMR,&WWWdQMU eb
R n/neN

wnemml’ed/mhabtmvneﬂ (Un)new commemca/eo/r\bumx
Comme Ve N f(u,)=1e f(v,) =0, WW@Q@W f me et éhhe confinue en 1.

Exercice S : On considére la fonction f définie sur R par

(1 .
sin (;) siz#0

flz) =
0 six=0.

Démontrer que la fonction f n’est pas continue en 0, mais qu’elle vérifie la propriété des valeurs
intermédiaires i.e. que pour tous a < b de R et tout réel k compris entre f(a) et f(b), on peut
trouver ¢ € [a;b] tel que f(c) = k.

Correction : ?mrw%wfn%brabm%Qtﬂm%bdemem(un)neNctMA,

wn/u@wj/e vern (), mais teﬁ?e c1u,e <f(un))new e cxyn/w@uae [\,Q/:v went f(O) =
o, w,, =

comusient; i n) =1 toul enliien n.
27”-(_'_% rum,c,}u,ef(u) ‘[‘\OUJL n

Foient a < b deuco neelb.
— $0¢ [a;b], dlows f est conlinue sun [a; bLamwmm%W&bﬁmwmmﬂwm
Unb@vm,ed,wm%a/f.
—Spi/nmbma/dmwoeab Som?mrede%,@nmﬂ.@bg P@JLM»[V[\ML()#O
Foit p enbne fla) e f(b) WQWWWWQMUM%[—1;1]&50«‘):96[0;277[@8%@
sin(f) = p.

oboznba@om,v —#
2nm + 0

Eﬁcubml’e Uy Jmen mm%emo ronmfe«mawwmm
dng € N b&wvno €l0sb] Cla;d] & VneN, f(v,) = pu.

@nadum@imbwué(w%)ww&@m@nbvnode[a;b]beﬁﬁkwf(vno>zuwuwn1mm
f(a) & (f(b).
Finsi, %bwnemp,@umwwfmgvnwyw% [a; 0] Qa,@ompumfwm%e?a,mm@dm«mpﬂuw

inbervmédiaines sun intensalle [a;b] sans dhe continue sun [a;b).

zlz

W.

‘ Déterminer la limite & gauche en p pour p € N\ {0,1}. f est-elle continue en p?
Donner la limite de la suite (f(u,,)), _, lorsque :

Exercice & : Soit la fonction f définie sur [1;+o00[ par f(z) =
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1
U, =n U, =n
@ ! 1 @ Y Inn
@ U, =n -+ B
‘ Pensez-vous que f posséde une limite (finie ou infinie) en +o00 ?

Exercice T : Soit f : [a;b] — R une fonction continue, et soient p, ¢ deux réels strictement
positifs.

Démontrer qu'il existe ¢ € [a;b] tel que pf(a) + qf(b) = (p+ q) f(c).

Correction : fﬁenéoﬁﬁf()—i-if ) ek dainement un need de Lintersalle [f(a); f(b)] (o
[F(0)5 f(a)] s f(0) < fla) ) puinquid sout Af(a) + (1—N)f(b), awec A€ [051] qui ek ¢ o

?W%wammwkﬁmmmmmmwmce[a;md

P gL
fle) = B fta) + s,

J\ﬂpwwwpﬂ;o‘%tm@m&mfmw&.

. 3T
Exercice & : Justifier 'existence d’une unique solution « dans ]77; - { de I'équation tan x = z.
Donner une solution approchée de o & 107! pres.

Exercice 9 : Soit fla fonction définie sur R par f(z) = 2® — 322 — 1.

Discuter, suivant la valeur de a € R, le nombre de solutions de ’équation f(z) = a.

Correction : %@om&mf%bdéwmﬁ@em[Retbo,d;@wuéeebtf’(m)=3m2—6x=3m($—2).®m%
deduit b talleau de vaniations suisant :

PN

GWWQPMJWQQWM&@M@M
- 5%@>—1,Wf(a:)<—lb/uxE]—oo,Q],iﬁm'%awwmma@'%mﬂmf(x)zam

et inbernsalle.
Dantre pant; f%tw@mm@mmbmm]2'+oo[ etae]f(2); 1imoof(x){=]—5;+oo[.
%Ld,@dmmwnebo&»ﬁwmwmﬂwdambgvnb@wofﬂe Q@cwob;om,f = q, ef donc ausbi une

— 5%a=—1,m@a&tQ&m@nwammwmm@%Mmﬁqm&n%aWd&bo&MWM]—w;O[
ni dams |05 +0o0].
&Lhmm@ﬁemv@oubmf :*15€Wf :*IOAMMQM.
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- Sﬁae]—s;—maﬁmawﬁemwwwm@(wmmamwm
WW)WWW@'Wﬂx):aWWWWMC&WNMWw&%
]—00;0] 10;2[et}2;+oo{.f]ﬁwmmw&mma,@w f(z) = a sun R

_%a<—5,aﬂmu£mrgm@%wmd@m&mm®mmaﬁ?@ (03 +oo] o puisque f est
bbnictement cuisbante, conbinue swn |—00;0 anec lim f(z) = —oo o f(0) — 1 Q‘W flz) =a
me&nmwm]—oo;o[.

- %ua:—ammmw&m@@mm]—m;%am2.

Exercice [O : Soit f une fonction continue de [0, 1] dans [0, 1].

Montrer que pour tout n € N*, I'équation f(z) = 2™ admet (au moins) une solution sur [0, 1].
Exercice | : Soit n, un entier naturel (n > 2). On considére ’équation (E,) : 2™ —nx +1 = 0.

Montrer que (E,,) admet sur [0, 1] une unique solution notée a,,.

Montrer que la suite («,,) converge vers 0.
Exercice [ : Soit f: R+ R une fonction continue telle que

lim f(z)= lim f(z)= +oc.

Tr——00 T—+00

Montrer que f admet un minimum sur R.

Correction : Eﬁewﬁmwwm@%mm@mmm%t&mmmm.
EwQegawwfwmtm@mm%ioomﬁmt%oWmmmd@mmam

My, f(z)

x) =
My, f(z) >
@meW&W@W&MQW [MQ;Ml}.%ﬁ,@Wwdmrno@Qé/md,

- %mammw%mdef%tggge@mmm@mmm% [M,; M, ],

- &&@o@mmmﬂam@Awme%mummwﬁwba@MletM?
OMQMWW&A:f(O).?mme@m@A,%W@%WW@%»@J@Mlet
M.
%gom@umf%tmnmm[MQ;Ml}m&mm%e[l\@;m]b&wwwxe[Mg;Ml},
on aib f(z) = f(x) dw&tﬂmmwm

VA>0,3M, >0, Va

> A.
VA >0 3M, <0, Vo< A.

@'mbw,[wn):,ux>1\/[1ouw;:v<MZmuf(x)>A:f(O)>f(x0).

Exercice I3 :

1
Montrer que f: x> — +
T T—

Déterminer la limite de f~1(27™) lorsque n tend vers +oc.

réalise une bijection de ]0,1[ dans R.
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Exercice [+ : Soit f : R — R une fonction continue périodique non constante. On veut prouver
que f admet une plus petite période, c’est-a-dire qu’il existe T > 0 tel que

— f(z+T) = f(x) pour tout = € R.
~— Pour tout 0 < 7 < T, il existe x € R avec f(x + 1) # f(x).

On pose
A={r>0:VeeR, f(z+71)= f(z)}.
‘ Justifier que A admet une borne inférieure que I'on notera T.
Démontrer que T > 0.
‘ Démontrer que T est une période pour f.

Correction :

2] %o 2 £y el que f(2) # f(y). Tt & = |f(y) = fl@)] > 0.
ﬁm&m5>0@gwwwzek,\y—z|<6m|f(y)—f(z)\<€.
?WWT:O.M{EWTGAbe@cTueO<T<5.Jm;omQQonb,imeewm@nhmn€Z

b&ww+n7<y<$+(n+l)zd:dmw ly — (z + nT1)| < 0.

On en deéduit
1f(y) = f(@)] = [f(y) = fle +n7)| <e = [f(y) — f(2)].
Usme: contradiction. On o donc T > 0.
[3] Fcons z €R o noit (7,,) mewéﬂ@mﬂt@d@AWWmT.

ﬂaw\bctue f(m—l—Tn):f(x)J&J/co'nﬂmwbédefe/mZ‘—&-T@nbwfmecwef(l‘—‘rT):f(I),
ﬁme&mmr@md@ﬁammmam@@WWW@f
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