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Fonctions de la variarle réelle
Dérivabilité

Q DERIVABILITE ET PROLONGEMENT

Exercice | (Dérivée usuelle) :

vantes et préciser leur domaine de dérivabilité :

Les fonctions constantes.
z — .
Exercice 2. : Déterminer :

—1
H 250 ln 1 —1—33)

Exercice 3 :

Retrouver les fonctions dérivées des fonctions usuelles sui-

x — exp(z).
[4] 2+ cos(x).

lim

arccos ()

- -1 \/1_m2

en 2. Vérifier en utilisant les formules de dérivation.

Exercice 4 : Dériver, sans se soucier du domaine de dérivabilité.

$|—)($3+$—2>4 ZL‘Hﬁ
r— (1+x2)V1i+zx le 46

v r+1

w1
@] «+— a*Vz G
x — 22 cos(z) sin(x) s cos(z)
[6] =+ (z + sin(z))* —l sin(z) + 2
1\° 3
I 18
x|—>(\/g) x'—>tan(5x)

H i
@xH<f1>

)

9| r— —

v+ z+1
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20} = +—

29 = 1+

223 — 1 T 3
N oo S
COS|\T
JUH# 2] = +—
Vi —2
2 = 5 @] o1 \o 4 JorvE
COS(T
Evam 4] «— Va2 + 6o —1

Calculer, en appliquant la définition le nombre dérivé de [ : x +— Va2 —xz + 1

. 1
$|—> Sln(m>
[26] z+— .

‘ :cl—>ln<x-|— 1+x2>

1
x> In (cos (E))
[30] =+ In|7— 2z
x+— Vx
T x”
z— z*
Tz
3] = +— (142412
E‘ @ ot
m x> cos (In (14 Vx))

- 2 > sin | In ( ))
x > cos?(x) — sin(x)

Exercice S : Apres avoir préciser le domaine de dérivabilité, déterminer la dérivée des fonctions

suivantes :
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|—>.(C)Os_(x)(> (5] z+— 2™
si(x COS(T @‘ s s <ln (1+i>>

z—1
\xl—>xvm+1 4] sz o+ [7] =+ tan®(x)

Exercice & : Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes sur leur ensemble de définition :

[} z— (1+2)Vita

=]
8

[1) 2+ |sin(z)] T |z T+ |5 — Tz + 227
2] z+— |z r+ (r—1)V1— 22 [8] =+ /zarcsin (x)
3] =+ |z] [6) 2+ 2—(z—2)|z -2

Exercice T :

‘ Soit f définie sur R par f: R+—> R

ar+b sixzx <O
{\/m sixz > 0.

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f soit dérivable en 0.
‘ Déterminer a,b € R de maniere a ce que la fonction f définie sur R, par

fi R——> R

N sio<xr <1
T
ar?+br+1 siz>1.

soit dérivable sur RY .
2—122 siz<l;

Soit f définie sur R par f(z) = { 1

— siz>1
x
Montrer que f est continue mais n’est pas dérivable en 1 et en donner une interprétation
géométrique.
sin(x
A . P (z) six#0
[4] Mémes questions en 0 avec f définie sur R par f(z) =
1 siz=0.

Exercice & :
g _ .
On définit f: R+ R par f(0) =0et Vo #0, f(z) —xsm(x).

(=) Démontrer que f est continue sur R et dérivable sur R*.
@ f est-elle dérivable en 07

1

2] Soit g:]0;1[ — .
oit g :]0;1[  exp (1”)

@ Montrer que g se prolonge par continuité en 0 et en 1.

@ Etudier la dérivabilité en 0 et en 1 de ce prolongement.
Soit & : R+ R définie par Vx € R, h(z) = z|z|.

(=) Démontrer que h est de classe €' sur R.

@ La fonction h’ est-elle dérivable sur R ?

. 1

Exercice 9 : Soit f définie sur |0;1[ par f(x) = xexp (1—)
nz

Montrer que f admet un prolongement de classe ¢ [0;1].
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Exercice O : Soit f: [-1;1] ———> R
x zarcsin(z) + V1 — x2
[1] Montrer que f est continue sur [—1;1], dérivable sur |—1;1[.
Déterminer f’(x) pour tout z € |—1;1].
‘ Montrer que f est dérivable sur [—1;1].
En déduire :

xarcsin(xz) + V1 — 22 — T xarcsin(x) + V1 — 22 + T
@ lim 2 @ lim 2

z—1 x—1 r——1 x+1

@ DERIVEES n™&s

. 1
Exercice [ : Soit f: R* — R la fonction définie par f(z) = =

n!
xn—&-l :

Montrer que, pour tout n € N : Vo € R*, f®)(z) = (—1)"

Exercice [ : Soit f: R+ R la fonction définie par f(z) = sin(x).

Montrer que, pour tout n € N : Va € R, f"(z) = sin (SU + n%)

Exercice 3 :
[1] Pour n € N*, on définit f, sur RY par f,(z) = 2" "Inz.

(n—1)!

Montrer que : Vn € N*, Vx > 0, fT(Ln)(:c) =
T

arcsin x
V1— g2

Déterminer f™(0) pour tout entier n.

Soit f:x +—

Aide : On pourra chercher une relation entre fet f’.

Exercice 4 :

Montrer que pour tout entier naturel 7, on a :

Vo eR, sin™(z)=sin (x + n%)

[2] Déterminer une formule analogue pour cos™

‘ En déduire les dérivées n®™ de :
() = sin(2z) () © — 2sin(3z)—5cos(3x) (<) z +— cos®(x)

Exercice IS : f: R+ R une fonction de classe € sur R.

Pour n € N, exprimer la dérivée n°™° de :

¢ 22— af(z) By + w1 2 f ()
¢2:l’l—>a}2f(1:) ¢x|—)%f(x>

Exercice [6 : On définit f: R — R par f(0) =0et Va #0, f(x) = e sz,
‘ Montrer que f est de classe € sur R*.
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‘ Démontrer que pour tout z # 0, et pour tout n € N*, f(z) est de la forme — f(x),

3
x
ou P,, est une fonction polynomiale.

Aide : On procédera par récurrence sur n, sans chercher a expliciter P ,.

‘ En déduire que f est dérivable & tout ordre en 0, et que Vn € N*, f(™(0) = 0. On dit que
la fonction f est plate en 0.

Exercice [T : Soit f: R+ R dérivable au point z.

flzg+h)— flzg—h)
2h

‘ Montrer que le rapport admet une limite finie lorsque h tend vers 0,

et calculer cette limite.
‘ Etudier la réciproque.

Exercice 1& : Justifier que f: x — 23 + o + 1 réalise une bijection de R dans R.

[1] Justifier que f~! est dérivable sur R et calculer (f~')(x) pour z = —1 et = 1.
‘ La fonction f~! est-elle de classe € ?

@ RoOLLE ET TAF

Exercice [9 : Démontrer les inégalités suivantes :
[1] Y,y €R, |arctan(z) — arctan(y)| < |z —yl.
‘ V>0, o<e?—1< ze.

Exercice 20 : Soit f dérivable sur [a,b] avec |f’| < k. On suppose f(a) et f(b) connus.

Représenter la région ou se trouve € sur [a, b].

Exercice 21 : Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur |a, b[ (a < b).
Montrer qu’il existe ¢ €]a, b] tel que [f(b) — f(a)] ¢’ (c) = [g(b) — g(a)] f'(c).
Exercice 22 : Soit f : [a;b] +— R une fonction continue, dérivable sur |a;b[, et vérifiant
f(a) = f(b) = 0.
Soit d € R\ [a;b]. Montrer qu'il existe une tangente & la courbe représentative de f passant par
le point (d;0).
Exercice 23 : Soit f: [a;b] — R. On suppose que f s’annule au moins n + 1 fois sur [a; ],
et que f est n-fois dérivable sur [a;b].

‘ Montrer que ’équation f’(x) = 0 admet au moins n solutions sur |a; .

Montrer qu’il existe ¢ € Ja;b[ tel que f™(c) = 0.
Exercice 24 ((Formule de Taylor-Laaranae) :  Soient a et b deux réels tels que a < b et n
un entier naturel.

Soit f une fonction élément de C™([a;b],R) N D" (Ja;b[,R). Montrer qu’il existe ¢ € Ja;b[ tel

que
n k) _ \n+l g(n+1)
¥ (a) (b—a)" " f" ()
J(b) = R ey
k=0 : :
: . L . . 2 ) () ke 4=zt - .
Aide : Appliquer le théoréme de Rolle & la fonction g(z) = f(b) — Z ol (b—x) A ou A est intelligemment choisi.

(n+1)!
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@ ETUDES DE FONCTIONS (EXERCICES DE TERMINALE)
Exercice 25 : Etude compléte de z — |z In |z||.
. . 25 6
Exercice 2 : Etudier les variations de f : x — T oorth
212 — 6x
: 3+ 202
Exercice 277 : Soit f:x +— 11;—7?
x —
‘ Déterminer les asymptotes de f.
‘ Montrer qu’on peut écrire Vo € Dy, f(x) = (ig(xl)>2 ou g est une fonction qu’on déter-
a‘/’ JR—
minera.
‘ Etudier ¢ pour déterminer son signe.
On donnera une valeur approchée a 1073 preés de la racine « de g.
‘ En déduire le tableau de variations de f.
Exercice 2.8 : Soit la fonction f définie sur R par :
2?2 4+22+5
fira —————.
2+ 1
‘ Etablir que f est dérivable sur R et que :
, r—1)(2% +x—2
o) = BVl 2D
(22 +1)Va2 +1
Dresser le tableau de variation de f.
Exercice 2.9 : Soit la fonction f définie par :
! = 2?2+ 2241
T .
vz +3
‘ Déterminer les ensembles de définition et de dérivabilité de f.
Montrer que, 1a ou f est dérivable :
() (x+1)(3x + 11)
x) = .
2z +3)Ve+3
Dresser le tableau de variation de f.
‘ Montrer que f admet un minimum sur son ensemble de définition.
Exercice 30 : Soit la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par :
2z — \/x
flx) = Q\F
+Vz
‘ Montrer que f est dérivable sur |0 ; +oo[ et que :
, x+4yz —1
f(x) = —\F2
VI (24 x)
[2] Résoudre équation X? +4X —1 =0 et en déduire le signe de f'(x).
Dresser le tableau de variation de f.
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