Fewille d exercices n°16

fonctions de la variable réelle
DI . g.z.fz

Dérivabilité

Fonctions de la variarle réelle

Q DERIVABILITE ET PROLONGEMENT

Exercice | (Dérivée usuelle) :
vantes et préciser leur domaine de dérivabilité :

Les fonctions constantes.

Exercice 2. : Déterminer :

x — exp(z).
x > cos(z).

v 1
e lim arccos ()

1l im —— 7
250 In(1 + ) 2] lm V1—a2

Retrouver les fonctions dérivées des fonctions usuelles sui-

Exercice 3 : Calculer, en appliquant la définition le nombre dérivé de f : x +— Va2 —xz +1

en 2. Vérifier en utilisant les formules de dérivation.

Exercice 4 : Dériver, sans se soucier du domaine de dérivabilité.
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, 4 17} 2 — — )
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3 5 31| z+— ¥z
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= Jz—2 [37] =+ cos(In (14 /x))
12) T +— ————~
2 + sin(z) [23] x|—>\/m+ T+ [38] =+ sin (In ( ))
$'_>L<l‘) oa 2 61 — — 4 . 4
sin(z) — cos(z) [24] =+ Va2 + 62 x cos*(x) — sin”(x)

Correction :
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Fonctions de la variable réelle

Touille d: ces n’16 Dérivaliilits
x> 4322 +1)(23 + 2 —2)3 m 1 i
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Exercice S : Apres avoir préciser le domaine de dérivabilité, déterminer la dérivée des fonctions
suivantes :

1) 2+— (1+2)V1+z cos(z) 5] z+— 2"
3] z+—
sin(z) — cos(x) 9
@wl—>sin<ln<1+;>>
z—1
2] z+— = P [4) z =z +\/z+Va x|—>tan3($)

Correction :

LHgm 14 2x + 4\ /2 + /T

. 8\/5\/:17+ x\/er a:Jr
.x x+$)—21m . ln r+Inx+ )x”

(6] =

7l

TP o m(n(2)

sin(z) — cos(x))? x> 3tan?(2)(1 + tan? x)
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Exercice & : Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes sur leur ensemble de définition :

[1) x> |sin(z)] [4) z+— |z T+ |5 — Tz + 227
2] z+— |z r+ (r—1)V1— 22 [8] z+— /z3arcsin (x)
‘J?I—)LLEJ [6) 2+ 2—(z—2)|z—2

Correction :

—f@@omabmxHx3arcsin(x)%Mm]—l;l[wwwm[—1;1]etmﬂze
seulement en 0

ngmmm%tmmmﬂﬁem}—l;l[\{ommﬁ@mmm R
To fondion nacine camnée dant deninalle sun Ri SEULEMENT, @ y—
d@mﬂ&m]fl;u\m}wwm.

— eemmmmaﬁmwimm%gofn&mmH x3arcsin(x)m0mmtﬁéow@vm

diopénations sun bo, déninsabillite nous Pa/zﬂe/mt de déninabillite main oo de NON -déninsabilite.
@egmb, @m@omrum x — y/a3aresin (z) %E?ua/nd méme dévisable en 0 can :

xdarcsin () — 0 Va? " \/arcsin (x) \/arcsin () — arcsin (0)
= =X
z—0 T T

a3arcsin () est

pogr - 0x+/arcsin’(0) = 0.

@mwmmmfﬂ@w x > /a3arcsin (z) 'rvehtrwdm”uoﬁﬁe% —1 & 1L

Exercice T :

‘ Soit f définie sur R par f: R+—> R

ar+b siz<O0
{\/m six > 0.

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f soit dérivable en 0.
Déterminer a,b € R de maniere a ce que la fonction f définie sur R, par

f: R—>R

{\/E sio<r<1

ar?+br+1 siz>1.

soit dérivable sur R7 .

2—22 siz<l;
‘ Soit f définie sur R par f(z) =1 1
— siz>1
x

Montrer que f est continue mais n’est pas dérivable en 1 et en donner une interprétation

géométrique.
sin(zx
{ (z) siz#0
x

‘ Meémes questions en 0 avec f définie sur R par f(x) =
1 siz = 0.

Exercice & :
[1} On définit f: R+ R par f(0) =0et Vo #0, f(z)=xzsin <1>
T

@ Démontrer que f est continue sur R et dérivable sur R*.
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@ f est-elle dérivable en 07

801tg.]0,1[|—>exp<1nx>.

@ Montrer que g se prolonge par continuité en 0 et en 1.

@ Etudier la dérivabilité en 0 et en 1 de ce prolongement.
[3] Soit i : R R définie par V. € R, h(z) = z|z|.

@ Démontrer que h est de classe € sur R.

@ La fonction h’ est-elle dérivable sur R ?

. 1
Exercice 9 : Soit f définie sur |0;1[ par f(z) = xexp <m>

Montrer que f admet un prolongement de classe ¢! [0;1].
Exercice O : Soit f: [-1;1] ———> R
T xarcsinz + V1 — 2

Montrer que f est continue sur [—1; 1], dérivable sur |—1;1].
Déterminer f’(x) pour tout z € |—1;1].

Montrer que f est dérivable sur [—1;1].

En déduire :

xarcsinx+\/1—x2—z xarcsinx+\/1—x2+z
() lim 2, () lim 2,
r—1 ' r+1

z——1
@ DERIVEES nes

. 1
Exercice | : Soit f: R* + R la fonction définie par f(z) = —.
x

|
Montrer que, pour tout n € N : V. € R*, f")(z) = (—1)"%.
x

Exercice [ : Soit f: R+ R la fonction définie par f(x) = sin(z).

Montrer que, pour tout n € N : Vo € R, f™(z) = sin (x + n%)

Exercice 13 :
Pour n € N*, on définit f,, sur R% par f,(z) = 2" 'Inz.
. . )y — (M= 1)!
Montrer que : Vn € N*, Vo >0, f, ' (z) = .
x

arcsin x

2| Soit f:2xH— ——.

Déterminer f™)(0) pour tout entier n.

Aide : On pourra chercher une relation entre f et f’.

Exercice 4+ :
Montrer que pour tout entier naturel n, on a :

Vo eR, sin™(z)=sin (x + n%)

Déterminer une formule analogue pour cos™ .

‘ En déduire les dérivées n®™ de :
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(*) =+ sin(2z) () @+ 2sin(3z)—5cos(3z) (<) x> cos’(x)

Exercice IS : f: R+ R une fonction de classe € sur R.

Pour n € N, exprimer la dérivée n®™e de :
‘ ¢y :x— xf(x) ¢ : 1 23 f(2)
1
\ ¢2:a:|—>x2f(:v) ¢:xl—>;f(x)

Exercice |6 : On définit f: R — R par f(0) =0et Vo #0, f(z) = e st
‘ Montrer que f est de classe € sur R*.
P, ()

‘ Démontrer que pour tout = # 0, et pour tout n € N*, f(z) est de la forme o f(x),

ou P,, est une fonction polynomiale.

Aide : On procédera par récurrence sur n, sans chercher a expliciter P ,.

‘ En déduire que f est dérivable & tout ordre en 0, et que ¥n € N*, f"(0) = 0. On dit que
la fonction f est plate en 0.

Exercice [T : Soit f: R+— R dérivable au point x,.

flzg+h)— flzg—h)
2h

‘ Montrer que le rapport
et calculer cette limite.
‘ Etudier la réciproque.

admet une limite finie lorsque h tend vers 0,

Correction : 1 h«»@«t de counen en pansant pon fzy) -

f(%"’h);hf(mo —h) _ % (f(fvo +h})L—f(I0) + f(xo_h)}L_f(fvo)) - f (xo)‘;‘f/ (-To).

%Wwwgam%w%:dewﬂx):\xw%:o.

Exercice 1& : Justifier que f: x> 2% + x + 1 réalise une bijection de R dans R.

Justifier que f~1 est dérivable sur R et calculer (f~1)’(z) pour x = —1 et x = 1.
La fonction f~! est-elle de classe €' ?

@ RoLLE ET TAF

Exercice |9 : Démontrer les inégalités suivantes :

Vx,y € R, |arctan(x) — arctan(y)| < |z — y.
V>0, x<e®—1<Lxe”.

Correction :

‘ @mmﬁwﬂ)ewgo,@omhMarctan%td@Ww%deed@w@exHﬁ.
@9%@%%6“{

’# <
14+ 22|
fv"éca@@tédmmmmwm%/mowﬂkmd&mgo«mmarctallenMemetyduwmafmwQemeruL.
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mbtedomoce]o;x[tpﬂw

e’ —1=e%— e’ = e(z—0) = er.

R 1< ef< e ek x>0 on on déduib Linsgalits demandse.
uA}no[ue

Exercice 20 : Soit f dérivable sur [a,b] avec |f’| < k. On suppose f(a) et f(b) connus.

Représenter la région ot se trouve € sur [a, b].

Exercice 21 : Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur Ja,b[ (a < b).
Montrer qu’il existe ¢ €]a, b] tel que [f(b) — f(a)] ¢’ (c) = [g(b) — g(a)] f'(c).

Exercice 22 : Soit f : [a;b] — R une fonction continue, dérivable sur |a;b[, et vérifiant
fla) = f(b) =0.

Soit d € R\ [a;b]. Montrer qu'’il existe une tangente & la courbe représentative de f passant par
le point (d;0).

Correction : fﬁw de lo, tangente au oink dalscisse z, est
y—f(xg) = f (z0) (v — ) -
%@%W@WW@@W(d,O)%&MB@n@LM
f (o) (g — d) — f(zy) = 0.

heoneme de Foolle que la deninee de cette fonction, sannule.

Towz,ooﬂa,,cmrmg(x): /() dé%vmetoombtmwwb[a;b],déwwﬂ@em]a;%ded@wuée

r—d
oy f @@ —d) — f(@)
g (‘L) - (l‘—d)Q N

@erﬂq&, g(a):g(b)zo.g}mgeﬂ)\éon@nwde%o%mewmxoe]a;b[tJ,wg’(xo)zo.
Rown ce g, lo nelation

f () = -
%mex%@aﬁwwwa@@mnﬁewmdgfww(zo,f(xo))wrm(d;m.

Exercice 23 : Soit f : [a;b] — R. On suppose que f s’annule au moins n + 1 fois sur [a; ],
et que f est n-fois dérivable sur [a;b].

Montrer que ’équation f’'(x) = 0 admet au moins n solutions sur |a;b[.

[2] Montrer qu’il existe ¢ € Ja;b[ tel que f™(c) =o.

Correction :
Soou:a1<a2<...<an+1dede@deImWf&wu&.
Tmb@ke[{l;n]],f%toombimwm[ak;a,ﬁl]etdéwmﬂ@em]ak;akﬂ[dumd'wgetﬁém@m
de Foollle, i ecviste ¢, €lag; ap1l tel que f'(er) =0.

%W(Il<01<a2<...<an<cn<an+1,@%nmﬁe¢mck, kEHl;nHWn,td,eu/aoa/d&wo
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GWWWWWMkE[U;nH&LW?%):ﬂM b,'wwm»pe,mm,oi/nbn—‘rl—kgo&a

@fwa/? deuww
%me[u;n]]wzw P(k) eth wwie.

fpmie[[l;n—kﬂ, ) eak conbimue sur [ 57;41], MMOQ}Q@WL]TZ';T,L‘+1[(CO)L febtn-gm@dmaﬁge
sun [a;0]) &b fP () = FB(r,,,) =0, donc pon lo heoneme de Foolle, il ecvitke s; €]r; ;7] tel que
f(kﬂ)(si) =0.

gcym/mea<sl<T1<...<Sn_k<b,o¢vo/m/omb1éc],uef(k+l) b'wwﬁemmwnbnfk@owm]a;b[,
ainsi P(k+ 1) ek waie.

&LWHKQAWMI/V]{?EHI n], P(k %bmawetmvwm ie. fV blmﬂewmm@o&a

%CE]a,b[a/ueof ()_0

*) 5'ammle auw moins. n—&—l—k@a&am [a;b], divons en 1y < ... < Tpiq g

Exercice 24 ((Formule de Taylor-Laaranae) :  Soient a et b deux réels tels que a < b et n
un entier naturel.

Soit f une fonction élément de C™([a;b],R) N D™ (Ja;b[,R). Montrer qu’il existe ¢ € Ja;b[ tel
que

i f b_ a + (b_a>n+1f(n+1)<c).

o (n+1)!
Aide : Appliquer le théoréme de Rolle & la fonction g(z) = f(b) — i 1P (@) (b—x)k — AM ol A est intelligemment choisi
FappHd gir) = K (n+1) & :
Correction : @%ad@’?}d (b): ()* —OTWQ#meCQWAbPE%@g()
(n+1)! z
(b a n+1 =

Jabmgeuawo%éom@a,«;@mﬁg%dmwmmm[a;b]&wwm%m]a;b[.&mde
%o%e@m@oﬁon@d‘o%mm%&mce]a;b[tpﬂwg’(c)zo

jbou)uIE]a;bLo«vo,

9@ == 2R e (k—1)! n!
S () Y (2) (b—z)"
:—k:O o (b—x)k+; o (b—xz)* + A b
(n+1) — )"
_ n!(>(b >”+A(bm>
(b—=)"

Jinsi, i eccinte ¢ € Ja;b] @JZW (bzif)n(Afmexc)) =0, o done, isque ¢ # b @QW frH(e) = A
Eﬁe%a&te g(a) = 0 s'sonib alons,

n, k(g — )t fnt1)
R

meoehbwmh,échde]a;bL
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@ ETUDES DE FONCTIONS (EXERCICES DE TERMINALE)
Exercice 25 : Etude compléte de z — |z In |z||.
. . 25 6
Exercice 2 : Etudier les variations de f : x — T oorth
212 — 6x
: 3+ 202
Exercice 277 : Soit f:x +— 11;—7?
x —
‘ Déterminer les asymptotes de f.
‘ Montrer qu’on peut écrire Vo € Dy, f(x) = (ig(xl)>2 ou g est une fonction qu’on déter-
a‘/’ JR—
minera.
‘ Etudier ¢ pour déterminer son signe.
On donnera une valeur approchée a 1073 preés de la racine « de g.
‘ En déduire le tableau de variations de f.
Exercice 2.8 : Soit la fonction f définie sur R par :
2?2 4+22+5
fira —————.
2+ 1
‘ Etablir que f est dérivable sur R et que :
, r—1)(2% +x—2
o) = BVl 2D
(22 +1)Va2 +1
Dresser le tableau de variation de f.
Exercice 2.9 : Soit la fonction f définie par :
! = 2?2+ 2241
T .
vz +3
‘ Déterminer les ensembles de définition et de dérivabilité de f.
Montrer que, 1a ou f est dérivable :
() (x+1)(3x + 11)
x) = .
2z +3)Ve+3
Dresser le tableau de variation de f.
‘ Montrer que f admet un minimum sur son ensemble de définition.
Exercice 30 : Soit la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par :
2z — \/x
flx) = Q\F
+Vz
‘ Montrer que f est dérivable sur |0 ; +oo[ et que :
, x+4yz —1
f(x) = —\F2
VI (24 x)
[2] Résoudre équation X? +4X —1 =0 et en déduire le signe de f'(x).
Dresser le tableau de variation de f.
Lycée Jules Garnier ﬂ‘ PTSI - Vinci



