
Devoir en temps libre n𝑜11 Pour le 2/08

Matrices et Limites

Exercice 1 : Calculer les limites suivantes, par valeurs inférieures et supérieures à défaut :

1 lim
𝑥→𝜋

1 + cos(𝑥)
sin(𝑥)

.

2 lim
𝑥→+∞

√𝑥 +
√

𝑥 −
√

𝑥.

3 lim
𝑥→0

sin(𝑥)
√1 − cos(𝑥)

.

4 lim
𝑥→0

(1 + sin(𝑥))
1

tan(𝑥) .

Exercice 2 : Soient 𝑓 et 𝑔 deux fonctions définies sur ℝ+ telles que :

∀ 𝑥 ∈ ℝ+, 𝑔(𝑥) > 0 et lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥)

= L ≠ 0.

1 Montrer que lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0 ⟺ lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = 0.

2 Montrer que si L > 0, lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = ∞ ⟺ lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = ∞.

Exercice 3 : Soit 𝑟0 ∈ ℝ. On pose :

A = (
0 1

−𝑟2
0 2𝑟0

) ∈ M2(ℝ) et B = A − 𝑟0I2.

1 a Calculer B2 puis B𝑛 pour 𝑛 ⩾ 2.
b En déduire une expression simple de A𝑛 pour tout entier naturel 𝑛.

2 On pose (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ une suite de réels telle que ∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑎𝑢𝑛+2 + 𝑏𝑢𝑛+1 + 𝑐𝑢𝑛 = 0, avec
(𝑎 ; 𝑏 ; 𝑐) ∈ ℝ3 tels que 𝑎 ≠ 0 et 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 0.

a Vérifier que ∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+2 = 2𝑟0𝑢𝑛+1 − 𝑟2
0𝑢𝑛 avec 𝑟0 = − 𝑏

2𝑎
.

b On pose : X𝑛 = (
𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
).

Montrer que ∀ 𝑛 ∈ ℕ, X𝑛+1 = AX𝑛.
c Montrer que ∀ 𝑛 ∈ ℕ, X𝑛 = A𝑛X0.
d On pose 𝜇 = 𝑢0 et 𝜆 ∈ ℝ tel que (𝜆 + 𝜇)𝑟0 = 𝑢1.

Déduire des questions précédentes que :

∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 = (𝜆𝑛 + 𝜇)𝑟𝑛
0 .

3 Application numérique : donner l’expression explicite de la suite (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ vérifiant le sys-
tème :

⎧{
⎨{⎩

𝑢𝑛+2 − 6𝑢𝑛+1 + 9𝑢𝑛 = 0
𝑢0 = 1
𝑢1 = 3.
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