Correction Devoir en temps libre n°11

1| On utilise les théoremes sur les limites de composées pour se ramener en 0 :

. 1+ cos(z) . 1+ cos(m—u)
lim ——— = lim———
eom o osin(z) 1 ws0  sin(r—u)
~ lim 1 —.cos(u) — lim cos(u) — cos(0) “ 1 .
u—0  sin(u) u—0 u—0 sin(u) — sin(0)
u—0

En reconnaissant les taux de variations en 0 de deux fonctions dérivables dont la limite est
leur nombre dérivée en ce point. Le second étant non nul, on conclut avec les théoremes

généraux :
1 1
lim Ls(x) = sin(0) x =0.
a—r  sin(z) cos(0)

2] On utilise la quantité conjuguée, qui donne

T
T+ VI —xr= VT .
VI +r+ vz
En mettant en facteur /z au numérateur et au dénominateur, on obtient

R p—

T

1+\ﬁ+1

1
La forme n’est plus indéterminée, et la limite recherchée est 3

3| Pour z « assez proche » de 0, par exemple, z € ]—g ;0 { U}O ; g [, les quantités sont définies

eton a:

sin(z) _ 2sin (%) cos (%) _ 2sin (%) cos (%)
S smz) | VEkn(3)
D’ou,

. ) 9 sin (& ©
lim sin(x) L sin(x) S1n<2> cos (2)  lim v/ cos

xT
e —F————— = lim z
g V/I—cos(@) 0 VI—cos(@) 12§ —VEsin(3) o2 (3
2sin (£ z
sin (§) cos (5) :hn%\/ﬁcos (g):\@
T—

J\%

lim sin(z) sin(z) 5

— = ——r— = lim —
220 /1 — cos(z) mgﬁ%[ 1 —cos(z) =20 V2sin (%) z 0

Il n’y a donc pas de limite en 0.

2| On commence par restreindre I’étude & un voisinage de 0 suffisamment petit pour que tan
T

555 [ \ {0}. Sur ce dernier, on est alors assuré que :

et la puissance existe i.e. z € I = ]
tan(x) est défini,

tan(z) # 0,
1 +sin(x) > 0.
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2

1

Pour tout z €1, on a alors :

1 1 . In(1+sin(z))
<1 + Sln([]})) tan(x) — etan(@) In(1+sin(z)) _ ecos(m) (@)

T _ . :
Comme x € }—5 '3 [, on peut poser u = sin(z) <= x = arcsin (u) sur cet intervalle.

Do,

In (1 + si
lim cos(z) w = lim cos (arcsin (u))
z—0 sin(x) T u—0 u
z#0 =sin(z) u#0
en reconnaissant une limite connue.
1

Enfin, lim e’ = e entraine lim (1 + sin(:c)) tan(z) _ o
v—1 z—0

Comme lim @ = L, il existe un seuil « (—) € R tel que :
a=too g() 2

L L L 3
rza = L— 5 < gég <L+ 5 = 59(36) < fz) < §Lg(a:) avec g(z) > 0. (XIL.1)

Si lim g¢(x) =0, alors on conclut avec le théoreme d’encadrement :
T—+00

lim g(x) =0 = lim f(x)=0.

r—+00 r—+00

On a aussi :

2
= P < <
r>a = o () < gl)

suivant le signe de L # 0.

2
9() < 37 (@), (XIL2)

=
2
9

=

el

=
2
VAN

Dans les deux cas, le théoréme d’encadrement permet encore de conclure :

lim f(z)=0 = lim g(x)=0.

T—+00 T—+00
D’ou I’équivalence.

Si lilll g(x) = 400 alors I'une ou l'autre des inégalités de (XII.1) permettent de conclure
Tr—+0o0

avec le théoreme de comparaison et L > 0, dans les deux cas.

Si liIJP f(z) = +o00, on utilise 'une ou l'autre des inégalités de (XII.2).
T—+00

En conclusion, si L > 0, lim f(z) =00 < lim g(x) = oc.
T—+00 T—r+00

) Par calcul matriciel B2 = 0, donc pour tout n > 2, puis B" = B2B" 2 = 0,.

1) A = rgly + B avec (r9ly) B = rgIyB = 7Bl = B(rgly). Les matrices B et 7l
commutant, on peut appliquer la formule du binéme qui s’écrit :

An = zn: (2) rn—kBk,

Or, d’apres la question précédente, B = 0, si n > 2.

Donc,

(1 —n)ry nre—t
A" = 2Ty + 1B = ° ’ .
—m“gH (1+n)ry
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b

2| (o) Alors u,,, 5 = — Uy — gun car a # 0.

b 1/b 2
De plus, —— = 27, et b = 4ac, donc €= <7) =r2.
a a 4 \a

On en déduit

b
VneN, u,,o=2rgu, 4 —riu, avec ry = “5q"
. un+1 un+1 . ’
») Par calcul matriciel AX,, = ) = d’apres la question pré-
N —TGUp + 270U Unt2
cédente.
Un+1
Or, X, | = " par définition.
Up42

Do, X, ., = AX,,.
<) On montre ce résultat par récurrence sur n € N :
Initialisation : A%X, = [,X, = X,.
Si pour un certain n € N, X,, = A"X,, alors AX,, = AA"X, = A""!X,.
Or, X,,.; = AX,, d’apres la question précédente.
On en déduit X,,,; = A""X ce qu'il fallait vérifier et I’hérédité.
Initialisée pour n = 0 et héréditaire, la propriété est donc vraie pour tout n € N.

1) D’apres la question précédente et connaissant ’expression simple de A™ en fonction de
N, NOUS avons

rg (1 —mn)uy + nrg_lul

X =

n n+1 n
—nry " ug + g (1+ n)uy

u
Or, X,, = ( " > donc par identification
Up+1

u, =181 —n)ug +nrd tuy = nrd 1 (uy — roug) + uery-
Or, = ugy et (A + p)ry = uy, donc par différence
Uy — Toly = AT.
Par ailleurs, uy = p, ce qui donne en remplagant dans I’expression précédente
u, = nry A + prd
= (An+ p)r.
2] On a, successivement, 7y = 3 puis Vn € N, u, (An + p)3" pour (A;u) € R2.
Les conditions sur u, et u; entrainent alors A =0 et u = 1.

Donc, Vn € N, u,, = 3™.
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