- XVI
Fonctions de lo variable réolle
DERTVABILITE

ans ce chapitre, nous complétons nos outils permettant une étude efficace des fonctions. L’
est bien entendu la dérivation, que nous abordons ici d’un point de vue essentiellement
pratique : comme inscrit dans le programme de PTSI, 'objectif est de savoir dériver et
étudier de facon efficace des fonctions explicites.

©r

3;) ien de trés nouveaux donc, si ce n’est un peu plus de maturité en analyse réelle et la
section des théorémes classiques qui va s’enrichir d’un théoréme capital : le théoréme des
accroissements finis!'). Fondamental notamment pour 1’étude des suites récurrentes que
nous aborderons au prochain chapitre.
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Dans tout ce chapitre, I représentera, sauf mentions autres, un intervalle non trivial de R .e. non
vide et non réduit a un singleton ou une réunion d’intervalles tous non triviaux.

|1]. Apres le « TVI » voici le « TAF ».
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Un peu dhistoire :

— La notion de dérivée tire son origine dans ’étude des tangentes, et en particulier de la pente
des tangentes. Pierre de Fermat!?! le premier (en 1636) constate que trés souvent, la pente

fla+e)—fla)

e
notion de limite). 1l appelle e un « infiniment petit ».

s’obtient en écrivant

, en « prenant » e = 0 (il ne dispose pas encore de la

— Newton, en 1669, introduit la notation (&, vy, 2), pour les dérivées des coordonnées d’un
point, qu’il appelle « fluzions » des « fluentes » (x,y, z), qu’il définit comme les vitesses
dont les fluentes sont augmentées graduellement et indéfiniment.

Sa notation est encore utilisée actuellement en physique.

— En 1674, Leibniz introduit la notation dx ; pour désigner une variation infinitésimale sur
l’abscisse, et dy pour désigner une variation infinitésimale sur l'ordonnée. Si y dépend de

x, — désigne donc la variation infinitésimale de la fonction y rapportée a la variation

d
inﬁn?tész’male de x qui l’a provoquée : il s’agit bel et bien de la définition de Fermat, et
rien de plus : pas de nouvelle théorie, juste une nouvelle notation, encore largement utilisée
aujourd’hui, notamment sous la forme non quotientée (pensez aux intégrales!)
— A la fin du 18°™¢ siécle, Joseph-Louis Lagrange®! introduit la terminologie « dérivée » et
la notation f’.

|2]. Pierre de Fermat, né dans la premiére décennie du XVIeme siecle, & Beaumont-de-Lomagne (département
actuel de Tarn-et-Garonne), prés de Montauban, et mort le 12 janvier 1665 a Castres (département actuel du Tarn),
est un magistrat, polymathe et surtout mathématicien frangais, surnommé « le prince des amateurs ».

Il est aussi poete, habile latiniste et helléniste, et s’est intéressé aux sciences et en particulier a la physique.
On lui doit notamment le principe de Fermat en optique.

Il est particulierement connu pour avoir énoncé le dernier théoréme de Fermat, dont la démonstration n’a été
établie que plus de 300 ans plus tard par le mathématicien britannique Andrew Wiles en 19944.

|3]. Joseph Louis, comte de Lagrange (en italien Giuseppe Lodovico ou aussi Giuseppe Luigi De la Grange
Tournierl), né & Turin en 1736 et mort & Paris en 1813, est un mathématicien, mécanicien et astronome italien
naturalisé francais. A 'dge de trente ans, il quitte le Piémont et va séjourner a Berlin pendant vingt-et-un ans.
Ensuite, il s’installe pour ses vingt-six dernieres années a Paris, ou il obtient la nationalité francaise sur 'instance
d’Antoine Lavoisier.

Fondateur du calcul des variations avec Euler et de la théorie des formes quadratiques, il démontre le théoréme
de Wilson sur les nombres premiers et la conjecture de Bachet sur la décomposition d’un entier en quatre carrés.
On lui doit un cas particulier du théoreme auquel on donnera son nom en théorie des groupes, un autre sur les
fractions continues, I’équation différentielle de Lagrange.

En physique, en précisant le principe de moindre action, avec le calcul des variations, vers 1756, il invente la
fonction de Lagrange, qui vérifie les équations de Lagrange, puis développe la mécanique analytique, vers 1788,
pour laquelle il introduit les multiplicateurs de Lagrange. Il entreprend aussi des recherches importantes sur le
probléme des trois corps en astronomie, un de ses résultats étant la mise en évidence des points de libration (dits
points de Lagrange) (1772).

11 élabore le systeme métrique avec Lavoisier pendant la Révolution. Il est membre fondateur du Bureau des
longitudes (1795) avec, entre autres, Laplace et Cassini. Il participe & ’enseignement de mathématiques de I'Ecole
normale de 'an III avec Joseph Lakanal, de I'Ecole polytechnique (deés 1797) avec Monge et Fourcroy. Il a aussi été
le fondateur de I’Académie de Turin (1758).

En mécanique des fluides, il introduit le concept de potentiel de vitesse en 1781, bien en avance sur son temps.
Il démontre que le potentiel de vitesse existe pour tout écoulement de fluide réel, pour lequel la résultante des forces
dérive d’un potentiel. Dans le méme mémoire de 1781, il introduit en plus deux notions fondamentales : le concept
de la fonction de courant, pour un fluide incompressible, et le calcul de la célérité d’une petite onde dans un canal
peu profond. Rétrospectivement, cet ouvrage marque une étape décisive dans le développement de la mécanique
des fluides moderne.

Lagrange a aussi ceuvré dans le domaine de la théorie des probabilités.
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— La formalisation rigoureuse est due & Karl Weierstrass'* dans la deuziéme moitié du 19°™¢
siécle, s’appuyant sur une définition rigoureuse de la notion de limite et de continuité (dont

il donne également pour la premiére fois une définition rigoureuse et précise)

Taux d’accroissement et nombre dérivé

Définition | (Nomere dérivé, fonction dérivée, tanaente) : Soient I un intervalle ou une
réunion d’intervalles de R, f : I — R une fonction et a € I.

f(z) = f(a)

= On dit que f est dérivable en a si le taux d’accroissement de fen a 7, ¢(z) =
’ r—a

admet une limite finie quand x — a, = # a.

Dans ce cas, on appelle cette limite le nombre dérivé de f en a, noté f’(a) :

f@) = f@) _ . flat+h) = f(a)

Lo
fla) = L, r—a h—0 h
ha ()

m On dit que f est dérivable sur 1 si f est dérivable en tout a € I au sens précédent.

d
f), la fonction qui

On appelle alors fonction dérivée de f sur I, que 'on note [’ (ou 3
x

a tout x de I associe le nombre dérivé de fen x :

f/: I[——> R

\_ " On note 21(I,R) I'ensemble des fonctions dérivables sur I et & valeurs dans R. Yy
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Interprétation graphique :

Soit A (a; f(a)) un point de la courbe re-
présentative, donnons nous un autre point
M (z; f(z)) avec z € Py, un point variable

« pas trop éloigné » de A. EAok
On considere alors les droites (AM), sécantes

en A et M a €.

Le taux d’accroissement 7, ((x) désigne le co- e

efficient directeur de la corde (AM).

f(@)— fla)

T =
f r—a

a,

(Ty)

Figure XVI.1 — Tangente a une courbe vue comme limite de ses sécantes.

Dire que f est dérivable en a revient a dire que la fonction

Top: IN{a} — R

f(x) = f(a)

r—a

X

admet un prolongement par continuité en a.

R.emaraues
— La dérivation est une notion :

m locale et non ponctuelle : la fonction f doit étre définie dans un voisinage de a et pas
seulement en a.

m locale et non globale : elle ne dépend que de la restriction de f a un voisinage de a
quel qu’il soit et non de sa description globale.

|4]. Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, habituellement appelé Karl Weierstrass, orthographié¢ Weierstraf} en
allemand, né le 31 octobre 1815 & Ostenfelde (Westphalie), mort le 19 février 1897 & Berlin, était un mathématicien
allemand, lauréat de la médaille Copley en 1895.

Karl Weierstrass est souvent cité comme le « pére de 'analyse moderne ». Il consolida des travaux de Cauchy
sur les nombres irrationnels et leur amena une nouvelle compréhension. Ses travaux les plus connus portent sur les
fonctions elliptiques.

C’est lui qui le premier rendit public un exemple de fonction continue nulle part dérivable.

Weierstrass étudia la fiabilité de I'analyse, dont il propose une construction logique rigoureuse. A cette époque,
les démonstrations de I'analyse s’appuyaient sur des définitions ambigués, d’ou la nécessité de nouvelles définitions.
Tandis que Bolzano avait développé une définition suffisamment rigoureuse des limites dés 1817 (et peut-étre méme
auparavant), ses travaux restérent quasi inconnus de la communauté mathématique pendant des années, et d’autres
mathématiciens éminents, comme Cauchy, n’avaient que de vagues définitions de la limite et de la continuité d’une
fonction.

En 1861, Weierstrass définit la continuité comme suit :

f est continue en x si, pour tout réel € strictement positif, il existe un réel § strictement positif tel que, si  est
a une distance de x, strictement inférieure a ¢, alors la valeur de la fonction fen x est & une distance strictement
inférieure a € de la valeur de la fonction f en x.

Ve>0,36>0/|z—zy| <6 = |f(z)— f(zy)| <e.

Weierstrass formula également une définition de la limite et de la dérivée « en (g, §) », telle qu'on ’enseigne
généralement aujourd’hui.

Avec ces nouvelles définitions, il put donner des démonstrations rigoureuses de plusieurs théorémes qui reposent
sur des propriétés des nombres réels jusqu’alors tenues pour intuitives, tels le théoréme des valeurs intermédiaires,
le théoreme de Bolzano- Weierstrass et le théoreme de Borel-Lebesgue.
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— Par déﬁnition, le nombre dérivé en a, s’il existe, est donc le coefficient directeur de la
tangente a la courbe en au point d’abscisse a.

m Si fest dérivable en a, la tangente a ¢’ en a est alors définie comme la droite d’équation

(To) = y = f(a)(z —a) + f(a).

m Si lim f(z) = (a) = £o00 alors la (demi-)tangente a ¢ en a est la droite d’équation
zoa g —gq
r#a
r=a.

Exercice | (Dérivée usuelle) : Retrouver les fonctions dérivées des fonctions usuelles sui-
vantes et préciser leur domaine de dérivabilité :

‘ Les fonctions constantes.

rF— ", nEZ.

x > sin(x).

\

Exemples | :

= La fonction & + |z| est continue sur R, dérivable sur |[—co; 0[ et ]0; +00[ de nombre dérivé respecti-
vement égal & —1 et 1 en tout point de ces intervalles.

— |0 — —|0
Or, lim M: lim —x:—l#lz lim 2 = lim lz] = 0]
z—0- x—0 z—0" T z—0t X z—0t x —0
Donc z + |z| n’est pas dérivable en 0.
» La fonction & — /& est continue sur R,.
De plus, Va,z € R, et a # x, on a :
N s slat0
_ si a
7o, /(@) = e _ 2\/a
, r—a vz +Va woa +oo  sia=0.

La fonction = — v/x est donc dérivable sur R*.

D’une maniére générale, ce sera le cas pour toutes les réciproques de fonctions dont la dérivée s’annule

\ en ce point (cf. théoréme (6)). y
4 . .
3
P
2
2 . .
11 1
1 1 1 1 1 1 % % % % %
-3 -2 -1 o 1 2 3 o 1 2 3 4 5

Figure XVI.2 - Les fonctions valeur absolue = — || et racine carrée © — /x ne sont pas dérivables en
0.

Théoreme | : Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

Si f est dérivable sur I, alors f est continue sur I.

CHAPITRE X VT : Fanclions de la variable veelle - DERTVABILITE
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Par la contraposée, une fonction non continue au voisinage d’un point ne peut y étre dérivable.

Preuve SDOUJ aEIﬂuchom,c?w.
ﬂ’mwxel\{a},mwwm;

f(x):Wx(x—a)—i—f(a).
%mf%bd@wa@@e%d,%mﬁh@d@dﬂmﬁe@@«mum&m@wndxt@ndm@ww
f(a).
Mﬂlciircltf(l'):f(a):febbwnhﬂw&%aEIdoawml. _I

Ce théoreme explique simplement que la notion de dérivabilité est plus forte que celle de continuité
comme I’était déja la notion de continuité par rapport a celle de définition. On pourra donc trouver
des fonctions continues sans qu’elles soient dérivable mais pas l'inverse.

D’une maniére générale, retenez que :
— la représentation graphique d’une fonction continue est en un seul morceau.
— la représentation graphique d’une fonction dérivable admet une tangente en chacun de ses

points (cf. proposition (3)).

La réciproque de ce théoreme est fausse. Pour s’en rendre compte, on peut s’appuyer sur
ATTENTION les représentations graphiques de la valeur absolue, de la racine carrée ou, globalement,
de celle de la figure (XVIL.3) .

Dérivées a droite et a gauche

De méme que pour les limites ou la continuité, on définit les deux dérivées directionnelles a gauche
et a droite :

( N\
Détinition 2 (Dérivagilité 3 gauche/a droite en un point) :  Soient f : I — R une fonc-
tion et a € 1.

Dérivabilité a gauche : On dit que f est dérivable a4 gauche en a si fjn_o,q) st dérivable

z)— f(a
en a i.e. sila limite lim f@) = f(a) existe et est finie. Cette limite est notée f, (a).
e @
Dérivabilité a droite : On dit que [ est dérivable a droite en a si fijn,; o0 €St dérivable
z)— f(a
en a i.e. sila limite lim fl@) = fa) existe et est finie. Cette limite est notée f;(a).
T —a

rx>a

Dans les cas d’existence, f;(a) et fj(a) s’appellent respectivement les nombres dérivés a

gauche et a droite de fen a.
\ )

Remaraques :
— Dans les cas d’existence, pour a €I, on a :

)t 2@ Fath) (@)

r—a T —a h—0 h
r>a h>0

et

z<a h<0

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X VT @ fanclions de b variable veelle - DERTVABILTTE 6|
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— Dire que f est dérivable a gauche ou a droite en a revient a dire que la fonction

Toyp: IN{a} —> R

f(x) — f(a)

r—a

x

admet une limite & gauche et a droite respectivement.

— Parce qu’elle n’est qu'un cas particulier de la dérivabilité en général, la dérivabilité a gauche
(resp. a droite) implique la continuité a gauche (resp. a droite).

— Evidemment, la premiére condition pour que la dérivée & gauche (resp. & droite) existe est
que cette limite ait un sens, donc que f soit bien définie en a et dans un voisinage a gauche
(resp. a droite) de a.

s N
Proposition 2 (Caractérisation de la dérivagilité par f; et f;) :  Soit a € I, non égal a
une des bornes de I.

f est dérivable a gauche en a

f est dérivable en a < f est dérivable a droite en a

fola) = fa(a).

Dans ce cas, f'(a) = fj(a) = fy(a).
\.

Preuve :
|_ £ ot derimallle on @ < 1im L& =110 ecivte o ent fimie

T—a Tr—a
i O S@ @)
T—a” r—a r—at r—a

Wnbgi/rumebé%aﬁw

(:)f%tdemﬂ@edMetddnmbe%a&f;(a):fé(a).
1

Si f admet une dérivée a droite et a gauche en a tel que f;(a) # f;(a) alors A (a; f(a)) est appelé
point anguleuz, en lequel la courbe ¢’y admet deux demies-tangentes (représentées traditionnelle-

ment par des demi-fleches) non paralléles d’équation respective :
(Tog): y=fola)(w—a)+ fla), Ve <a et (T,4): y=fela)(x—a)+ fla), Vz2a.

En particulier, la fonction f n’est pas dérivable en a.

Exemples 2 :

= La fonction = - |x|, bien que dérivable & gauche et a droite en 0, n’est pas dérivable en 0.
1

= La fonction f définie par f(z) = {em 12 >0 ot dérivable en 0.

0 sinon.

Exercice 2 : Montrer que la fonction f: R ——> R

. In(l+z) siz>0
sin(z) siz <0

est dérivable en 0.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X VT @ fanclions de b variable veelle - DERTVABILTTE 7|
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/N

(T (Ta d)

)

a.g)

|
|
|
|
|
|
|
I

a

Figure XVI.3 — En un point anguleux, la fonction est continue sans étre dérivable.

Correction : %at&mnwf%twmaﬂ&awemm%o.
Do plls, f;(0) = lim il+o) =) 4y, sin@ =) _ )

z—0 €T x—0 xT
<0 x>0

Done f esk dénisable en 0 b f/(0) = 1.

Une fonction peut n’étre ni dérivable a gauche ni dérivable & droite en un point.
C’est le cas de la fonction f: R +—> R

. 1 .
ATTENTION ” T sin (;) six#0

0 six=0.

fz) — f(

0 1
0 ) = sin <7) n’a pas de limite en 0, ni a gauche ni a droite.
x

En effet, z +—

Figure XVI.4 — Une fonction peut étre continue sans étre dérivable ni a gauche, ni & droite.

Remarque : Quid de la dérivabilité sur un fermé?

Détinition 2 (Dérivaailité sur un intervalle fermé) :  Soit f définie sur un intervalle
fermé I = [a;0].

On dit que f est dérivable sur I si f est dérivable sur I = ]a;b[, dérivable & droite en a et a
gauche en b.

Adaptation immédiate & des intervalles semi-ouverts.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X VT @ fanclions de b variable veelle - DERTVABILTTE 8|
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Pour peu que f soit dérivable sur I, on peut ainsi étendre la définition (1) & un intervalle J C I
fermé mais alors, il n’est pas équivalent de dire que f est dérivable sur J et que la restriction de
f est dérivable sur J.

Par exemple, si I = [0;2] et J = [0;1], la dérivabilité de f sur I stipule la dérivabilité de fen 1
(donc la dérivabilité a la fois & gauche et a droite), alors que la dérivabilité de la restriction de f
a [0;1] n’impose que la dérivabilité a gauche en 1.

Remarquez que les problémes ont toujours lieu en des bornes fermées de J, qui ne sont pas des
bornes de I. Ainsi, on pourrait contourner le probléme en se restreignant a la dérivabilité sur des
intervalles du type IN U, o U est un intervalle ouvert de R.

lI.SI Dérivabilité et approximation affine

Soient f: I+ Ret a€l.

f est dérivable en a si, et seulement si il existe / € R et € : [ — R tels que :

Ve el f(x)=fla)+ (z—a)l+ (xr —a)e(x) avec lime(z)=0. (XVI.1)

T—a

De plus, si ¢ existe alors f'(a) = :

f(x) = fla) + (x —a)f' (a) + (x — a)e(x). (XVI.2)

|— Preuve SOU/IW f dénivallle e a. ﬂ:)obmm/, [own tout x € I\{a},

Comme f est dénisallle en a, hmg(a;):o,etmwrmﬂmﬂmemmm%wg(a):o.

r—a

?moombbw&mg%@om&m&b@ndmogmajetmoﬁwwx€lj

f(@) = fla) = (x —a)f'(a) + (x — a)e(z).
On o done (XVL1) amec £ = f(a).
%W%t supposons (XVLI) Uemjéw,e
Rur tout z € \{a}, on o :
f(@) — f(a)

f&mw@&yth@nd,ma,Wﬂf.fa@mfwtdwmdw@oﬂgema,d:f/(a)zﬁ
1

={+¢e(x).

— La relation (XVI.2) est appelée développement limité da 'ordre 1 de f en a.
La fonction f est donc dérivable en a si, et seulement si elle admet un développement limité
d’ordre 1 en a.

— L’application affine x +— f(a) + f'(a)(x — a) est appelée 'approximation affine de f en a.
Sa courbe représentative est la tangente de f au point d’abscisse a.

— On peut montrer que cette approximation affine est la meilleure au point a.

On verra plus tard comment controler ’erreur commise en remplacant f(z) par f(a)+(x—a)f'(a).

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X VI : Fonclions de lo variable réelle - DERTVABILITE 9|
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Graphiquement, cela revient a approcher le point M de ¢ par le point M’ de la tangente
en a.

fla) + (& —a)f'(a) 4

Figure XVI.5 — La tangente est la meilleure approximation affine de f au point a.

Exemnmple 3 : Par approximation affine

1

4,001 = /4 + 0,001 ~ 4
% v+ + o7

0,001 = 2,00025.

La calculatrice donne /4,001 =~ 2,0002499.

Q FONCTIONS DERIVABLES

Stabilité algébrique

2\

Toute combinaison linéaire A f+ g de fonctions dérivables en a est une fonction dérivable
en a et

Proposition 4 : Soient I un intervalle ou une réunion d’intervalles de R et a € 1.

(Af +9)(a) = Af'(a) + ¢ (a).

Le produit de deux fonctions dérivables en a est une fonction dérivable en a et

(f9)'(a) = f"(a)g(a) + f(a)g'(a).

L’inverse d’une fonction dérivable en a et me s’annulant pas en a est une fonction

(-

Le quotient de deux fonctions dérivables en a dont le dénominateur ne s’annule pas en

dérivable en a et

a est une fonction dérivable en a et

(f) (a) f'(a)g(a) — fla)g'(a)
g

. .

|— Preuve : Joient f g: I R déninalles en a €1 ot soib 2 € I\ {a}.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X VT @ fanclions de b variable veelle - DERTVABILTTE 10|
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(L)SDO&AE[R.OWQ,:

A +g)@) = A +9)a) _ fl@) = fla)  glx)—gla)

gmwmfetgmtouf%dmmd@u/wﬁ@%%ag%@:
i F@) = f(@)
11m

r—a r—a r—a xr—a

iii)l}z <)‘f+g>(xa>::((l)‘f+g)<a> — /\f’(a) +g/(a)

fﬁa@cyndwm Af + g esb done dénisalle en a o (Af+9) (a) = Af'(a) + ¢ (a).

(m)@eﬂu@mma’:

(f9)(x) = (f9)(a) _ [f(x)g(x) — fla)g(x)] + [f(a)g(z) — f(a)g(a)]

@ @) 96— ol0)

r—a r—a

=f'(a) <& lim 79(@ —9(a) =4g'(a).

O,
- géboml:déhyw,@@e@mcg&@etd,ebtcombvmw. lim g(x) = g(a).

r—a

De us, lim 9(x) = 9(a) =¢'(a).

T—a Tr—a
- fébwnbdéﬁW@%@%ajm%dem}siE}lW:f/(a).

tim YD =D ) 0) 1 flag o).

Ta fonction f x g esk donc deniallle en a et (f x 9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).
(LLL)fmmmma,&mmu%%a,&mmumm%emwadeam

i@@o'mb;m;%tdmw@WvdégAmWWUd;VxGUﬁ(I\{a}),m@:

L f@) - f)
f(z)  [fla) z—a f'(a)

rT—a T fla)f(@)  asa (f(a)?
R.emarque @namuﬂ&m@aw@m@d&f@mawm f(ac)—>f(a)

r—a

fagwnm}%tmmoﬂ@e%aet (})l(a):—f/(“).

(i/LsL)SOX/mTLQeaTTPAmUmdeJetJ‘ : ;c:fx;..

Exercice 3 : SoitaeReth: R——>R
—(r—a)? siz<a
x
(r —a)? siz>a
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Démontrer que h est de classe €' sur R.
La fonction h’ est-elle dérivable sur R ?

Correction :

@Wge@tﬂwgm%mwﬁwmf@bbdecﬂomglmﬂ?\{a}
@e[lfwu,iig{llh(x):lim—(x—a)2:0:h(a):(afa)QZO.Ea@wuob’mfebl:dmwoomu/weema

T—a

mmfl)ﬂia r<a

me<amah(”2:z(a> (m—a)dwiﬂ%—o&@mhwmmw%
@maro/uuofwm«m{%enmmeth’ o
me>a,mamw:m—ad'wlm%—0 Sgo/gcvn&mvh%tdofn@aum
d%ua@@e%@@wf@dmw@meth&(a)z :

gcym/meh;()—h/ Q@Kom&muh%bdm@%maﬁ@e%adm@mnk&bvmﬂu@mmmﬁ

conbimue sun R. e est done de dasse 1.

@er,@m, h: R\{a} ———— R

—2(r—a) szxr<a

2(x —a) s> a
gao«.vbl‘<a,0fn,a/WZ—Q.&Wh’MWW&%%GWUMW
eb hy(a) = —2.
g)ml‘>a,omo/cwmMZQ.&Wh’MWWd@W@@Q@%GWW

Tr—a

m@wmdhé(a)z?#hé’(a).g@gombmh/ %'%Ldmnprmd@le@Pe%admpm[R.

\ Dérivabilité d’une composée

'd )
Proposition S @ Soient I un intervalle ou une réunion d’intervalles de R et a € 1.

La composée d’une fonction dérivable f en a et d’une fonction dérivable g en f(a) est une
fonction dérivable en a et

(g0 ) (a) = f'(a) x (¢ o f)(a).

Preuve : Soienk f: 1+ R déwmable en a €1 g: J +— R déwmable en f(a) € J = f(I) &
soib x € I\ {a}.

%Wf@gmw&%%wwmaw@wmmmwm 1 nespecti-
wement d,'o,]wéo, lo proposition (3) .
en a pour f: f(z)= f(a)+ (x—a)f' (a) + (x —a)ey(z) avec () — 0.

en A = f(a) pour g : g(x) =g(A) + (x — A)g’ (A) + (z — A)ey(7) awec e5(T) m 0.

%P}m;@?ﬁwsl = &y )zou&gm%eeld€2w$m@mmwmb%ad
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— g(A) + (X, — A)g'(A) + (X, — )en(X,).
O, X, —A = (& —a)f'(a) + (z — a)e, (),

— (9o /)(@) + (@ = a) ' (a)g' (A) + (& — a)g'(A)ey (&) + (X, — a)ey(X,).
= (g N)(a) + (z = a) [ (@)g (A) + (2 — ) (¢ (M), (@) + ('(0) + £ (2))=n(X,) ).

es(x)

@cyrrvme llmXGZA,Fuh,wn,timuAbéde€2 on A, i%gQ(X“):OJMiILI}LgS(x):O'

T—a

Donc, (9o @) = (g° @) + (& —a)f' (a)g'(f(a) + (¥ — a)es(x) aweo lim e5(x) = 0.

r—a

“J%ncoméqumt, go | ek déninallle en a et (9o f)'(a) = f'(a) x ¢ (f(a)).

Exercice &+ : Etudier la dérivabilité de la fonction f définie par :
f(z)=1In (ac + V(1 — x))
Donner sa dérivée le cas échéant.

‘ Dérivabilité de la réciproque

( )
Théoréme b (Continuité et dérivarilité de la réciproaue) :  Soit f: I — J une bijec-
tion ou I et J sont deux intervalles de R.

Si f est dérivable sur I et si f’ ne s’annule pas sur I alors f~! est dérivable sur J et on a :

vbeld, (f71) () = f,(fll(b)) = f%a) ou b = f(a).

Preuve:ﬁ”mwb:f(@elyeJ\{b}axel,Q'me@d@wa
@’n/(l/:

lim fHy) — fHb) _ 1 7

y—b Yy — b lim Yy b

e y=b [ (y) — f1(b)
y#b

1
T T@ =@
e @-a
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o flx) # fla) par injedinite de- f.
ewmefehtd@magye%adenmnﬁ)wd@méf/(a)#ojmo@w:

-1 L IO S 1
F71 et done dénisable en b et (f )(b)_f/(a)_f,(ﬁl(b)).
Eﬁad@m&&%&w&mm&mﬁguf%bd@wm%mlamf’m&wm&wmlm

f_lebtdéJWaneﬁew)vJeto«vo/:

iy 1
(f )_f/of_l'

—

Définition 3 (Difféomorphisme) : On appelle diffeomorphisme toute bijection dérivable
entre deux ouverts de R dont la bijection réciproque est dérivable.

Le théoréme (6) affirme donc que les fonctions dérivables entre deux intervalles dont la dérivée
ne s’annule pas sur un intervalle I sont des difféomorphismes sur 1.

s )
Exemple 4 : La fonction exponentielle exp : R — R* est dérivable sur R dont la dérivée exp” = exp ne
g’annule pas sur R et est strictement monotone.

La fonction exp est donc bijective et sa réciproque In : ]0;4o0o[ — R est dérivable sur |0;+oo[ et on a :

Vo eR, In'(x) ! ! !
n'(z) = = ——
TERe = exp’(exp~lxz) exp(explz) =

Remaraues :
— Dans un repére orthonormé, 6% et €1 sont symétriques par rapport a A : y = x.
La tangente & 6 en a a pour coefficient directeur f’(a), celle & €41 en b = f(a) a pour

1
coefficient directeur ——.
f'(a)

Les tangentes sont donc, elles-aussi symétriques par rapport & A : y = x.
— Moyen mnémotechnique :

Comme fo f~! =1, alors en utilisant la formule de dérivation d'une fonction composée,
1
—1y/ roop—1 —1y/ _
(f )Xfof —1etd0nc(f )_W
Ce moyen permet de retrouver la formule, mais ne démontre pas la dérivabilité de f=1.
— Si f/(a) = 0, alors, la démonstration précédente prouve que f~! n’est pas dérivable en
b.

Graphiquement, % admet une tangente horizontale au point M (a;b) ot b = f(a). Par
symétrie, on en déduit que €1 admet une tangente verticale au point M (b;a).
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( )
Exemple S : f R, ——> R,  est bijective et continue sur R,. Sa réciproque |
2 x?
f': R, ——> R, est définie et continue sur R, mais n’est pas dérivable sur R, car f’(z) = 2z
z VT

g’annule pour x = 0.

D’apres le théoréme de dérivabilité de la fonction réciproque f~! est donc dérivable sur R, \ {f(0)}, et pour
y e Ry,
1 1
(f ) (w) = = :
rfw) 2

\ J

Exercice S : Soit ¢ : x > x + €”.
Montrer que ¢ définit une bijection de R sur un ensemble J a déterminer.
Justifier que ¢! est dérivable sur J.

[8] Déterminer (o 1) (1).

\ Dérivée d’ordre supérieur
Une fonction peut étre plus ou moins « réguliere ». La régularité d’une fonction se mesure a ’'aide
des propriétés de continuité et de dérivabilité.

Plus on peut dériver une fonction, plus celle-ci sera réguliére. Intuitivement, plus une fonction est
réguliere, plus son graphe est lisse.

e )
Définition 4 (Dérivée n-ieme) :  Soient I une réunion d’intervalles et f : I — K . On
définit récursivement :

s VneN,si f( est dérivable, f+1) = (fm)’,

Si, pour tout [ < n, la fonction f*) existe, on dit que f est n fois dérivable sur I et on appelle
f™) 1a dérivée n®™e de f sur L.

On note 2" (I; K) ’ensemble des fonctions définies et n fois dérivables sur I a valeurs dans K.

Remaraue : Pour pouvoir définir la dérivée n-itme de f en a, il faut pouvoir dériver f*1) en
a, et il faut donc que f™1) soit définie sur tout un voisinage de a et non seulement en a.

Détinition S (Fonction de classe ¥™) :  Une fonction f est dite :

= de classe € sur un intervalle I si elle est n fois dérivable sur I et que f(™) est continue.
m de classe ¥°° sur un intervalle I si elle est de classe ¥ sur I pour tout n € N.

On dit aussi parfois que f est n fois continument dérivable sur I.
Notation et remaraues : Soit I une réunion d’intervalles non triviaux et n € N.
— Les fonctions de classe 2 sont les fonctions définies sur 1.

— Les fonctions de classe €° sont les fonctions continues sur 1.

— Les fonctions de classe €' sont les fonctions (définies, continues,) dérivables sur I et de
dérivées (définies et) continues sur 1.
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Remarquez que la dérivabilité ne suffit pas & obtenir la classe €.
— On note 2 (I;K) les fonctions n fois dérivables pour tout n € N.

Il est facile de montrer que

€= (1;K) = 2° (1;K) et ¢ (I;K) = () €" (1;:K).

k=0

— Soit k € N*. On a la suite d’inclusions ensemblistes :

X G.eE el et e b e e 2 ¢ 60 ¢ 2° QK =7 (1;K).

Les inclusions sont strictes.

Exemple [ @ L’exponentielle, les fonctions sinus, cosinus, les polyndmes, les fractions rationnelles, le loga-

rithme sur leur ensemble de définition sont de classe € °°.

De maniere générale, la plupart des fonctions que ’on nomme « usuelles » ou « de référence » sont de classe

%> sur leur ensemble de définition ou, a défaut, sur l'intérieur de celui-ci.

Exercice b : Soit f:x 2" et k€ N.

Pour tout k& < n, montrer que pour tout € R, f¥)(z) = W
n—k)!

valles non triviaux de R.

€™ (1;K) est stable par combinaisons linéaires :

VYAEK, Y f g€ % (I;K),
A +gee" (1;K) et VneN, ()\f+g)(n):)\f(n)+g(")'

©" (I1;K) est stable par produit :
v f,gee (1K),

k=0
(Formule de Leibniz)

¢" (I;K) est « stable » par quotient et composition :

oV f,g€ %" (I;K), si g ne sannule pas sur I alors I e 6" (I;K).

g
oVfee"(I;])et ge €™ (J;K), gofe @ (I;K).
¢" (1,K) est presque stable par réciprocité :
Soient I un intervalle et f € €" (I;R) une bijection de I sur f(J).

Si f/ ne s’annule pas sur I alors f~1 € €™ (J;1).

(Fous les assertions précédentes restent vraies si 'on remplace €% par Z*.

fxgee€™(I;K) et VneN, (fg)(n) = Z <Z> f) x g(n=Fk),

/Proposi—tior\ T (Staeilité de ¢ (1;K) : Soient n € NU {+o0} et I,J des réunions d’inteh‘

ou difa. dimonien

)

Preuve:@mmmwmmmn,mmmmw

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X VT : Fonctions de la variable veelle - D&EMABIXIT&



PTSI VINCI - 2024 II. FONCTIONS DERIVABLES

Combinaisons linéaires : Lo cas den combinainons linsaines tombe sous le nens.
Produit : Rur URensdits, mwwm@em,@;obmwwn% k.

Foiont f,ge%’“*l(I,M).Sﬂeugomafebgmtmmmdeiam%l,domfgmm@
(fg) =f'g+fg, main f'get fg’ wwdeo@om‘ﬁkranwmdewwdom(fg)’

mb%wwvhmewfg%td&o@abbe%k+l
albuﬂb :
(fg) ) = (fg)™ + (fg)¥ = i: <k> forhglkr) 4 Zk: (k> fP glk=ptl)
HDR = \P =\

k+1 i B (g

— . [ glk—pt1) 4 Z fP) gk—p+1)
p=1 b= p=0 p
k+1 k+1 (

Quotient : Run QP\QM@WWQ@W&@EWWW k.
Foienk f,gecfk“(l,ﬂ(),gmu'om/m,@omtrabml.geugomnomfetgbmtdecf?om%l,

f ) f/_f/g_fg/ . / ’ .
dofnogau:bbmd&(g) —T,mwfg—fg etgzbombdgcfom‘"fkran[modu@

/ . . ) . f
donc <g> WWW@WWWVM@W;%L@M%W
Composition : Bun URensdits, mﬁuﬁ@@?ew&babmwwm% k.
?Mfe%kﬂa,J)@ge%k+1(J,u<).EB%@wmmfetgw@de%m%amwf
aumet(gof)’:f’xg’oﬁmmg’ofeotdecfam%kWWM@WW
(gOf)/mwwwWWﬂMeQOf%Ldecﬁom%kﬂ.
Réciproque : Rur UReredits, mwwm@emﬁbobmmw k.
Sooibfecngrl(LJ).Sga@om@Umf%tdeo@am(fljg&éecﬁ/wetdom&»déhw@m&mmmn@e@

o T Dognis b théoreme (6) do lo donablis duno fondion nicipraque, () = 7
%mf’m@'mnwﬂermmlet%tdecpame%kwwﬂéwdemm(ffl)/%t
aussi de dlasse EF, o qui 71 ent de dlasse EF L sun J.
) 08 i [rouwe que
—

Remaraues :

— 11 existe une formule explicite pour la dérivée d’ordre n d’une composition (formule de Faa
di Bruno), mais cette formule est fort complexe et tout a fait inutile & retenir en PTSI.

(n) n! B f<k) (mqy+mg+..m,,)
o e —_— 1 20/ o f,
(fo9) 2 mymy! m | g( Kl > 9 /

(ml7m27"'7mn)€Nn =1
1my+2mqy+..+nm,=n

— Une bijection de classe €* dont la bijection réciproque est aussi de classe €% est appelée
un €*-difféomorphisme.
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4 N\
Exemples T :

= La fonction exp € €*° (R;]0; +o00|) et, Vz € R, exp’(z) = exp(x) # 0.
La fonction exp établit donc une bijection de R dans exp(R) =]0; +oo].
Sa bijection réciproque, la fonction In, est de classe ¥°° sur |0 ; +o0l.

(€€ (]fg;g[;[R) et, Vme] 3 2[ tan’(z) = 1 + tan®(x) # 0.

iz établit donc une bijection de ]—g 721' [ dans tan) . x( <] _r.T D =R.

» La fonction tan”

.
2

(NE

La fonction tan;_ .=
” 202

Sa bijection réciproque, la fonction arctan, est de classe ¥°° sur R.
= La fonction cosjq, . € C*° (]0;7[;R) et, Va € ]0; 7], cos’(z) = —sin(z) # 0.

La fonction cosj, - établit donc une bijection de ]0; [ dans tanq, . (]0; 7[) =]—1;1].

Sa bijection réciproque, la fonction arccos, est de classe ¥ sur |—1;1].

. )

Q THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS

Extrema

( )
Théoréme 8 (Condition nécessaire dextremum) : Soit f : [a;b] — R dérivable en un
point intérieur ¢ € Ja; b|.

Si f admet un extremum local en ¢, alors f'(c) = 0.

On dit alors que ¢ est un point critique ou stationnaire (de f).
\

|— Preuve : eoznvmecgati/nb@lmnd[a;bLiﬁm/aJ:eaERit&w]c—a;c—ka[c]a;b[.
b wammm&wﬁ%cﬂmama,mwwmmwcm

mmmmmwn]c—a c+alCla;b ie
zele—asetal = flr) < fle) < flx)—f(e) <O.

- JG(J%UNLR@%C{,@ c—a<zxz<egc %@$—C<OQJJM>O.

r—cC

&WfMW%WQWWQQ@W%Cm@
o @) = (0)

Tr—C —
xr<c x ¢

f'(e) = > 0.

fx) = f(c)

r —cC

&erﬁamtd@wuaﬁ@e%@roﬂrabba&a&@%@muﬁe%@mw
() i L@ =10

Tr—cC —
xr>c x ¢

—Jd(:d)uoibemcb.e.c<33<6—|—a,om/@x—c>09t < 0.

< 0.

Ron MM f'(e)= _I

En un point critique, la courbe représentative de la fonction admet une tangente parallele a I'axe
des abscisses.
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La réciproque de ce théoreme est fausse :
I’annulation de la dérivée n’est qu’une

ATTENTION condition nécessaire.

La fonction cube f : z — 2% admet un
point critique en 0 sans que ce ne soit un

extremum.

L’existence d’un extremum n’entraine en rien la dérivabilité en ce point.

ATTENTION

La valeur absolue admet un minimum en 0 ou elle n’est pas dérivable.

C’est évidemment faux si ¢ n’est pas intérieur (cas d’un extremum sur le bord).

Par exemple la fonction z — 1 + = admet un maximum sur [0;1] en ¢ = 1 mais
ATTENTION f(c)=14#0.

C’est un peu pour cela que 'on préfere regarder des intervalles ouverts lorsqu’on parle
de dérivabilité.

Exercice 7 : Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction

1
aw (1 : 0
PR || sm(gu) si x# (a>0).
0 si x=0

| Théoréme de Rolle

Théoréme 9 (Théoréme de Rolle ®)) : Soit f : [a;b] — R est continue sur [a;b], déri-
vable sur |a;b[. (a <D)

Si f(a) = f(b), alors il existe ¢ € Ja;b[ tel que f'(c) = 0.

Ce théoreme exprime simplement que la courbe d’une fonction dérivable passant par deux points
de méme abscisse possede une tangente parallele a 'axe des abscisses.

Preuve : $ f eth constante alors tout dlement de Ja; b consient.
|_50 fab):[m;M]mm<de&&mmemf%twm

bu)v@ebe(aﬂw-li [a;0].
[1] & f(a) # M alors f(b) #M@%aﬂg,mmt

%%dbbedoawCG[a;b]t«ic,wf(c):Metm@mCE]a;b[Webtwm@xbwrwmfmf@W
& [as; ]

|5]. Michel Rolle, né & Ambert le 21 avril 1652 et mort & Paris le 8 novembre 1719, est un mathématicien
francais.
Il est principalement connu pour avoir établi, en 1691, dans le cas particulier des polyndmes réels a une variable,
une premieére version du théoréme qui porte maintenant son nom.
Il inventa aussi, pour désigner la racine n-iéme d’un réel z, la notation normalisée : ¥x.
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! 1 1 1 !

1 Co C3

Figure XVI.6 — La courbe d’une fonction dérivable prenant une méme valeur en deux points admet une
tangente horizontale entre ces derniers.

SD'W le théoréme (8), on o done f/(c) = 0.
ﬁf(a>:Ma&wa(a)%m&@emmembbaTﬂ@ﬂuem@emmm

Figure XVI.8 — La continuité Figure XVI.9 — La dérivabilité
Figure XVI.7 - La condition est nécessaire. est nécessaire.
f(a) = f(b) est nécessaire.

Remaraues :

— Ce théoreme est faux si f n’est pas continue en a ou en b. On ne peut se contenter de la
dérivabilité sur ]a;b[ qui entraine seulement la continuité de f sur ]a;b[ ouvert.
11 suffit de prendre f(z) =z sur [0;1[ et f(1) =0.

— Ce théoreme est faux si f est a valeurs complexes car I'ingrédient principal est le théoréme
des valeurs intermédiaires .
Par exemple t — f(t) = ell vérifie f(0) = f(27) mais f/(t) = i e'! ne s’annule jamais sur
[0;27].

Exemple & : Si f€%€?([a;b];R) et f(a) = f(b) = f'(a) =0 alors f” s’annule sur ]a ; b[.

Cf. I exenple (77) pour une généralisation.

Exercice 8 : Soit f : [a,b] — R, de classe ¢! sur [a, b] et deux fois dérivable sur |a,b[ (a < b).

(b — CL) f”(C).

Montrer qu’il existe ¢ €]a, b] tel que f(b) = f(a) + (b—a)f'(a) + 5
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lIII.3| Théoréme des accroissements finis

( )
Théoréme IO (E calité des acaroissements £inis) : Soit f : [a;b] — R continue sur [a ; b]
et dérivable sur Ja;b[. (a < b)

Alors, il existe ¢ € |a; [ tel que :

Le théoreme des accroissements finis généralise donc le théoréme de Rolle.

Graphiquement, il exprime, quant a lui, pour une fonction dérivable, qu’il existe un point de la

courbe représentative ou la tangente est parallele a la corde passant par les points d’abscisse a et
b.

ol B

—~,
-

-
-
—
=
—
-

/ 1 i

|

|

|

|

|

|

|

I

|

| |

| |

| I

I |

| I

| |

| |

O a b
€1 Co C3

Figure XVI1.10 — La courbe d’une fonction dérivable passant par deux points A et B admet une tangente

parallele & la droite (AB) entre ces derniers.

Ce théoreme un peu étrange sert tres peu en tant que tel, mais ses applications fondamentales en
font un des piliers de ’analyse mathématique.

Typiquement, toute majoration/minoration de f’ peut étre convertie en une majoration/mino-
ration sur f ce que traduit le théoréme (11) et c’est notamment & I'aide du théoréme des
accroissements finis qu’on démontrera le lien entre signe de la dérivée et variations d’une fonction
au théoréme (14).

|— Preuve:ﬁoabgo@@@omm&gwww:

o) = PO ) 4 ) — s,

fb@oﬁb :

- ¢(b) = ¢(a),

— (p%tcfamgmmtmfnﬂmuem[a;bl

— b ¢ etb déninalle sur Ja;b].
@W&M@%&&WWGE]G,HE&W

FOI =) iy —0 s o) =

/ :0
¥'(e) ~ b—a b—a
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Théoreme Il (INnéaalité des acaroissements £inis) : Soit f: [a;b] —> R continue sur [a;b]
et dérivable sur Ja;b|.

S’il existe deux réels m et M tels que Va € |a;b[, m < f'(z) <M alors

m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a).

Un peu de physiaue 6! : Ces inégalités ont une interprétation cinématique assez évidente : si on
court, par exemple, deux heures avec une vitesse oscillant entre 7 et 12 kilometres par heure, on
aura stirement parcouru entre 14 et 24 kilometres.

Exercice 9 : Trouver un majorant de I'erreur commise en remplacant v/10001 par 100.
Le théoréme (11) est souvent employé en se contentant de 1’hypothése que f’ est bornée

sur [a;b] :
IMeR,, Vz la;b], |[f(x) <M.

Ceci donne de I'importance a une certaine classe de fonctions :

4 )
Exemnple 9 (Fonctions lipschitziennes) @ Soit f: I+ R et soit k € R*. alors f est lipschitzienne de
rapport k sur I si :

V(z;y) el /z+y, ‘M < k.
)
Or, V (z;y) € I2, tels que = # vy, w représente la pente de la corde passant par les points

M (z; f(z)) et N (y; f(y)).
Ainsi, f est lipschitzienne si les pentes de toutes les cordes de %y sont bornées.

En gros, pas de trop grandes variations des images pour une variation donnée des antécédents. Les fonctions
lipschitziennes ont une croissance somme toute modérée.

Exemples 1O :

= Une fonction constante sur un intervalle I est O-lipschitzienne sur I.
m Gréace a 'inégalité triangulaire, f: x > |z| est 1-lipschitzienne sur R.
= Pour tout réel x, sin’(z) = cos(x) et donc |sin’(z)| < 1.

On en déduit que pour tous réels = et y,
|sin(z) — sin(y)] < |z — .
De la méme fagon, on montre que | cos(z) — cos(y)| < |z — y|.

Les fonctions cos et sin sont 1-lipschitziennes.
= Pour tout z, y de [1;+oo[, on a :

1
VE = VEl < 5lo 3.

1
La fonction v est donc E—lipschitzienne sur [1;+o0].

. v

Exercice |O : Montrer que la fonction = — 22 n’est pas lipschitzienne sur R.

Proposition [2 : Soit f: [a;b] — R est continue sur [a;b] et dérivable sur |a;bl.

f’ est bornée sur |a ;b si, et seulement si f est k-lipschitzienne sur [a;b].

|6]. Pas trop compliquée
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PTSI VINCI - 2024 IV. APPLICATIONS

Preuve :i‘wﬂmnm dinedte etl; donmée pan le théoréme (11).
FMWMfwk—w%mmmmma%[a,b]jomm&udemm

MW%MO&MW&&MWW@%W Va€la;b| |f’(33)|<%._|

Exemple | © Sur tout voisinage de zéro, la dérivée de & — /& n’est pas bornée donc elle ne peut y étre
lipschitzienne.

En conséquence, si f € € ([a;b];R) alors |f(b) — f(a)] < m[a)é] |/ ()| |b—al.
te|a;

k

Corolaire 12l : Toute fonction de classe €' sur un segment est lipschitzienne sur ce seg-
ment.

Preuve : f esb confinue sun lo segment; donc el oot bornse. On applique b proposition

Exercice | :

1 T
‘ En déduire la nature des suites de terme général :

1 1
[1] Montrer que ¥z € R, 31 < In(z+1)—Inz < —.

n_1 kn 1
S, = —etT, = — (pour k € N\ {0, 1} fixé).
25" 2,

n
1
[8] Déterminer de méme le comportement de : (Z )
nz

‘s plhp
Q APPLICATIONS

Les constantes de primitivation et de résolution des équations différentielles linéaires sont toutes
issues du théoréme qui suit, il était temps que nous le démontrions!

=z

IV.1” Caractérisation de la monotonie

Théoreme I3 (Caractérisation des fonctions constantes dérivarles) : Soient I un in-
tervalle et f € 7 (I;R).

f est constante sur I si, et seulement si f’ est identiquement nulle sur I.

Ce théoreme, comme on le verra s’étend aux fonctions a valeurs complexes contrairement au
suivant intimement lié a la relation d’ordre.

Preuve : %ot done f € 2 (1;R).
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ATTENTION [

L h | L h |
L | L |
I, I,

Figure XVI.11 — f est constante sur I; et I, mais n’est pas constante sur I =1; UI,.

emnmf%bwnbmuem[m;y]etd@m,oﬁ@ewh/]af;yLfw:f/@):oww

centain ¢ €]z ;y] dw&lﬂm@mdmdmmmmmg«mwbe

fﬁa@cvn@blmfehl?d@moombﬁamﬁeml.
1

e z
Théoréme 4 (Caractérisation des fonctions monotones dérivarles) :  Soient I un in-
tervalle contenant au moins deux points distincts et f une fonction dérivable sur I a valeurs
réelles.

f est croissante sur I si, et seulement si f’ est positive ou nulle sur 1.

‘ f est strictement croissante I si, et seulement si f” est positive ou nulle et qu’il n’existe

aucun intervalle [a;b] C [ avec a < b sur lequel f’ est identiquement nulle.

On dispose bien siir d’un résultat analogue sur les fonctions décroissantes.

Toute la puissance et la beauté de ce résultat étant de ramener I’étude des variations d’une
fonctions a une simple étude de signes... de sa dérivé.

Remaraue : En particulier si f/(z) > 0 pour tout z € I sauf peut-étre en un nombre fini de
points, alors f est strictement croissante sur I.

Pas de réciproque! La fonction = — 2% est strictement croissante sur R alors que sa dérivée n'y
est pas strictement positive et s’annule en 0.

Dans les cas les plus fréquents, I’ensemble des points ou la dérivée s’annule sera fini, mais attention
a des fonctions comme la partie entiere. On peut faire bien pire!

L’hypothese « I est un intervalle » est indispensable ici. Le théoréme est faux si I est
une réunion d’intervalles.

1 1
L AR ON La fonction f: x > — est dérivable sur R* et Vz € R*, f'(z) = —— <0.
x x

Or, la fonction f n’est pas décroissante sur R* : f(—1) < f(1).
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/S —

L h |
L 4

I, I,

la
=t

Figure XVI.12 — f est croissante sur I; et I, donc f/ > 0 mais n’est pas croissante sur I =1; UL,.
On lit parfois dans la bibliographie, 1’énoncé :

Si f" est strictement positive sur 1, sauf éventuellement en un nombre fini de points
ot elle s’annule alors la fonction f est strictement croissante sur 1.
ATTENTION
Remarquez bien qu’il s’agit ici d’une simple implication au contraire de ’équivalence

du théoreme ci-dessus.

En effet, il existe des fonctions monotones ayant une dérivée s’annulant en une infinité
de points.

Preuve : $oit done f € 2 (I;R).
|_ (i) Lo demonstrabion est identique & e du théoréme (17) :

—%f%tmm@Lofuwwwx,yeltJaﬁwx<y:

fly) = fl@) _
y—z
O 1 atont asriolle san 1, i =10 _ )

?mram%ed,@@&/mwemx—)y,ommdédmbf/(x)>0.

—WMWMf’%LWWWI@CM—W%yEIW$<y.
Comme f ent conimue sun [2;y] e déninable sun |z ;y],

quc,@wn(ﬂmfebtdomommmbeml.

(ii) - ?Wd'aﬂm fwmmumml.@'m, f'%twwwm%
sun L
%f’wmwmm%mmmo%[a;b]ma<admwf%%tm
etf(a):f(b)Ma:bwmmmwwwm&@%&ﬁmymaﬁ&

f/ /neP@ubdm;oébveid/e/nliﬂumne/nl}mu@emamm,boubf{milemwmemmmde [a;b] de I

— %WMWWf/%MMmMI&WI%MWNA%
swn awcun inbewsalle [a;b] avec a < b.
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IV. APPLICATIONS

@“1"’“%‘ febbommnbeml.ﬂﬂ;m%'ﬂe@%bmmgnh

Soownta:,yelmx<y.€mf%tdmmn@omo,f(x)<f(y).

[x;y]etf’%wwqﬂuwwgwwwm%wwwm%wmw.

On o done f(z) < f(y) o o shricte cwissance de f sun L.

ATTENTION

—

On peut avoir f'(a) > 0 en un point a sans que f soit strictement croissante au
voisinage de a.

1 o
C’est le cas de f: x> z?sin (7> + %
-

— On peut prolonger continument f par 0 en 0
— Bien stir, f est dérivable sur R* et en revenant au taux d’accroissement de f, on

montre aisément que f'(0) = 5> 0.

1 1 1
— Pourtant Vz € R*, f'(z) = 2xsin <7> — Cos <7> + 5
T .

pour tout x € R*, f’ change donc de signe régulierement au voisinage de 0, donc
f change de sens de variation réguliérement au voisinage de 0. 7/

Figure XVI.13 — Une fonction dérivable peut avoir une dérivée strictement positive en un point sans étre
monotone sur un voisinage de celui-ci.

1 1
|7]. Briévement la preuve:le terme z sin <7> est petit au voisinage de 0 et négligeable devant le terme cos (—)
T T

qui prend une infinité de fois les valeurs 1 et —1. f’ prend donc une infinité de fois au voisinage de 0 des valeurs

proches de

1 3
—3 et 5 et change de signe autant de fois sur ces voisinages non réduits & un point. f en fait donc

autant avec sa monotonie.
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IV.2] Prolongement de classe

Rien ne permet a priori d’affirmer que les limites lim M

et lim f’(z) sont égales.
Tr—a Tr—aQa Tr—a

Conceptuellement, ces limites sont tres différentes. Le théoréme ci-dessous donne une réponse
affirmative dans le cas ou ces limites existent et que la fonction est continue en a.

s N
Théoréme IS (Théoréme de Ia limite de la dérivée) : Soient I un intervalle de R,
f: I+ R continue sur I et dérivable sur I\ {a}.

Si lim f'(z) =¢€R alors lim fo)=fa) _,

o4 Tda TTO
Si ¢ € R, alors f est dérivable en a avec f'(a) = £ i.e. f est dérivable sur I tout entier
et f’ est continue en a.
|zl Si ¢ = 400, alors f n’est pas dérivable en a mais sa courbe représentative admet une
tangente verticale au point d’abscisse a.

k -
it .
Exenple 2 © La fonction f définie par f(z) =< ¢ ° S1Z>0 oot dérivable sur R.
0 sinon.
1
Exenple [3 : arcsin est dérivable sur |—1 ;1] et arcsin’(x) = dont la limite en x = +1 est +oo.
On retrouve ainsi que arcsin n’est pas dérivable en +1 et qu’il y a une tangente verticale en ces point pour la
courbe.

ATTENTION I Si f/ n’a pas de limite en a alors on ne peut rien dire.

'Pr‘e.uve_:sooitsel}?ﬁreb@Ww'%brabunw@onmed@I.
R@Wwfwmml&wml\{a}wwwdlw&

théoréme (10).
ewnwwf(w)mfjiﬂmbbenéﬂ-\’_,_ b@ﬂﬂ.}u&
vXel\{a}, X—al<n = |f/X)—/{ <e.

- %t zela;a+n Nl
@/ruaﬁmﬂque@e théoréme (10) & f sun [a;x] : tﬁmbbe C, E]a;a—i—n[bey/crue:

Comme ¢, €lasa+n] = |c, —al <1 on o aussi \f’(cﬁ—@]z‘%—ﬁ‘gs

- @e@mdemE]a—n;a]ﬂI.
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6%%%“@%@9 théoréme (10) & f suwn [z3a] : il eccitke ¢ e]a—n;a[bdzﬁ,ue:
flx) — f(a)

r—a

fley) =

f(x) — f(a)

r—a

Do, |f(c}) — f] = ‘ —e‘ <e

Fnalement, V2 € I\ {a}, |z —a| <n = ‘W—E’ga

R_emaraue fwwn%@w&ew%wﬂeu@w@wmwa%bm@mdel@m
@emmwwmawwmd@w@@mammw
me:xe]a—n;a+n]ﬂlw%;bd&mwe.
@G/nbboub/@e&)wbgm@domgiig}lw:fb.e.@o,goawhmvf%b@w/wdwwaﬂge%fd}
f'(a) =12

Remaraues :

— La continuité en a est une hypothese nécessaire.

4 N\
Exemple |4 : La fonction ¢ : R ———> R est dérivable et continue sur R*.
0 si #0
73
1 si =0
. , . ) P . f(fll’) -1 . 1 pp—
On a, de plus, lim f'(z) = 0 mais f n’est pas dérivable en O car lim = lim —— n’existe pas.
x—0 x—0 xT x—0 €T
L

— Le théoreme de la limite de la dérivée exprime simplement les conditions d’existence d’un
prolongement par continuité de la dérivée en a. confer le corollaire (15.1) .

— Si a est une extrémité de I, la limite du taux d’accroissement et la dérivabilité éventuelle
sont obtenues a droite ou a gauche en a comme dans la preuve.

— Ce résultat est intéressant pour étudier la dérivabilité d’une fonction en un point ou les
théoremes généraux ne s’appliquent pas sans revenir au taux d’accroissement. Par exemple,
lorsque 'on prolonge une fonction par continuité et que ’on veut déterminer si le prolon-
gement effectué est dérivable ou non, de classe €' ou non.

Il évite de revenir au calcul du taux d’accroissement (qui est toutefois rarement plus com-
plexe).

Exenple IS : Considérons la fonction f: z + x2In(x).
Cette fonction est définie et €°° sur R’ et peut se prolonger par continuité en posant f(0) = 0.
Par ailleurs, Vx €]0;400], f'(z) = 2zIn(x) + = a certainement aussi une limite nulle en 0.

Le théoréme de prolongement de la dérivée permet alors d’affirmer que la fonction prolongée est déri-
vable en 0, et que f'(0) = 0 : de classe ¢* donc.

Cette information est essentielle pour tracer une allure précise de la courbe au voisinage de 0.

— Le résultat reste vrai pour f € €Y (I;C) dérivable sur I\ {a} et f' ayant une limite (finie)
¢ € C mais est hors-programme.

. 1
Exercice 2 : On définit g : R+ R par g(0) =0 et, Vz # 0, g(z) = 2%sin (7>
x
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‘ Démontrer que g est dérivable sur R. Donner I'expression de ¢’.
La fonction ¢’ a-t-elle une limite en 07
‘ Quelle est la classe de g7

Corolaire IS| (Prolonaement de classe 1) :  Soient I un intervalle de R, f : T +— R
continue sur I et de classe ¢! sur I\ {a}.

Si lim f/(z) = ¢ € R alors f est de classe ¢! sur L et f/(a) = /.
r—a

Ce théoréme peut se généraliser & f € €F(I\ {a} si les dérivées fU) (1 < j < k) ont toutes une
limite finie en a.

Q FONCTIONS A VALEURS COMPLEXES

Comme on ’a vu, beaucoup de propriétés vraies pour les fonctions a valeurs réelles ne
le sont plus pour les fonctions a valeurs dans C notamment :

ATTENTION L 1ma/ge d un intervalle p.ar IIHC’fO.n(.jthIl ~contlnuc n est pas un intervalle.
— Le théoréme des valeurs intermédiaires n’est plus vrai.

— Le théoréme de Rolle n’est plus vrai.

— Le théoréme des accroissements finis non plus.

Bien triste constat mais cela provient d’'une non homogénéité entre la source et le but.

Alors que reste-t-il 7

( )

Théoréme |6 (INéaalité des aceroissementts £inis) : Soit f : [a;b] — C continue sur [a ; b]
et dérivable sur Ja;b|.

S’il existe un réel positif M tel que Vz € |a;b[, |f'(z)| <M alors

[#(6) = fla)| < MJp—al.

Preuve : On ua se namener auw can néd : J\Fobom@umm;aum%def(b)—f(a)l de sonte
|_ e (f(b) = f(a)) = |£(b) — f(a)l.
@rn,Iuo@eg: [a;b] ——> R ,Wmm[a;b],d@Wwﬁgem]a;b[%McTwe
x Re (e 19f(x))

Ww&ﬁe&mww@eﬁtawxe]a;m
9" ()| = [Re (e " f"(2))] < |0 f (z)] = | ()] < M.

@o,?mw Qur@%aﬂiedebowmwm%mwn&ﬂej geth—&TQLR/WM@M [a;b].

Foinsic |g(b) — g(a)] < Mb - al.
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Or, 19(b) — gla)| = |Re (e‘”’(f(b)—f(a))> = |e(f(b) = f(a))].

€R
= e |£(6) = f(@)] = |£(b) = f(a)
Mwa@m‘f(b)—f(a)‘gM\b—a]. —

Exemple |6 : La fonction t — el est 1-lipschitzienne.

En particulier, pour tout a, b € R, |[ei® — e!®| < |a — b|.

La notion de fonctions monotones pour des fonctions & valeurs complexes n’a aucun sens mais on
peut, cependant, caractériser les fonctions constantes :

Théoréme [1 (Caractérisation des fonctions constantes dérivarles) : Soient I un in-
tervalle et f € 2 (1;C).

f est constante sur I si, et seulement si f” est identiquement nulle sur L

Preuve:ﬁfwm@mma‘m@%wwdm%tm&etmf
b mulle sun 1.

Ww@&f@md@m@mu%emljoﬂohbf%bO—WmmldeW

L
flz) = f(y) llourubout% y €1 ie. f enb constonte bun L
Pour résumer ce qui est vrai ou non pour une fonction a valeurs complexes :
(", N\
A retenir | :
Ce qu’on garde Ce qu’on ne garde pas

Une fonction continue sur un segment

, , Le théoréme des valeurs intermédiaires
[a;b] est bornée au sens que |f| l'est

Théore rivabilitd I . )
Dérivabilité — Continuité éoreme de dérivabilité de la fonction

réciproque
Opérations sur les dérivées Théoréme de Rolle
Inégalité des accroissements finis Théoreéme des accroissements finis
Dérivée bornée = f lipschitzienne Annulation aux extrema locaux

Dérivée nulle sur un intervalle I

Lien monotonie et signe de la dérivée
—> f constante sur I

Théoréme de prolongement de la dérivée
et prolongement %’

. y

Exercice 3 : E‘pudier la dérivabilité et donner la fonction dérivée des fonctions a valeurs com-
plexes ¢ : t ee‘t et it — garccos(t)+1 arcsin(t)
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