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Q DERIVABILITE

Taux d’accroissement et nombre dérivé

Définition | (Nomere dérivé, fonction dérivée, tanaente) : Soient I un intervalle ou une
réunion d’intervalles de R, f : I+ R une fonction et a € 1.

f(z) = f(a)

= On dit que f est dérivable en a si le taux d’accroissement de fen a 7, ¢(z) =
: x—a

admet une limite finie quand x — a, = # a.
Dans ce cas, on appelle cette limite le nombre dérivé de f en a, noté f’(a) :

o J@ = F@) _ L fla+h) = @)

T—a T —a h—0 h
z#a h#0

f'(a) =

m On dit que f est dérivable sur 1 si f est dérivable en tout a € I au sens précédent.

d
On appelle alors fonction dérivée de f sur I, que 'on note [’ (ou df>’ la fonction qui
%

a tout x de I associe le nombre dérivé de fen x :

f/: [——— R

x 1 (x).
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= On note 2'(I,R) I'ensemble des fonctions dérivables sur I et a valeurs dans R.

Interprétation graphique :

Soit A (a; f(a)) un point de la courbe re-
présentative, donnons nous un autre point
M (z; f(z)) avec z € Py, un point variable
« pas trop éloigné » de A. frmmmmm T -
On considere alors les droites (AM), sécantes
en A et M a €.

Le taux d’accroissement 7, ((x) désigne le co-

B R~

efficient directeur de la corde (AM). A Al
]
1
|
]
_ flz) — f(a) a
Ta,f - T —a . a T
(T,)
Figure XVI.1 — Tangente & une courbe vue comme limite de ses sécantes.
Exercice | (Dérivée usuelle) : Retrouver les fonctions dérivées des fonctions usuelles sui-

vantes et préciser leur domaine de dérivabilité :

[1] Les fonctions constantes. x > sin(x).
r— ", n€Z.

~

Exemples | :

s La fonction « > |z| est continue sur R, dérivable sur |—oo; 0[ et ]0; 400 de nombre dérivé respecti-
vement égal & —1 et 1 en tout point de ces intervalles.

—|0 — —|0
Or, lim M: lim —w:—l#lz lim £ = lim M
z—0- . —0 z—0" X z—0t x -0t x—0
Donc x + |z| n’est pas dérivable en 0.
= La fonction  + v/ est continue sur R,.
De plus, Va,z € R, et a # x, on a :
Vi-va_ 1 L sia#0
= — sia
Ta,\/(x): x—aa:ﬁJr\/awﬂa 2y/a
+oo sia=0.

La fonction = — /z est donc dérivable sur R* .

D’une maniéere générale, ce sera le cas pour toutes les réciproques de fonctions dont la dérivée s’annule
en ce point (cf. théoréme (6)).
L ( ©) )

Théoreme | : Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

Si f est dérivable sur I, alors f est continue sur I.

Par la contraposée, une fonction non continue au voisinage d’'un point ne peut y étre dérivable.
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Figure XVI.2 - Les fonctions valeur absolue = — |z| et racine carrée « — /x ne sont pas dérivables en
0.

La réciproque de ce théoréme est fausse. Pour s’en rendre compte, on peut s’appuyer sur
ATTENTION les représentations graphiques de la valeur absolue, de la racine carrée ou, globalement,
de celle de la figure (XVL3) .

Dérivées a droite et a gauche

De méme que pour les limites ou la continuité, on définit les deux dérivées directionnelles a gauche
et a droite :

4 N\
Détinition 2 (Dérivarilité 3 cauche/3 droite en un point) :  Soient f : I — R une fonc-
tion et a € 1.

Dérivabilité a gauche : On dit que f est dérivable a gauche en a si fjn_,q) st dérivable

z)— f(a
en a i.e. sila limite lim o) = fla) existe et est finie. Cette limite est notée f,(a).
ce c—a
Dérivabilité a droite : On dit que f est dérivable 4 droite en a si flin(; 00 €St dérivable
z)— f(a
en a i.e. si la limite lim @)= fla) existe et est finie. Cette limite est notée f;(a).
T —a
r>a

Dans les cas d’existence, f,(a) et fj(a) s’appellent respectivement les nombres dérivés a

gauche et a droite de f en a.
\ J

Remaraues :

— Dans les cas d’existence, pour a €I, on a :

J@) = f(@) _ . fla+h) = fla)

fé(a)z}éié% T i .

« fz)— f@) . fla+h) - f(a)
, L x)— fla) .. a — f(a
L= o

— Dire que f est dérivable a gauche ou a droite en a revient a dire que la fonction

Tayp: IN{a} —> R
fz) = f(a)

r—a

X

admet une limite a gauche et a droite respectivement.
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— Parce qu’elle n’est qu’un cas particulier de la dérivabilité en général, la dérivabilité a gauche
(resp. & droite) implique la continuité a gauche (resp. a droite).

— Evidemment, la premiére condition pour que la dérivée & gauche (resp. a droite) existe est
que cette limite ait un sens, donc que f soit bien définie en a et dans un voisinage a gauche
(resp. a droite) de a.

e N
Proposition 2 (Caractérisation de la dérivagilité par f; et f) : Soit a € I, non égal a
une des bornes de I.

f est dérivable a gauche en a

f est dérivable en a < f est dérivable a droite en a

fola) = fa(a).

Dans ce cas, f'(a) = fj(a) = fy(a).

\

|
|

/ \
|
I
|
I
|
I
|

(Ta,g> | (Ta,d)
|
a
Figure XVI.3 — En un point anguleux, la fonction est continue sans étre dérivable.
N
Exemples 2 :

= La fonction x  |z|, bien que dérivable a gauche et a droite en 0, n’est pas dérivable en 0.
1

Rl est dérivable en 0.

= La fonction f définie par f(z) =
0 sinon.

Exercice 2. : Montrer que la fonction f: R —> R

{ln(1+:1c) six >0

v sin(x) sixz <0

est dérivable en 0.

Une fonction peut n’étre ni dérivable a gauche ni dérivable & droite en un point.

C’est le cas de la fonction f: R ——> R

. 1 .
ATTENTION . e (E) ste 70

0 sixz=0.
— 1
En effet, x +— f(x)é‘"((]) = sin (—) n’a pas de limite en 0, ni a gauche ni a droite.
T — x
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PTSI VINCI - 2024 I. DERIVABILITE

Figure XVI.4 — Une fonction peut étre continue sans étre dérivable ni a gauche, ni & droite.

3' Dérivabilité et approximation affine

e

Proposition 3 (Développement limité dordre 1) : Soient f: I+ Ret a € 1. )
f est dérivable en a si, et seulement si il existe £ € R et € : [ — R tels que :
Ve el f(x)=fla)+ (z—a)l+ (x —a)e(x) avec ilg(ll e(z) =0. (XVI.1)
De plus, si ¢ existe alors f'(a) = ¢ :
f(z) = fla) + (x —a)f' (a) + (x — a)e(x). (XVI.2)
\

— La relation (XVI.2) est appelée développement limité a l'ordre 1 de f en a.

La fonction f est donc dérivable en a si, et seulement si elle admet un développement limité
d’ordre 1 en a.

— L’application affine x + f(a) + f'(a)(x — a) est appelée 'approximation affine de f en a.
Sa courbe représentative est la tangente de f au point d’abscisse a.

fla)+(z—a)f'(a) 1

Figure XVI.5 — La tangente est la meilleure approximation affine de f au point a.

Exemnmple 3 : Par approximation affine

1
0,001 = 2,00025.

4,001 =/4+0,001 ~v4 4+ ——
Vv Vv Vi

La calculatrice donne /4,001 =~ 2,0002499.
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Q FONCTIONS DERIVABLES

Stabilité algébrique

~

Toute combinaison linéaire A f+ g de fonctions dérivables en a est une fonction dérivable
en a et

Proposition ++ : Soient I un intervalle ou une réunion d’intervalles de R et a € 1.

(Af+9)(a) = Af'(a) +9'(a).
Le produit de deux fonctions dérivables en a est une fonction dérivable en a et
(f9)'(a) = f'(a)g(a) + fla)g'(a).

L’inverse d’une fonction dérivable en a et ne s’annulant pas en a est une fonction

(3) @

Le quotient de deux fonctions dérivables en a dont le dénominateur ne s’annule pas en

dérivable en a et

a est une fonction dérivable en a et

(f) (a) f'(a)g(a) — f(a)g’(a)
g

. .

Exercice 3 : SoitaceRet h: R+——— R
—(z—a)* siz<a
x
(r —a)? siz>a
Démontrer que h est de classe €' sur R.
|zl La fonction h’ est-elle dérivable sur R ?

‘ Dérivabilité d’une composée

( )

Proposition S @ Soient I un intervalle ou une réunion d’intervalles de R et a € 1.

La composée d’une fonction dérivable f en a et d’une fonction dérivable g en f(a) est une
fonction dérivable en a et

(g°f) (@)= f'(a) x (¢ ° f)().

Exercice 4 : Etudier la dérivabilité de la fonction f définie par :

f(z)=In (x + /21— x)).

Donner sa dérivée le cas échéant.
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II.3” Dérivabilité de la réciproque

Théoréme b (Continuité et dérivagilité de Ia réciproque) @ Soit f: I+ J une bijec-
tion ou I et J sont deux intervalles de R.

Si f est dérivable sur I et si f’ ne s’annule pas sur I alors f~! est dérivable sur J et on a :

vhed, (F) () = f/(fll(b» _ f@ ot b = f(a).

Détinition 3 (Difféomorphismve) :  On appelle difféomorphisme toute bijection dérivable
entre deux ouverts de R dont la bijection réciproque est dérivable.

Exemple 4 : La fonction exponentielle exp : R — R* est dérivable sur R dont la dérivée exp” = exp ne
s’annule pas sur R et est strictement monotone.

La fonction exp est donc bijective et sa réciproque In : ]0;4o0o[ — R est dérivable sur |0; +oo[ et on a :

1 1 L
Ve eR:, In'(z) = = Tz
z € Ry, In'(z) exp’(exp'z) exp(exptz) ®

Si f’(a) = 0, alors, la démonstration précédente prouve que f~! n’est pas dérivable en b.

Graphiquement, ¢, admet une tangente horizontale au point M (a;b) ot b = f(a). Par symétrie,
on en déduit que €. admet une tangente verticale au point M (b; a).

4 )
Exemple S :  f R, ——> R, est bijective et continue sur R, . Sa réciproque
T x2
f': R, ——> R, est définie et continue sur R, mais n’est pas dérivable sur R, car f’(z) = 2z
z vz

s’annule pour x = 0.

D’apres le théoréme de dérivabilité de la fonction réciproque f~' est donc dérivable sur R, \ {f(0)}, et pour
y e Ry,
1 1
(' (= = :
F(w) 29

\. v

Exercice S : Soit ¢ : x > x + €”.
Montrer que ¢ définit une bijection de R sur un ensemble J a déterminer.

E Justifier que ¢! est dérivable sur J.
Déterminer (go’l)/(l).
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Dérivée d’ordre supérieur

s '
Définition 4 (Dérivée n-ieme) :  Soient I une réunion d’intervalles et f : I — K . On
définit récursivement :

s VneN,si f™ est dérivable, f(+1) = (fm)’,

Si, pour tout | < n, la fonction f¥) existe, on dit que f est n fois dérivable sur I et on appelle
f) 1a dérivée n®™e de f sur L.

L On note 2" (I; K) 'ensemble des fonctions définies et n fois dérivables sur I a valeurs dans K.

Détinition S (Fonction de classe ¥™) :  Une fonction f est dite :

= de classe € sur un intervalle I si elle est n fois dérivable sur I et que f(™) est continue.
m de classe € sur un intervalle I si elle est de classe € sur I pour tout n € N.

Notation et remaraues : Soit I une réunion d’intervalles non triviaux et n € N.

— On note 2*° (I; K) les fonctions n fois dérivables pour tout n € N.

Il est facile de montrer que

€ (I;K) = 2° (I;K) et ¢ (I;K) = () €% (1;K).
k>0

— Soit k € N*. On a la suite d’inclusions ensemblistes :

X q.eet el ot e gh e et e 2t ¢ 60 ¢ 2° QK =7 (1;K).

Exemple [ @ L’exponentielle, les fonctions sinus, cosinus, les polyndmes, les fractions rationnelles, le loga-
rithme sur leur ensemble de définition sont de classe € °°.

De maniére générale, la plupart des fonctions que 'on nomme « usuelles » ou « de référence » sont de classe
%°° sur leur ensemble de définition ou, & défaut, sur l'intérieur de celui-ci.

Exercice b : Soit f:xz 2™ et k€ N.

n!
Pour tout k& < n, montrer que pour tout z € R, f¥(z) = ———z"*,

(n—k)!

4 )
Proposition T (Staeilité de ¢ (1;K)) : Soient n € NU {+oo} et I,J des réunions d’inter-

valles non triviaux de R.

©" (1;K) est stable par combinaisons linéaires :

VAEK, VY f ge€ (I;K),
A +g€ ™ (1K) et YneN, Af+g)™ =rfm g,

€™ (1;K) est stable par produit :
Vf,gee (1K),

fxgegn(L;K) et VneN, (f9" =Y (Z) F®) x gln=h),

k=0

.
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4 )
(Formule de Leibniz)

©" (1;K) est « stable » par quotient et composition :

oV f,g €€ (I;K), si g ne s’annule pas sur I alors g e ¢ (I;K).
oVfee™(I;))et ge €™ (J;K), gofed™(I;K).
¢" (I;K) est presque stable par réciprocité :
Soient I un intervalle et f € €" (I;R) une bijection de I sur f(J).
Si f’ ne s’annule pas sur I alors f~! € €™ (J;I).

Tous les assertions précédentes restent vraies si I’on remplace €* par 2.

\.

4 )
Exemples T :

= La fonction exp € €°° (R;]0; +o0[) et, Vx € R, exp’(z) = exp(x) # 0.
La fonction exp établit donc une bijection de R dans exp(R) = ]0; +oo].

Sa bijection réciproque, la fonction In, est de classe €°° sur |0 ; +00l.
T m T

2[iR) et, va e | =25 2, tan’(@) = 1 + tan’(z) £ 0.

= La fonction tan”_%;%[ [N Caad (]—5 g B 5 ; 5

La fonction tan) = = établit donc une bijection de ]—g ; g[ dans tan‘]fg;%[ (] —g ; g[) =R.
Sa bijection réciproque, la fonction arctan, est de classe €°° sur R.
= La fonction cosjq, . € C>° (]0; 7[;R) et, Va € ]0; w[, cos’(z) = —sin(z) # 0.

La fonction cos), | établit donc une bijection de |0; 7 dans tanjq, . (J0;7[) =]-1;1[.

Sa bijection réciproque, la fonction arccos, est de classe € sur |—1;1].

-

@ THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS

Extrema

4 N\

Théoreme 8 (Condition nécessaire dextremum) : Soit f : [a;b] — R dérivable en un
point intérieur ¢ € Ja; b|.

Si f admet un extremum local en ¢, alors f'(c) = 0.

On dit alors que ¢ est un point critique ou stationnaire (de f).

\,

En un point critique, la courbe représentative de la fonction admet une tangente parallele a I'axe
des abscisses.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X V1 : fonclions de la variable reelle - DSET))ABIXIT@ ﬂ
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La réciproque de ce théoreme est fausse :
I’annulation de la dérivée n’est qu’une

ATTENTION condition nécessaire.

La fonction cube f : z — 2% admet un
point critique en 0 sans que ce ne soit un
extremum.

L’existence d’'un extremum n’entraine en rien la dérivabilité en ce point.

ATTENTION

La valeur absolue admet un minimum en 0 ou elle n’est pas dérivable.

C’est évidemment faux si ¢ n’est pas intérieur (cas d’un extremum sur le bord).

Par exemple la fonction x — 1 + z admet un maximum sur [0;1] en ¢ = 1 mais
ATTENTION f'(c)=14#0.

C’est un peu pour cela que 'on préfere regarder des intervalles ouverts lorsqu’on parle
de dérivabilité.

Exercice 7 : Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction

1
|x|°‘sin<—> si x#0
x
0 si =0

f:axr— (a>0).

Théoréme de Rolle

Théoréme 9 (Théoreéme de Rolle) :  Soit f: [a;b] — R est continue sur [a;b], dérivable
sur |a;b[. (a<b)

Si f(a) = f(b), alors il existe ¢ € |a;b] tel que f'(c) = 0.

Remarques :

— Ce théoreme est faux si f n’est pas continue en a ou en b. On ne peut se contenter de la
dérivabilité sur |a;b[ qui entraine seulement la continuité de f sur |a;b[ ouvert.
11 suffit de prendre f(z) =z sur [0;1[ et f(1) = 0.

— Ce théoreme est faux si f est a valeurs complexes car I'ingrédient principal est le théoréme
des valeurs intermédiaires .
Par exemple t — f(t) = el! vérifie f(0) = f(27) mais f/(t) = i e'! ne s’annule jamais sur
[0;27].

Exemple & @ Si fe€€?([a;b];R) et f(a) = f(b) = f'(a) =0 alors f” s’annule sur ]a ; b[.

Cf. I’ exemple (77) pour une généralisation.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X V1 : fonclions de la variable reelle - DSET))ABIXIT@ m
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! 1 1 1 !

€1 G C3

Figure XVI.6 — La courbe d’une fonction dérivable prenant une méme valeur en deux points admet une
tangente horizontale entre ces derniers.

[ Cy

Figure XVI.8 — La continuité Figure XVI.9 — La dérivabilité
Figure XVI.7 - La condition est nécessaire. est nécessaire.
f(a) = f(b) est nécessaire.

Exercice 8 : Soit f: [a,b] — R, de classe € sur [a,b] et deux fois dérivable sur Ja,b[ (a < b).

b— 2
Montrer qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que f(b) = f(a) + (b—a)f'(a) + %f”(c).
I11.3} Théoréme des accroissements finis

Théoréme IO (E calité des acaroissements £inis) : Soit f : [a;b] — R continue sur [a ; b]
et dérivable sur Ja;b[. (a < b)

Alors, il existe ¢ € |a; b tel que :

Théoréme [l (INéazalité des acaroissements £inis) : Soit f : [a;b] —> R continue sur [a;b]
et dérivable sur Ja;b|.

S’il existe deux réels m et M tels que Vz € |a;b[, m < f'(z) <M alors

m(b—a) < f(b) = f(a) <M(b—a).

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X VI : Fonclions de lo variable réelle - DERTVABILITE H
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Figure XVI.10 — La courbe d’une fonction dérivable passant par deux points A et B admet une tangente
paralléle & la droite (AB) entre ces derniers.

Un peu de physiaue ! : Ces inégalités ont une interprétation cinématique assez évidente : si on
court, par exemple, deux heures avec une vitesse oscillant entre 7 et 12 kilometres par heure, on
aura stirement parcouru entre 14 et 24 kilometres.

Exercice 9 : Trouver un majorant de I'erreur commise en remplagant v/ 10001 par 100.

( Y\
Exenple 9 (Fonctions lipschitziennes) : Soit f: I+ R et soit k € R*. alors f est lipschitzienne de
rapport k sur I si :

— f(=z
Viziy) elP/z#y, lif(y) @) ¢ &,
r—1Yy
. 2 fly) — f(=z) . i
Or, V (z;y) € I?, tels que x # y, —=———— représente la pente de la corde passant par les points
r—Y

M (z; f(x)) et N (y; f(y)).

Ainsi, f est lipschitzienne si les pentes de toutes les cordes de %y sont bornées.

\

\
Exemples O :
= Une fonction constante sur un intervalle I est O-lipschitzienne sur I.
m Gréace a 'inégalité triangulaire, f: x > |z| est 1-lipschitzienne sur R.
= Pour tout réel x, sin’(z) = cos(x) et donc |sin’(x)| < 1.
On en déduit que pour tous réels x et y,
|sin(z) — sin(y)| < |z — yl.
De la méme fagon, on montre que | cos(z) — cos(y)| < |z — y|.
Les fonctions cos et sin sont 1-lipschitziennes.
s Pour tout z, y de [1;+o00[, on a :
1
VE =~ VBl < Glz —yl.
. 1. -
La fonction v est donc =-lipschitzienne sur [1 ; +ool.
. 2 y

Exercice IO : Montrer que la fonction x — z2 n’est pas lipschitzienne sur R.

Proposition [2- = Soit f: [a;b] —> R est continue sur [a;b] et dérivable sur Ja;b[.

f’ est bornée sur |a;b[ si, et seulement si f est k-lipschitzienne sur [a;b].

|1]. Pas trop compliquée
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Exemple || © Sur tout voisinage de zéro, la dérivée de & — /x n’est pas bornée donc elle ne peut y étre
lipschitzienne.

Corolsire [2-] : Toute fonction de classe ¢! sur un segment est lipschitzienne sur ce seg-
ment.

Exercice | :

1 1
Montrer que Vz € R, o <In(z+1)—Inz < =

En déduire la nature des suites de terme général :

n 1 kn 1
Sp=Y ~etT,= Y = (pour k€ N\ {0,1} fixé).
p=1 p p=n+1

n
1
Déterminer de méme le comportement de : (Z )
nz

f=plnp
Q APPLICATIONS

IV.1} Caractérisation de la monotonie

S

Théoreme I3 (Caractérisation des £onctions constantes dérivarles) : Soient I un in-
tervalle et f € 2 (I;R).

f est constante sur I si, et seulement si f’ est identiquement nulle sur I

ATTENTION [

L h | L h |
L 4 L |
I, I,

Figure XVI.11 — f est constante sur I; et I, mais n’est pas constante sur I =1; UI,.

Théoréme 4 (Caractérisation des fonctions monotones dérivaeles) :  Soient I un in-
tervalle contenant au moins deux points distincts et f une fonction dérivable sur I a valeurs
réelles.

f est croissante sur I si, et seulement si f’ est positive ou nulle sur I.

|zl f est strictement croissante I si, et seulement si f’ est positive ou nulle et qu’il n’existe

aucun intervalle [a;b] C [ avec a < b sur lequel f est identiquement nulle.
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On dispose bien siir d’un résultat analogue sur les fonctions décroissantes.
Remaraue : En particulier si f'(x) > 0 pour tout = € I sauf peut-étre en un nombre fini de
points, alors f est strictement croissante sur I.

Pas de réciproque! La fonction x — 2 est strictement croissante sur R alors que sa dérivée n’y
est pas strictement positive et s’annule en 0.

L’hypothese « I est un intervalle » est indispensable ici. Le théoreme est faux si I est
une réunion d’intervalles.

1 1
LTI La fonction f: x + — est dérivable sur R* et V2 € R*, f'(z) = —— <0.
x x

ATTENTION

Or, la fonction f n’est pas décroissante sur R* : f(—1) < f(1).

/S =

I, I,

LBl
(4 ]
LBl
[ = =]

Figure XVI.12 — f est croissante sur I; et I, donc f’ > 0 mais n’est pas croissante sur I = I; U1,.

On peut avoir f’(a) > 0 en un point a sans que f soit strictement croissante au
voisinage de a.

1 o
C’est le cas de f: x — 22 sin <7> + g
x

— On peut prolonger continument f par 0 en 0

— Bien str, f est dérivable sur R* et en revenant au taux d’accroissement de f, on
montre aisément que f'(0) = 5> 0.
. . (1 1 1
— Pourtant V2 € R*, f'(z) =2zsin | — | —cos | — +§'

pour tout z € R*, f’ change donc de signe réguliérement au voisinage de 0, donc
f change de sens de variation réguliérement au voisinage de 0. [2/

IV.2] Prolongement de classe %"

4 N\
Théoréme IS (Théoréme de la limite de la dérivée) : Soient I un intervalle de R,
f: I+ R continue sur I et dérivable sur I\ {a}.

Si lim f/(z)=¢€R alors lim f@) = fa) _ l.
r—a r—a Tr—a

r#a r#a

Sif € R, alors f est dérivable en a avec f'(a) = £ i.e. f est dérivable sur I tout entier
et f’ est continue en a.

\.

1 1
|2]. Briévement la preuve:le terme z sin (—) est petit au voisinage de 0 et négligeable devant le terme cos (—)
T T
qui prend une infinité de fois les valeurs 1 et —1. f’ prend donc une infinité de fois au voisinage de 0 des valeurs
1 3 . . . s . .
proches de —3 et ) et change de signe autant de fois sur ces voisinages non réduits a un point. f en fait donc

autant avec sa monotonie.
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Figure XVI1.13 — Une fonction dérivable peut avoir une dérivée strictement positive en un point sans étre
monotone sur un voisinage de celui-ci.

|z| Si ¢ = 400, alors f n’est pas dérivable en a mais sa courbe représentative admet une
tangente verticale au point d’abscisse a.

1
z2  sixzx >0

Exemple 2. : La fonction f définie par f(z) = { est dérivable sur R.

e
0 sinon.

1
Exemnmple |3 : arcsin est dérivable sur ]—1; 1] et arcsin’ () = ———— dont la limite en z = +1 est +o0o.
On retrouve ainsi que arcsin n’est pas dérivable en +1 et qu’il y a une tangente verticale en ces point pour la
courbe.

\

ATTENTION I Si f/ n’a pas de limite en a alors on ne peut rien dire.

Remaraues :

— La continuité en a est une hypothese nécessaire.

N
Exemple |4 : La fonction p: R——>R est dérivable et continue sur R*.
0 si z#0
T
1 si =0
— . , - . fl@) -1 1, .
On a, de plus, lim f’(x) = 0 mais f n’est pas dérivable en 0 car lim “——— = lim —— n’existe pas.
L x—0 x—0 55 x—0 T

— Ce résultat est intéressant pour étudier la dérivabilité d’une fonction en un point ou les
théoremes généraux ne s’appliquent pas sans revenir au taux d’accroissement.

Exenple IS : Considérons la fonction f : z +— z2In(x).

Cette fonction est définie et °° sur R’ et peut se prolonger par continuité en posant f(0) = 0.
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Par ailleurs, Vx €]0;4+00], f'(z) = 2z In(x) + = a certainement aussi une limite nulle en 0.

Le théoréme de prolongement de la dérivée permet alors d’affirmer que la fonction prolongée est déri-
vable en 0, et que f'(0) =0 : de classe ¢'* donc.

. 1
Exercice 2 : On définit g : R+ R par g(0) =0 et, Vz # 0, g(z) = 2%sin (—)
x

Démontrer que g est dérivable sur R. Donner ’expression de g’.
E La fonction ¢" a-t-elle une limite en 07
Quelle est la classe de g7

Corolaire IS| (Prolonaement de classe 1) :  Soient I un intervalle de R, f : T +— R
continue sur I et de classe ¢! sur I\ {a}.

Si lim f/(z) = ¢ € R alors f est de classe ¢! sur L et f'(a) = /.
Tr—a

Ce théoréme peut se généraliser & f € €F(I\ {a} si les dérivées fU) (1 < j < k) ont toutes une
limite finie en a.

Q FONCTIONS A VALEURS COMPLEXES

Comme on ’a vu, beaucoup de propriétés vraies pour les fonctions a valeurs réelles ne
le sont plus pour les fonctions a valeurs dans C notamment :

ATTENTION — L’image d’un intervalle par une fonction continue n’est pas un intervalle.

— Le théoréme des valeurs intermédiaires n’est plus vrai.

— Le théoréme de Rolle n’est plus vrai.

— Le théoreme des accroissements finis non plus.

Théoréme |6 (INéaalité des aceroissements £inis) : Soit f : [a;b] —> C continue sur [a ; b]
et dérivable sur ]a;b|.

S’il existe un réel positif M tel que Vz € Ja;b[, |f'(z)] <M alors

[£0) = f(a)] < Mo~ a].

Exemple |6 : La fonction t — el est 1-lipschitzienne.

En particulier, pour tout a, b € R, |e'® — e?| < |a —b|.

La notion de fonctions monotones pour des fonctions a valeurs complexes n’a aucun sens mais on
peut, cependant, caractériser les fonctions constantes :

Théoréme 1 (Caractérisation des fonctions constantes dérivarles) : Soient I un in-
tervalle et f € 2 (1;C).

f est constante sur I si, et seulement si f” est identiquement nulle sur L.
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Pour résumer ce qui est vrai ou non pour une fonction a valeurs complexes :

A retenir | :

Ce qu’on garde Ce qu’on ne garde pas

Une fonction continue sur un segment

, , Le théoreme des valeurs intermédiaires
[a;b] est bornée au sens que |f]| Vest

Dérivabilité — Continuité Théoréme de dérivabilité de la fonction

réciproque
Opérations sur les dérivées Théoreme de Rolle
Inégalité des accroissements finis Théoréme des accroissements finis
Dérivée bornée = f lipschitzienne Annulation aux extrema locaux

Dérivée nulle sur un intervalle I

Lien monotonie et signe de la dérivée
= f constante sur I

Théoreme de prolongement de la dérivée
et prolongement ¢!

o Wy

Exercice 3 : Et_udier la dérivabilité et donner la fonction dérivée des fonctions a valeurs com-
plexes it ee‘t et it — earceos(t)+1 arcsin(t)
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