Fewille d exercices n° 17 Systémes lindaires

Systémes linéaires |

Q SYSTEMES ECHELONNES

Exercice | : Les matrices suivantes sont-elles échelonnées par lignes ?

NB : Les * désignent des nombres non nuls.

x x 0 0 =* * % 0 x % 0 0

0 0 = 0 = 0 00 0 = 0 =
‘0000* |300000 OO

0 0 0 0 = 0 0

000 ;- 0
El PP B, 88

00;0 . 0 0 0 0

k% k% *
(0 00**0*>@(********) @(OOOOO*O)

Exercice 2 : Pour chaque systéme suivant, déterminer :

a) la matrice augmentée du systeme;
b) le nombre d’équation n, le nombre d’inconnues p;

c) le rang r;

e) le nombre de degrés de liberté;

)
)
d) la compatibilité ou I'incompatibilité ;
)
f) les inconnues principales et secondaires.

On ne demande pas de résoudre le systéme !/

20 — Ty +t=—13 (a+b—d=—7
[} (2:+9=6 15b — 5c +29d = 33
—5t =9 {13¢+d=—15
o |a=1n
(0c—0d =0
—xy + 1523 + 14 —25 =1 3xy —x3+8r; =5
3z, + Tws = —5 [4] { 2%3 + 22, — 625 + 132, = —1
Oz, =2 Tg — 292, =3

Correction :

Z 0 1 ]-13
[ - Mabuce augmenze | O O 9 6
0O 0 O 9
- n=3 p=4
- r=3
~ Compatible
— 1 degs de lilents
[1]. .. mais tout éléve sérieux le fera pour s’entrainer bien siir!
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feuille d exercices n° 17 Systémes linéaires
—vwwmww%:x,z,t
imconue tecondaine : Y
0 15 1 1]
O 0O O O 0|72
- n=3 p=>5
- r=2
_BW@&&M,
—VWWWPMWTO,Q@A:$27$4
inconnues becondainet : Xy, Ts3, Ty
10 1| 7
0 5 29 | 33
O 0 O 11
O O O 0] O
- n=95 p=4
- r=4
—&mﬂbﬁ&@e
—Od,ecanéde&ﬂ@m:/lbo&w\m
—anumwaﬂeﬁ:a,b,cd
delmmm.
0O 10 0 0O 815
— Jhabrice augmenize | 0 0 [2] 2 6 O 13 | -1
0O 0 0 0 0 29| 3
- n=3 p="7
- r=3
_Eomrgt-@Qe
_4¢@%né@de%@t@
— UWWDQEK} : X1,T3,Tg
incomnuet becondainet : Ty, Ty, Ty, Ty
Exercice 3 : Résoudre les systémes suivants :
dr+2y+2=4 r—y+t=1 0
doy — 2y + 2= —2 20 —2y+22=2 (2] 233_ - = 1
4dr —y=20,5 —xt+y—z=-—1 et
3r+2y—z = 5
[2] q2z+3y+2=-1 g —4r —2y+2=3 B3r+Ty+4z = 10
r+y+z=1 = | 2x+2y+2z=4 +2$2+3x3 = 5
20 — 2y + 2z =2 T+2y+2z = 4 —|—2x3 = 3
—r+y—z=1 2r—2y+z = =2 2
3r—y = 0,5 -7
3r+2y—2=5 dr +3y+52z = 1
22+3y+2=> {2x+3y+z = -1
3x+ Ty +42z =10 x4+ yz = 1
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Feuille dexencices n° 17 Syatimes lincares

Correction :

42 1| 4 4 2 1] 4 10 01 1/2
(421 2)~(O4 1 6)~(O103/2)
4 1 ol ) *\o o 111 /)0 0 1] -1
Done, 8 =1{(%,%,-1)}
5 3 4 -1 11 1] 1
(231 1)~(231 1)L1<—>L3
11 1011 )55 3 411
11 1 1.0 0] -4
~(01_¢ _3)~(0101>
LNo o 3]12)\V0 0 1] 4
Done, § = {(—4,1,4)}
1 1 010 1 21 010
(2222)~(0022>
11 1] O O 02
Done, 8 =10
3 2 1|5 3 2 115 10 111
(2315)~<O111~(O111)
3 7 4110 /)\0 0 olo/J*"\0O 0O 010
Done, 8 ={(1+2,1—22),2z€R}
1 21 0 11 1210 1|1 1 210 1|1
(2_2202>~(002-2 o)~(001_1o)
1 1 1 0/1)J*\0 0 0o o|l0o/J V0O O O 0|0

@O‘T\Q S = {(1+y_t7y7tat)7(y7t) € [RZ}

7 2 0 3| 7 1.0 3|1
3 0 2 5|11 0 5|
4)?[0 0 O o)f(oo b 6)
2 0O 0 O] 0 00 010

_ 11 —
@omo,cg:{< 7;—3Z, 252,Z>,Z6[R}

N

Exercice 4 :

Résoudre dans C avec la méthode du pivot le systeme :

T4y =2
y+z=-2
z4+t=—2
r+t=2

Soient les quatre points B;, By, B5 et B, d’affixes respectives i, —1, —i et 1 . Existe-t-il un
quadrilatere tel que les points B;, By, B5 et B, soient les milieux de ses cotés ? Si oui, est-il
unique ?
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Fewille dexercices n° 17 Syatimes lincares

Exercice S : Résoudre le systéme suivant en discutant suivant la valeur des parametres :

r+2y+kz = 1 mr+y+y = 1 2r4+y—3z2=a
3v+dy+2z =k, [2] § z+myt+z = m 3z4+2y+z=a+3
20 +3y—2 = 1 TH+y+mz = m?

Tr+4y—>5z=2a+5

Correction :

2 1 3 a 2 1 -3 o
A_(B 2 @+3>~(O i 4 3;a>
7 4 5]2+5/)"\0 0 0] 24
~fa+2 8=0.
1 0 -#1-1
- fa=2 AN(O T 11| 4 )et5={(—1+7z,4—112,z),z€R}.
Lo 0 010
Exercice b :

Résoudre le systeme suivant en discutant selon les parametres réels a, b, ¢ :

2r—y+z=a
—x+3y—52=0>
8z —9y+13z=c

4
= | 1| puis pour
2

Résoudre le systeme précédent pour (

o o Q
o o R

4
=11
10

2 —/| /I a —/] 3 —5 0} L1<—>L2
Correction : (_1 3 5 @)N 2 1 1 @)
8 9 13|/ 8 9 13|
1 3 b A
~| 0 5 9 ot | L, L,+2L,
O 15 27| .+8b L3 « Ly + 8L,
1 3 b b
’I\j @) 5 -9 @"‘2@»
@) O O —3@‘*2@"‘0 L3<_L3_3L2

- 50{,*3a+21)+6750@emd/ab®mebbma‘t£wge: S =1.

—x+3y—5z=0» 3y =554 b
% 8a+2%+c=0dw (S) = {5y—92=a+20 = { VT
0=0 5y =9z+a+2b

r—3y=—-52—-0 L, «+—-L;
= 9 1 2 L 1y,
y=52+ga+gb 2%52

. r=22+2a+1b L, L;+3L,
y=32z+ta+ 3b

2 3 b9 2b
@cvn@ 5:{( Z+5a+ , Z+g+ 72),26”?}.
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Feuille dexencices n° 17 Syatimes lincares

4

(1 ,onva —3a+2b+c#0 done § =0
2

4

1

o o

2 11 9 6
_ (): 10,%@—3a+2b+c:0M5:{< Z; 7%,,2),26&}.

Exercice T : Discuter et résoudre suivant les valeurs des réels A, a, b, ¢, d le systéme :

14+ Nz + Yy + z +

t = a

() x + (1+Ny + z + t = b
x + Yy + (14+XMNz + t = c

r o+ oy 4+ oz 4+ (14Nt = d

Correction :

L,+<L,—-L, L2<—L2 L, Ly <Ly —

AT — At = a—d

Ay - M = b—d

8) = e — M = c—d
r + oy + oz 4+ (1+MNt = d

@mm@emrawu»&m/\:&ﬁAanMQ@W@%'@d@&o&ﬂofn@Wma:bZCZd.
geobo&wﬁnbbomtoﬂonbgw(x,y,z,t)Wuém%wm+y+z+t=d.(€'%twn,%1\mdedmmm3

dans R:)
o ) N ) 1 1 1
ﬁAﬂmWWQWWMQ@WW@:L4<—L4—>\L1—)\L2—>\L3
W VAV
A\x — At = a—d
Ay ~ X = b—d
(S) = Az — At = c—d
A+t = d—%(a—l—b-ﬁ-c—?)d)

emwﬁw&m/\:—4.&d@w@w&%ﬁ@deww0=a+b+c+d.@mma+b+c+d7§0aﬂom@
LQ'n/I a debo&lb\ofrw
T e

%A:—49La+b+c+d:0020nbmbteumem%miédemz

a—d

4

{(t—a_dt—b_dt—c_dt)uen?}: _szd + vect
4 T T T Ty

c—d

1

0

—_ = = =

T, droite. pansant pan (—“Zd,—b;d,—c_d )awﬂé@wﬁema:(l, 1,1, 1).

ﬁm?f@n@aﬂ; AN#0 et NA 4G%m&dwt_ﬁ(d—i(awﬂ—w))et%

m&wﬁw%uabmdeto@@mmmdédu&@e@wﬁam&wxzt+§(a—dlyz
1
z—t—i-)\ )%mﬁb@dmwwnebo&xﬂmquue

1

A+3)a—b—c—d A+3)b—a—c—d A+3)c—a—b—d (A+3)d—a—b—c
( AN +4) ’ AA+4) ’ AA+4) ’ AA+4) )
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Fewille dexercices n° 17 Syatimes lincares

Exercice & :

‘ Résoudre le systéme suivant a 'aide de la méthode de Gauss-Jordan, en discutant selon la
valeur du parametres réel a :
ar+y+z+t=0
rTH+ay+z+t=0
z+y+taz+t=0
z+y+z+at=0

Refaire I'exercice précédent en introduisant 'inconnue auxiliaire s = x + y + z + t, et sans
utiliser 'algorithme de Gauss-Jordan.

Correction :

o 1 1 110 1T 1 1 o]0 L, <L,
T o« 1 110 T o« 1 110
11w 1[0 |T[ 1 1 a 10
T 1 1 o]0 o 1 1 110
1 1 1 a O
O a-1 O 1—a | O Lo+ Ly, —1,
Tl 0O O a-1 1-a |0 | Ly«<Ly—1L,
O 1-a 1—-a 1-a*|0 L, « L, —aly
1 1 1 a O
O a-1 O 1—a O
T O O a—1 1—a O
O O 1-a 2—a—-a*>|0 L, <+ L, +L,
1 1 1 a O
O a—-1 O 1—a O
T O O a—1 1—a O
O O O 3—2a—a* |0 L, L, +Ls
On, 3—2a—a?=(3+0a)(1—a)
—Spi,azlo&w;v(S)<:)x+y+z+t:0<:)x:—y—z—t
5:{(—y—z—t,y,z,t),(y,z,t)G[R?’}.
o 1 1 110 T 1 1 =310
, 1T « 1 110 O —4 O 410
50““3%’“*11@10)“500440
T 1 1 o]0 O 0 0O 0|0
S§={(t,t,t,t),t €R}.
~ $ae¢{1,-3} alow §=1{(0,0,0,0)}
ﬁmméﬂwe:mWS:x+y+z+t.
T+y+z+t=s T+y+z+t=s
ar+y+z+t=0 (a—1)z+s=0
S) <= (x+ay+z+t=0 <<= ((a—1y+s=0
r4+y+az+t=0 (a—1)z+s=0
r4+y+z+at=0 (a—1t+s=0

~fa=1ldow (S) <= z+y+2+t=0

S={(-y—z—ty,z1t),(y,2t) € R®}.
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=

- $a=-3dow 8§={(ttt1),teR}.

- Kagq,

—3}, dlows 8 = {(0,0,0,0)}.

@ INVERSIBILITE DE MATRICES

Exercice 9 : Les matrices suivantes sont-elles inversibles ? Si oui, calculer leurs inverses.
2 3 1 1 2 3 1 a a®> o
2
1 1 1 2 2 3 1 0 1 a a
. 31 2 00 1 a
1 11
00 0 1
2 1
(7 5) Lo - R
11 2 [s] ? (1’ :1)) 1 I B
B} | 1 21 0001
2 1 1 1 1 1
a 1 1 2 1 -1 1 1 -1 -1
(lal) eR (030) T B
1 1 a o 0 2 1 1 -1 -1 -1
Correction :
Saoi,ejnl?(x;y;z)et(d;b;C)G[R?@nw&ﬁueQ@métﬁode%wmmd@wnthWm:
2 31 T 20 + 3y + z = a
11 2 Y| = { r 4+ y + 2z = b
1 1 1 z r + y + z = c
r + y + 2z = b
4 { 20 + 3y + 2z = a Ly«1,
+ v + z = c
+ y + 2z = b
= { 32z = a — 2b Ly, <~ Ly — 2L,
z = b — ¢ Ly« L;—Lg
_ b + 2 L, L, —2L,
<:>{ = a + b — 3¢ Ly L,+3L,
= b — ¢
= —a —2b + b5¢c Ly« L;—L,
= = a 4+ b — 3c
= b — ¢
x —2 5 a
z -1 c
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Fewille dexercices n° 17 Syatimes lincares

On o nsussic & névoudne le S TOUTW@mmgﬂw(a;b;c)ERgdumA%bvmwmﬁﬂe
bAj,bb@rm@]uw)b

d inwsense

Exercice IO (M anti-symétriaue = I+ M est inversigle) :
Soit M € .#,,(R) anti-symétrique.

Ty
. 2 s A
Soit X = | | un vecteur de R" considéré comme une matrice a une seule colonne.

L,

Calculer XX et montrer que XX > 0 et X' X = 0 si, et seulement si X = Ogn .
[2] () Soit X un vecteur tel (I +M)X = 0. En calculant (MX)"(MX) de deux maniéres
différentes montrer que X = Ogn.
@ En déduire que I + M est inversible.

Soit A = (I—M)(I+M)~L.

(=) Montrer que (I—M) et (I+M)~' commutent.
@ Déterminer A~}
@ Montrer que AT = AL,

Correction :

T 1
x x
D 2 2
‘ Journ X = ,ona XX = (2,29, ,1,) | | =22 +23 4+ +22
x x

n n

Commenttaires : @fn/ nole ”XH2 =X'X. HX” enl ch novme o Qo/ Qoln.%ue/uh du vedieun, X.

@ewaMd'mMWXTX>O.&WWxTX:OM&w‘yymmutuxyht@e

© Fob un wecteun, X wéntfiant (I+M)X =0 <= MX = X

Dine pon (MX)" (MX) = [MX|2 > 0.

Diautre parl
(MX)"(MX) = (MX) " (=X)  can (I+M)X =0 donc MX = —X
=X"™MT(=X) can (AB)" =BTAT
=XT(=M)(=X) can MT = —-M
= X"MX
=X"(=X)
=-X'X
=—[X|* <0

SDWQBPMM%||X||2=0dxme=OW,etdxymI+Mi/nAmmpsQe.
fph,(yrnp/nmdedebo/nhé:QIWW®(I+M)X:OMQ@WMEM@I+NI%L
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Fewille d exercices n° 17 Systémes lindaires

© Meontnons que I+ M b (I—M)! commutent.

Cout d'abord, T+ M b I —M commubent can (I4+M)(I—M) =1—M2= (I—M)(I+ M).

IT+M)IT-M)=T-MIT+M) = I-M)TT+M)(IT-M)=(1-M)"1I-M)I+M)
= (I-M)"YI—-M)(IT+M)=(I-M)"}I—-M)(I+M)
= (I+M)=(1-M)"1I-M)I+M)
= I+M)(I-M) " =T-M) " T-M)T+M)(IT-M)"!
= I+M)(I-M)t=T-M)"T+M)T-M)T-M)!
= I+M)(I-M)"!=1-M)"1I+M).

Bollulons, AL

AT = (= M) x T+ M) = (M) 7 ([= M) = (14 M) x (I— M)

Commentaires : J\Pou%gz pab que (AB)'=B AL

(©) Caleullons AT
- ( (I—M) I+M)*1>T
= ((T4+M)~ ) x (I—M)" can (AB)' =BTAT
=(@+M) T xa-m" can (A1) = (AT)"
:(1+MT) x (I—MT) cn (A+B) =AT +BT
= (I—M)"! x (I+M) can i MT = =M
emwfubuym, AL =AT

Q QUELQUES PETITS PROBLEMES DE L'ECOLE PRIMAIRE

Exercice [ : Paul a des gros clous et des petits clous. Tous les gros clous ont la méme masse, et
tous les petits clous aussi. 50 gros clous et 120 petits clous pesent ensemble 165 g. 70 gros clous et
90 petits clous pésent ensemble 192 g. Calculer la masse d’un gros clous et celle d’un petit clou.

Exercice [ : L’dne dit au mulet : « De quoi te plains-tu? Si je prenais un de tes sacs, j'en
aurais alors le double de toi, si tu prenais un des miens, nous aurions alors la méme charge ».
Combien de sacs portent-ils chacun ?

Exercice [3 : Trois pirates se partagent 300 pieces d’or. Le chef a pour part le double de la
somme obtenue en additionnant les deux autres parts. La part du deuxiéme comporte 10 pieces
de plus que celle du troisiéme. Déterminer la part de chacun.

. 3
Exercice [+ : Une personne dépense le quart de son salaire pour se loger et les - pour se

nourrir. Il lui reste 3150 F pour ses autres dépenses. Quel est son salaire ?

Exercice [S : Voici un probléeme de Nicolas Chuquet (1445-1500) : « Des fréres se partagent
un héritage. Le premier prend 100 euros et 10% du reste. Le second prend 200 euros et 10% du
nouveau reste. Le troisiéme prend 300 euros et 10% du nouveau reste et ainsi de suite jusqu’au
dernier. Ils ont alors la méme part. A combien se monte I’héritage ? Combien y a-t-il de fréres ? »

Exercice [6 : Un batelier descend une riviere de 120 km a vitesse constante v(km/j). Par contre,
il la remonte en mettant un jour de plus car il fait 6 km/j de moins qu’en descendant. Combien
de jours a-t-il mis pour descendre ?
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