vant de rentrer dans le vif du sujet en algebre linéaire, un chapitre plus orienté calcul. 11
s’agit voir le lien entre les matrices et les systémes d’équations linéaires, pour lesquels nous
verrons une méthode de résolution systématique.
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Q SYSTEMES LINEAIRES ET MATRICES

Ecriture matricielle d’un systéme linéaire

Définition | (Systeme linéaire) : On appelle systeéme linéaire & m équations et n inconnues
Ty, To, ..x, tout systéme () de la forme :
11T+ ATy + + a7, = by
a271.'1:1 + a2’2x2 + + a27n$n = b2 (5)
o+ o+ + =
am,1$1 + am,QxZ + + am,nxn = bm
a1 Q19 a1 n Ty
Qg1 Qg9 Qg T
En posant A = ‘ "l e My, (K), X = .2 € Mp,,(K) et
am,l am,2 am,n Ly
by
b
B= .2 € M, 1(K), le systéme (&) s’écrit alors sous la forme matricielle :
bm
AX = B. (S)

- .

Un systeme linéaire n’est donc qu’'une grosse équation de la forme ax = b que nous connaissons

1
L= Zetle
a

bien. Dans R [Y| il suffit de multiplier les deux membres par l'inverse de a noté a~
tour est joué : x = a'b.

Si la résolution d’'un systeme linéaire sera intimement lié a I'existence d’une matrice inversible,
nous allons présenter une maniere algorithmique de résolution : le pivot de Gauss et montrer le
lien avec la recherche de l'inverse de la matrice du systéme.

Remaraues et Vocarulaire :

— La matrice A s’appelle la matrice du systéme et on consideére parfois sa matrice, dite aug-

mentée,
Ay Qg - A1, b,
~ a a e @ b
R=(Ap)=| 1 M2 o a0
am,l am,2 a2,m bm

— On identifie K" et ., ;(K) i.e. on confond usuellement le vecteur ligne d’inconnue
Ty
)

(3317102’ "'737n) € K™ avec la colonne ) € ‘%n,l([K)'

Ln

|1]. qui est un corps i.e. tout élément non nul est inversible.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X VII @ Systemes lincaires 2|
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~

Exemples | :
= Le systeme 2 x 2, 2 = 3y =5 s’écrit sous la forme matricielle :
5 — 4y = 1
2 -3 z\ (5
5 —4 Y 1
= De méme, le systeme 2 x 3 :
2 3 1 12 3\ () [
r + 2y + 3z =
<~ =
{4w+5y = 1 (450)y <
z 0
= Et le systeme 3 x 2 :
3r — 4y =1 <= 3 —4 (y)zl
-5 + 6y = 1 5 6 1

. .

_l’_
e ™
Définition 2. : On conserve les notations de la définition (1) .
= On dit que le systeme (S) est homogéne si B = (0)ym et on note (8,) le systéme
homogene associé a (8) obtenu en remplacant B par (0)ym.
m Résoudre le systéme (8) c’est trouver ’ensemble des vecteurs X € K™ vérifiant AX = B.
Le systeme est alors dit compatible dans ce cas, incompatible sinon.
m Deux systemes sont dits équivalents lorsqu’ils ont le méme ensemble de solutions.
Remarques :
— Tout systéme homogeéne admet, au moins, le vecteur nul comme solution.
— @ est un ensemble solution tout a fait acceptable.
( )
Exemples 2 :
s - 2y _ 1 r = 142X
= Les systémes { 3z 4+ 6y + 2 = -2 et Z i i\ sont équivalents.
m (1;0;1), (—1;—1;1) et, plus généralement (1 + 2¢;¢;1) pour t € R sont solution des systémes pré-
cédents qui admettent donc une infinité de triplets solutions.
3r—5y = 1 p . .
m { C6r+10y = -2 admet tout couple de réels (z;y) comme solution.
3r—5y = 1 . .
{ _6z+10y = est incompatible.
T = 3
" y = 1 admet (3;1;0) comme unique solution. La matrice associée a ce systéme
z = 0
\_ est l'identité. y

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X VII : Systémes lincaires 3]



PTSI VINCI - 2024 I. SYSTEMES LINEAIRES ET MATRICES

Systeémes équivalents et opérations élémentaires

Soient n € N, 7, j € [1;n] et A € K. On note :

1 i i 1 [
[ [ |
1 | 1|
R e BT b i e H, ()= Ao R
T -
® Lijn= | | |
| 1 ! I 1
| | T
1 e R, _—
I 1 I
| | 1
: : ! * Tijn(N) = |
. S ho-—t-———d
v J |
|
% 1
J
4 N\
Proposition | (E£fet dune matrice dopérations élémentaires sur les lianes) : Soit
A e 4, ,(K).
= Multiplier A par L, ;,, a gauche revient a permuter les i®me et M€ lignes de A.
On note L; +» L; cette opération.
= Multiplier A par H; ,()\) a gauche revient a multiplier la i®™e ligne de A par .
On note L; < AL, cette opération.
= Multiplier A par T, ; ,()\) & gauche revient a additionner la 7°me ligne de A multipliée
par \ & la i®™¢ (avec i # j).
On note L; «- L; + AL; cette opération.
Preuve : Hoient A € M, ,(K), 7€ [1;n] e s € [1;p]
M ).
|_ - Ja)vdaegA/n»fAmdeLi’j’wT\omboub kell;n] :
(Liﬂj’n)kzour%kd:r#iebr#j (XVIL1)
Osi r=17our=]
T bimon.
1ai k=
(Li’j’n)ik = {0 snon, (XVIL3)
1si k=14
(Ligm) 5 = { 0 oo, (XVIL4)
Lycée Jules Garnier CHAPITRE X VII : Systemes lincaires 4|
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Ton, ae%wmm du produit mabriciel, on o :
(Li,j,nA) = Zn: (Li,j,n)rk(A>ks

rs —
((Lijn),, (A) (A) sir#Fidr#j

7S diopnes (XVIL2) rs
o s =

™),
_ (Li,j,N)iT (A>rs d'ae :XVH 3 i
dagnas (XVILI) e GV b e

Bl S =1

<A)15
(Li,j,n)j (A) damncn (> .
r TS damss (XVILA) 0 sinomn

%W@Ammwmwuw.?muima%jmm%

ngmm.
- &M%WWMMWWW.

—

Vocarulaire :

— Les matrices L,

i.jn S appellent des matrices de permutation.

— Les matrices H, ,, s’appellent des matrices de dilatation.

— Les matrices T,

, ; .
i.jn Sappellent des matrices de transvection.

De méme a droite avec les colonnes :

Proposition 2 (Effet dune matrice d'opérations élémentaires sur les colonnes) :
Soit A € A, ,(K).

m Multiplier A par L a droite revient & permuter les ™€ et j°™€ colonnes de A.

4,3,
On note C; «+» C; cette opération.

= Multiplier A par H; ,(\) a droite revient & multiplier la i colonne de A par .

On note C; < A\C; cette opération.
= Multiplier A par T

. i,j,p<
seme

par A & la i™ (avec i # j).

\) & droite revient & additionner la j*™¢ colonne de A multipliée

On note C, +- C; + AC; cette opération.

Détinition 3 (Opérations élémentaires sur les liagnes) :  On appelle opérations élémen-

taires sur les lignes d’un systeme, les opérations ci-dessous :

Permutation : L; ¢ L;, permuter les lignes ¢ et j

Dilatation (A # 0) : L, < AL;, multiplier la ligne ¢ par A.

Transvection : L; < L; + AL; et, par extension, L; < uL; + AL;, remplacer la ligne ¢ par
une combinaison linéaire des lignes i et j.

4 N\

Effectuer de telles opérations sur un systéme revient donc a multiplier la matrice augmentée du
systeme a gauche par les matrices d’opérations élémentaires correspondantes.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X VII : Systémes lincaires
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4 )
Théoréme 3

‘ Les opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes d’une matrices sont bijectives.

Deux systemes linéaires qui se déduisent I'un de I’autre par un nombre fini d’opérations
élémentaires sur les lignes sont équivalents.

On note généralement :

(8) ~ (8), A~p A ou A~p A

\.

Remaraue : L’équivalence par ligne est une relation d’équivalence sur .2, ,, (K).

Preuve :
|_ R sullit de nemanquer que -
- (Lo Ly) = (L; ¢ Ly). En panticubion, leo povmutations sonk involutives.
S RN£0 (L, ML) = (Li - iL)
- (L.<—L.+AL.) :(L«—L.—AL)

-1

D’un point de vue matriciel,

Corollaire 3| : Les matrices de permutation et de transvection ainsi que celles de dilatation
pour A # 0 sont inversibles.

Preuve : Soient n €N, 4, j € [1;n] & A€ K.
B‘W%d@nwmw@m@gadym:
u, =L jn &W&AWWW

S VAEK T\ =Ty, (=),

1
- freky oﬂohb H,,(\) ' =H,, (X)

4 \
Mé-thode | (Travailler sur la matrice du systéme) :

$W®WWMNOM/WW0’W e@@:ﬂm@tﬂv@e@
boub@@@%m@o}vmhm@mecebbwma@an@o&hm»
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Qo,mabuoeou%/mgnbeeA (A 0) mmwm&mumdm
e e e e 5 ()

4 )
Exenple 3 : Résolution d’un systéme linéaire 3 I’aide d’opérations élémentaires sur ses lignes.
z+3y—z2 = —6 Tz+3y—z = —6
(83): 20 +5y+z = 4 <= —y+ 3z = 16 L,+ L,—2L,
3z +2z = 16 —9y+5z = 34 Lg+«+ L;—3L;
r+3y—z = —6
= —y+3z = 16
—22z = —110 Lj«+ L;—9L,
r+3y—z = —6
— —y+3z = 16 .
2= 5 Lj «+ _5L3

On dit qu’on a échelonné le systéme (disposition en escalier). Ce dernier systéme est treés facile & résoudre, et
le théoréme (3) permet d’affirmer qu’il a le méme ensemble de solutions que (S3).

\
Exemnple 4 : On peut choisir de travailler en matrice augmentée.
Pour le systéme de I’ exenqple (3) ; on obtient :
1 3 —-1]| -6 1 3 —-1] -6
2 5 1 4 ~L o -1 3 16 L, «+ L, —2L,
3 0 2 16 0O -9 5 34 L+ L, —-3L,
1 3 -1 —6
~L 0o -1 3 16
0o 0 —22 | —110 L, < L;—9L,
1 3 —-1| -6
~1 o -1 3 16 1
0 O 1 5 Lj «+ —§L3
1 3 -1
On dit que la matrice o 1 =3 est échelonnée par lignes.
0o 0 1
. .

Systémes échelonnés

L’idée : Si la matrice du systéme est diagonale i.e. si le systéme linéaire associé s’écrit :
Ty = b

Qoo = by

(8) :

i.e. si le systeme est dit échelonné réduit, il est facile de le résoudre.

En effet, ici, on aura tres facilement et a 'unique condition que Vi € [1;n], o; # 0,

b
Ty 3t
xn b_'”'

Q
3
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Plus précisément,

( N\

Proposition 4 : Un systéme diagonal (o,x; = bi)ie[[ Lin] est compatible si, et seulement si :

Vie[l;n], a;=0 = b, =0.

Sous ces conditions, il se résout en divisant par o le cas échéant.

\

Si la diagonale comporte un ou des coefficients nuls alors cela n’entraine pas qu’il n’y
a pas de solutions mais plutot une infinité en cas de compatibilité.

ATTENTION

( )
Détinition 4 (Systéme trianaulaire supérieur) : Un systéme () est dit triangulaire su-

périeur si sa matrice A € .7, (K) est triangulaire supérieure :

Vije[l;n], i>j = a;=0.

a171x1 + a1,2:L‘2 + + aLn.'I;n = bl

a2,2$2 + cen + 0/27,”.%'” = b2
an—l,n—lxn—l + an—l,nxn = bn—l

an,nxn = bn

Mé-thode 2 (Résoudre un systéme trianaulaire par remontée) :
?Mhmgdeb%bfjmmrhmedgw « hemontée » :
L, ebtda?a,%)wm&an’nxn:bn etryum@d,'%ﬁm,{/mmwn uan’n#o.@nwo&m

i Uiz o dm&%mqun—lwwm.

.f&»wﬂe%}men—lwtde&,gowmeLn1:an1n1xn1—b Fehmvd:d,e/xTan
xn,lmgwmd@b;_lwan tmo1 # 0 & ddliminen z,,_ 1@% 16 n—2

3] OWWWWWWQ%WFMWW.

.%wmooe%mynbdm%wnaﬂ %tmdtﬁ@a@mn@v%wmr@bﬁw&b@d@?azymgﬂmg
Wd,o«bebwumeeﬂuabmde M@O—O,Mom@ebﬂbb@men@robdeho&»bm.
\@«»KAMWWW1“%@%%11:%@1:%1. )

( )
Exemple S : Reprenons le systéme de 1’ exenple (3) :

r+3y—z = —6 r +3y = il
; _ _ _ - L, L;+L;4
z = 5 z = 5

8

— =
8
|
<
I
)
=
T
5
4
w
ol

N
([l
|
—_
)
o+
—
&
w
<
—~
—
[\]
I
—_
at
=
—
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Exemple [ © A partir de la matrice augmentée de 1’ exenple (4) , on obtient également :
1 3 -1/|-6 1 3 0] -1 L, + L, +L4
o -1 3 16 ~L 0 -1 0] 1 L, + L,—3L,
0 O 1 5 0O 0 1| 5
1 0] 2 L, « L, +3L,
~ | 0 -1 0|1
0O 0 1|5
1 0 0] 2
~L 0 1 0|-1 L, + —L,
0 0 1 5
T =
Cette matrice correspond au systéeme diagonal Y = —1 dont I’ensemble des solutions est trans-
z = 5
parent !
1 0 O
On dit que la matrice 0O 1 0 est échelonnée réduite par lignes.
K 0 0 1 J
Exercice | : Résoudre les systémes suivants :
T, +4xy + 325 =1 T, +4zy + 3253 =1 Ty +4xy + 323 =1
2@y — 65 =4 [2] —2xq =4 [3] —2x4 =5

Les systémes diagonaux ou triangulaires sont des cas particuliers de systémes, dits échelonnés :

~

Détinition S (Pivot, systéme échelonné) :

m Dans un systéme linéaire ou une matrice, on appelle pivot d’une ligne non nulle le
premier de ses coefficients non nuls.

= On dit que (8) est échelonné par lignes lorsque :
Si une ligne est nulle, toutes les lignes suivantes le sont aussi.

A partir de la deuxiéme ligne, dans chaque ligne non nulle, le pivot a un indice de
colonne strictement & supérieur a celui de la ligne précédente.

= Dans un systeme échelonné, on dit qu'une inconnue est

o principale si son coefficient est un pivot sur une des lignes du systeme ;
L o secondaire sinon. y

r

J

Exemples T (Systémes échelonnés) :

‘l)ac 2y —z +2t =

-1y +2z =

?)x+y+2t—u = =2
E)u = 3
{ pty+2:-1t = 2

w

¢
~+
Il
—_
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E)m +y +2t @ —u = -2
Uy +z —t 3u =
7 :3)2 -2t +bu =

(&

(%)

) =& Y ) -
| Ce systéme est dit échelonné rédusit.
6

-‘fi)‘u = 12

Exemples 8 (Systémes non échelonnés) :

r 2y —z +2t = 4 5z +y +2t —u = -2
\ { x —y 2t = 3 y 4z —t +3u = 3
5t = 1 3z -2t +4+5u = 6
Sz +y+2t—u = -2 z = =l
‘ { —4y+t—2u = 3 -t S
5y4+2t+u = 0

Q RESOLUTION PRATIQUE

Algorithme de Gauss

L’objectif de 1’algorithme de Gauss est donc de transformer tout systeme linéaire en un systeme
échelonné équivalent par des opérations élémentaires décrites au paraaraphe (1.2) .

Considérons un systéme quelconque ou chaque point e représente un coefficient du systeme,

éventuellement 0.
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] =

Nous allons faire disparaitre progressivement ces coefficients en les annulant et obtenir finalement
la forme échelonnée du systeéme étudié.

Etape 1 : On choisit dans le systéme un coefficient non nul v appelé pivot. Bien siir, si tous les
coefficients sont nuls, le systéme est résolu! S’il n’y est pas déja, on peut toujours placer
ce pivot en position (1,1) en permutant deux équations et/ou deux inconnues. Le systéme

initial :
e o o o o — o V e e e e =
e o o o o — o devient e o o o o =
e vV o o o — o e o o o o —

apres une éventuelle opération L; <> L; et un éventuel échange d’inconnues.

Permuter les inconnues n’est pas une opération élémentaire sur les colonnes, mais
ATTENTION | P P ’

simplement une réindexation.

Remarque :Dans la mesure du possible, privilégiez un coefficient de pivot de valeur 1, vos
calculs ultérieurs s’en trouveront simplifiés. Afin d’éviter les quotients, réservez ’opération

1
L, + yLi a la fin de I'algorithme.

)
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Etape 2 : Grice au pivot, on annule par des opérations L; < L, — \,L; ou L; + A\ L, — A\, L,
tous les coefficients de la premiere colonne sous le pivot.

Le systeme devient :

Remarque : Evitez les divisions et si une ligne nulle apparalt a cette étape, on la supprime
sans ménagement.

Reprise des étapes 1 et 2 : On reprend les étapes 1 et 2 avec le sous-systeme obtenu par oubli
de la ligne 1.

Le systeme :

V e e e e = e v

° = e V e e e e — e
I’a_ "o o _;\I = e devient v = e puis vV e e e =
% o v e, = e e o o o — o o o o —

Et on recommence : On poursuit algorithme jusqu’a la m®™ ligne ou jusqu’a n’avoir que des
lignes nulles.

Le résultat final est appelé une forme échelonnée du systeme :

vV e e e e — e
V e e e = e
V e e = e

Remontée : On annule a présent tous les coefficients situés au-dessus des symboles v'.
La méthode est la méme que précédemment, on utilise les pivots et des opérations L; <= A, L;+A,L,.

Le systeme échelonné devient :

V e e e e = e vV e o o — oo v e o —
V e e e = e puis v e o = o et v e o —
V e e = e vV e e = e vV e e =

Et c’est fini! Sur ’exemple choisi, on peut exprimer les inconnues principales 1, 2 et 3 en fonction
des inconnues secondaires 4 et 5, ce qui achéve la résolution du systeme.

Vocarulaire :Pour les puristes, on appelle algorithme de Gauss, I'algorithme qui conduit a
un systeme échelonné et algorithme (d’élimination) de Gauss-Jordan pour celui qui mene a un
systeme échelonné réduit et dont tous les pivots sont égaux a 1.

La complexité algorithmique asymptotique de I'élimination de Gauss est O (n?) i.e. n x n étant
la taille de la matrice, le nombre d’instructions & réaliser est proportionnel & n3. Nous verrons
que c’est plutot bien.

Un peu dhistoire : En mathématiques, plus précisément en algébre linéaire, 1’élimination de
Gauss-Jordan, aussi appelée méthode du pivot de Gauss, nommée en hommage a Carl Friedrich
Gauss et Wilhelm Jordan, est un algorithme pour déterminer les solutions d’un systéeme d’équa-
tions linéaires, pour déterminer le rang d’une matrice ou pour calculer l'inverse d’une matrice
(carrée) inversible. Lorsqu’on applique I’élimination de Gauss a une matrice, on obtient sa forme
échelonnée réduite.

Cette méthode est connue des mathématiciens chinois depuis au moins le 17 siecle de notre
ére. Elle est référencée dans le livre chinois Jiuzhang suanshu (Les Neuf Chapitres sur lart
mathématique), dont elle constitue le huitiéme chapitre, sous le titre « Fang cheng » (la disposition
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rectangulaire). La méthode est présentée au moyen de dix-huit exercices. Dans son commentaire
daté de 263, Liv Hui en attribue la paternité a Chang Ts’ang, chancelier de l’empereur de Chine
au II°™¢ siécle avant notre ére.

En Europe, cette méthode a été découverte et présentée sous forme moderne au XIX siecle. En
1810, Carl Friedrich Gauss présente sa méthode des moindres carrés dans un livre étudiant le
mouvement de l’astéroide Pallas. Dans Uarticle 13 de ce livre, il décrit une méthode générale
de résolution de systéme d’équations linéaires qui constitue l’essentiel de la méthode du pivot.
En 1888, Wilhelm Jordan publie un livre de géodésie précisant comment utiliser cette méthode et
adoptant une notation un peu différente. C’est grace a ce dernier livre que cette méthode se diffusa
dans tout I’Occident. Elle est aujourd’hui connue sous le nom d’élimination de Gauss-Jordan ou
méthode du pivot de Gauss.

éxemple © ¢ \

x — Yy + =z 4+ t = 2
2r — y + 3z 4+ t = 3
- 2y + 3z — t = 0
-y + z + t = 2
i <—L 2L y £ =2 = t = -1
L LgLy -y 4+ 2z — 2t = -2
=y oz Bt =D
y + 2z — t = -1
Lakg L3+Ly) g = & = =i

<
+
N
~
|
w

<
Il
o

L1<—L1+L2

—

S+ N8
Il
o

w1
L
1
i;:E;Ls{x v, z8
{
|
-

T
Y 0 0
i .

t

Remarque : Pour bien faire apparaitre le role des inconnues secondaires en tant que paramétre, on notera

plutét les solutions sous la forme :

x —2
Yy 0 0
= +A ,AeK
z -1 1
t 0 1

-1 1 1

2 10
-1 3 1|3 |~ |01
-2 3 —1|0 0 0

Mé-thode 3 (Résoudre un systéme échelonné) :

—_ N

Qun point de vue matriciel, (
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4 )

%W@ﬂmmm@%wdew.

@umw
l@fm %mafeﬁnemﬁdeb&%mm.%—()—l— A1z, 4 +0Pmm@@bunwn/nmbeoomdom%
:{Xp+t1X1+t2X2+---+thj|t1,...,tj e [K},

oi»XPEMnebbwnebo&lhmv[\ahhm&éwde(cg), Xl,...,XjWQe@Wbewnde.

KExemple O : \ ‘

zx + 2y + =z + 3t = 1
x + z + t = 3
y + & = =l
+ y 4+ z + 2t = 2
r + 2y 4+ z + 3t = 1
y + t = -1
L2<—§(L1 Lz) Y + t = -1
Ly«Lqi— Y + t = -1
zx + 2y + 2z 4+ 3t = 1
y + t = -1
x + z + t = 3
L1<—L1 2L, Y + t = -1
B = & = 8 = U
=y = -t
8 = z
t = t
x 3 ! =il
Y =l 0 =1l
PN _ +A + A € K?
[z 0 N Rl B ER )
t 0 0 1
1 2 1 3|1 1 0 1 1| 3
, . - 1 0 1 1] 3 01 0 1|-1
D’un point de vue matriciel, 010 1/l=1 1~ o0 0 0 ol o
11 1 1| 2 0 0 0 O

o

Exercice 2 : Déterminer I’ensemble des solutions du systéme linéaire

z + 2y + z 4+ 3t = 1

T + 2z + t = 3
Y + t = -1

T + y 4+ z 4+ 2t = 2

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X VII : Systemes lincaires 13|



PTSI VINCI - 2024 II. RESOLUTION PRATIQUE

d’inconnue (z, y, z, t) € R%.

Correction :
r + 2y + 2z + 3t = 1 r + 2y + 2z + 3t = 1
T + z + t = 3 — Y + t = -1 L E%Ll §L2
Y + t = -1 Y + t = -1
r + vy + z + 2t = 2 Y + t = -1 L,«< L, -L
— r + 2y + 2z + 3t = 1
Yy + t = -1
— T + z + t = 3 L;<+L;—-2L,
Y + t = -1
r = 3 - z - 3 -1 -1
= — — —1 0 —1
@{y ! = +z +1
z = z 1 0
t = t 0
3—A—p
‘ ‘ —1—
Lomsorle det salltions et done bonsemble des quadnunlatn ol oau A peRr
A
n

Kannar‘&ue:&M@WMMM%'MW%@.OWWMMWWy@zW
—1 -t

{y
z 3 x t

Onmmmwmmwwm Wbtetde%www

(07 _17 07 3) =+ vect ((la 07 _17 0)7 (07 _15 _1> 1)) .

4 N
Méthode 4 (Solutions d’un systéme linéaire échelonné) :

quw&«vmd%mmwmﬁhm»emme%my@m dd)zml'ed,amb,@o,

Sﬁe@amdemrabmdewmﬁamﬂwmwmmm&wm&mam

wmd&omdewmmﬂﬁ«ﬂte (c% exemple (11) )

SOMbMFmbrumméﬁmQ'%m%ded@mdmmmm
etdamboecab,iﬂ e s e

e )

Exemples | : Soit a € K.

r+y+z = 4 1 1 1 4
m (S): y—z = 2 dont la matrice augmentéeest | 0 1 —1 2 est
z = a’+a—2 0 0 1 |a*’+a—2

compatible.
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c+y+z = 4 11 1 4
n (8): y—z = 2 dont la matrice augmentéeest [ 0 1 —1 2 est
0z = a’+a—2 0 0 0 |a’+a—2
compatible si, et seulement si a € {—2;1}.
\ Point de vue matriciel
On obtient déja un résultat d’importance :
( )

Théoréme S

Tout systéme linéaire est équivalent par ligne a un systeme échelonné réduit.

i.e.

Pour toute matrice A € .#,, ,,(K), il existe une matrice E, produit de matrices de transfor-
mations élémentaires et une unique matrice échelonnée réduite (en lignes) R telle que :

EA =R.

On a bien évidemment le méme résultat en raisonnant sur les colonnes avec AE’ = R’ ou E’ est un
produit de matrices d’opérations élémentaires et R” une matrice échelonnée réduite (en colonne)
mais R et R’, autant que E et E’, n’ont aucune raison d’étre égales si A n’est pas inversible.

|— Preuve : EEOWM\,@ %uw(}ohdammmo[uegm[umbwdmmm@um

WMWWWW%M&WWW%WWW‘%&
@memmwmm&@maawwmmdg
g ) .

E,-E,B A =R

A =E{'Ej' - E;'R
%mwmwwmmmmmww
dementaines. En notank E = ETYE;! - E,, on dboulit &

A=ER

medenmdewd&owMéﬂéwmetRmmaMmm@m@. —

Toute matrice A est donc équivalente (par lignes) a une matrice de la forme :

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X VII @ Systemes lincaires 15 |
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AN

O

Pour plus de commodités et par abus de langage, on étend le vocabulaire des systemes a la matrice
associée :

e A
Définition L& :

m Une matrice est dite échelonnée en lignes si le nombre de zéros précédant la premiere
valeur non nulle d’une ligne augmente strictement ligne par ligne jusqu’a ce qu’il ne
reste éventuellement plus que des zéros.

m Le premier coefficient non nul de chaque ligne est appelé pivot.

= Une matrice échelonnée est dite matrice échelonnée réduite, ou matrice canonique en
lignes, si les pivots valent 1 et si les autres coefficients dans les colonnes des pivots sont
nuls.

Définition T(Rana dune matrice) :  Soit A une matrice de 4, ,(K).

On appelle rang d’une matrice, le nombre de lignes (resp. colonnes) non nulles dans sa forme
échelonnées en lignes (resp. en colonnes).

Remaraues :

— Le rang n’étant pas changé par le produit de matrices d’opérations élémentaires, lorsqu’il
ne s’agit que de trouver le rang d’une matrice et non son inverse, on peut effectuer des

opérations sur les lignes et sur les colonnes en méme temps.
— L’algorithme de la méthode (5) en « remontant », on montre ainsi que toute matrice de
M, ,(K) peut étre transformée en une matrice échelonnée réduite ou le rang r est clairement

lisible :

| Q
|
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II.SM Opérations élémentaires et matrices inversibles

L’inversibilité d’une matrice est un travail ardu lorsque la dimension augmente. Les opérations
élémentaires vont grandement nous simplifier la tache & travers l'algorithme de Gauss-Jordan.

Fixons donc A € .#, (K) une matrice dont nous voulons savoir si elle est inversible ou non et
calculer son inverse ou, a défaut, son rang.

— Effectuer des opérations élémentaires sur A, on I’a vu, revient a la multiplier par des matrices
inversibles, et si A est elle-méme inversible, le résultat de ces multiplications sera toujours
une matrice inversible. Si donc & un moment on obtient une matrice NON inversible en
cours de calcul, c’est le signe certain que A N’était PAS inversible.

— A présent, faisons I’hypothése que nous avons réussi & transformer A en I,, par des opérations
élémentaires E,, .., E, sur les LIGNES, dans cet ordre.

Matriciellement, cela revient a dire que : E,.... E;A = I !! multiplications 8 GAUCHE !!
ou encore que A est inversible de matrice inverse E, ... E; = A™L.

Conclusion inattendue, I’égalité précédente peut aussi s’écrire trivialement
E,.E I, =A"1

Les mémes opérations qui ont transformé A en I, permettent de transformer I, en A~
Ceci nous fournit un algorithme pratique d’échelonnement /réduction ou d’inversion suivant
les cas (confer exenple (12)).

Je rappelle encore ici que le produit matriciel N’est PAS commutatif donc on ne peut
s’amuser a travailler sur les lignes qui correspond a un produit a gauche puis ou et sur
les colonnes ce qui correspond a un produit a droite.

ATTENTION

Moralité : lorsque que vous commencerez avec des opérations sur les lignes, vous ne
manipulerez plus que les lignes jusqu’a ’obtention de I'inverse et idem pour les colonnes
au risque de trouver une matrice qui n’aura rien a voir avec I'inverse recherchée.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X VII @ Systemes lincaires 17
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4 |

Exemple 2. © Montrons que la matrice A = | 1

1

Transformation de A en I; par des opéra-
tions élémentaires sur les lignes

3
2
2

On applique simultanément I’algorithme de Gauss a notre matrice A et & la matrice identité :

A I3
r——— e
3 1 1 0 O
2 2 0 1 0
] Ly« L;—L ‘
2 1 2 L 2 0 0 1
Ly« L; —Lg
1 3 1 1 0
0 1 -1 1 -1 0
0 0 ‘ Ly Ly —1L, l 1 0 -1
1 3 1 1 0
0 1 -1 1 -1 0
L, +«L,—-L
0 0 1 i 4 & o 1 -1
‘ L, < Ly +Lg l
1 3 0 1 -1 1
0 1 0 1 0 -1
00 1 lLlengLQ ‘ 0 1 -1
1 0 O -2 -1 4
0 1 0 1 0o -1
0 0 1 0 1 -1
N — N —————
13 A—l

1 )

2 | est inversible et donnons son inverse.
1

Transformation de I; en A~! par report des
opérations élémentaires qui ont changé A

en I.
-2 -1 4
Donc A est inversible d’inverse A~ = 1 0o -1
\ 0o 1 -1 J
1 0 2
Exercice 3 : Montrer que la matrice A= | —1 —3 1 | n’est pas inversible.
0 1 -1
CO(F@&\OHZ@%@%@@QMW@MQ@&Wu@%W&T&@ %&]MLRE»‘[\O/LC{%’TT\OJ?‘LA(%
1 0 2 0
A=|-1 =3 1 -3
L, L;+L L, «+ L2+ 3L
0 1 -1 2T \g 1 3 2 Q\\\\\\‘&\:
Lycée Jules Garnier CHAPITRE X VII : Systémes lincaires 18|
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mé—thode 5 (Algorithme d'élimination de Gauss-Jordan) :
Sooib Ae .///n’p([K) wne mobrice non nulle,

mmmdgrmmmmwwwmwﬁem@%e%%mm@w

L, <« L;.

all = 1

Cost lo remien W

d,eeo,gonm:

a;1

L« L,— 2.
a1
1 e ... o
0 ayp ... aj,
0 apy - apy
Uhy o Gl

a’ a’

(nédmre)de@@@wm:

r n r

]
Ol O

r

n

wgeowmdlo?mﬂmbézé/nwnm.

Qmaw%mwde@&mwmmm%awmm&m@@
WM@A.O%WWWOI%EGH mWM@MAW

1
&WWWW@WM&LleG—HLLMWWW

@uwmawd@?@m%wmoréwm Domontaines

WMMMW@@L.Q.&LWA%LMW%WWM

R.emaraue %WW%WW%M%W%@&@@M

~

Yy

Figure XVII.1 — Algorithme de Gauss-Jordan d’un point de vue matriciel.
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@ ENSEMBLE DES SOLUTIONS

Revenons a un peu plus de théorie et concentrons-nous sur la structure de I’ensemble des solutions :

III.1} Linéarité et conséquences

Résoudre () c’est déterminer les antécédents de B pour 'application

o K" ——— K™

X AX

En particulier, (Sg) = & 1((0)ym ).

Par distributivité a droite du produit matriciel, 'application 7 vérifie
vX, X" e M, 1(K), VAeK, & NX+X')=\Z(X)+(X).

L’application 2 est linéaire et le principe de superposition s’applique.

Proposition L (Principe de superposition) :  Soit A € 4, ,,(K).

Si X, est solution de AX = B; et X, de AX = B,, alors pour tous Ay, Ay € K, \; X + A, X,
est solution de AX = A\;B; + A\,B,.

Les raisonnement vont donc étre sensiblement identiques & ceux menés dans le cadre des équations
différentielles linéaires.

-

Théoreme T (Structure de lensemgle des solutions) : Soient A € ., ,(K) et B € K™.
On consideére le systéme linéaire (§) sous sa forme matricielle AX = B ou X € K" et (§;)
son systéme homogene associé.

‘ (8y) est non vide et stable par combinaisons linéaires. C’est un sous-espace vectoriel
de K.

Si (S8) est compatible, la solution générale du systéme est la somme d’une solution
particuliere et de la solution générale du systeme homogene :

. . Solution Solution de I’équation
Solution générale = L 5
particuliere homogene.
(8) = X, + (80)-
. y

Preuve :
(84) conient le vectouwn nul (0)yn domne (8y) etk mon wide.

& droile :

Joient A € K ot X, X/ deuco dloments de (8,).

HMons, AAX +X') = AAX + AX" = (0)ym + (0)ym = (0)gm . AX + X' € (8) : (Sp) ent
‘ ewm/me (5)#@0&WMMXP wmdeméﬂé/nwlfb,b& AXp:B.
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@/rbcuoﬁohb:

AX=B <= AX=AX, < A(X-X, = (0)
== X—Xpebbbo&w.o«udubﬂmeao’mma%e.
etdwwbo&thdwmdbfemwpuyrrw%ene
—

Vocearulaire :On dit que I'ensemble des solutions du systéme (8§) est un espace affine dirigé par
I’espace vectoriel des solutions de I’équation homogene.

4 )

r + 2y — 2z = =3
Exemple [3 : Soit le systéme (S,5) : 2z 4+ 5y + 2z = 4 dinconnue (z;y;z2) € R3.
r + Yy + z = 2
r + 2y — 2z = -3
(813) <= vy + 3z = 10 L,«+L,—-2L,
y — 2z = -5 Lg<L;—Lg
r + 2y — 2z = -3
= y + 3z = 10
52 = 15 Lg<« L,—Lg
r = -2
= y = 1
z = 3
-2
L’unique solution de (8;5) est donc le triplet | 1 | + (0)gs.
3
Solution / Solution
K particuliere homogene J

Exemple |4 : Enlevons une équation au systéme précédent. La résolution est identique :

) r + 2y z = -3 r + 2y z = -3
(514)-{230 L Gy & o =l ‘:’{ y + 38z = 10 Ly« L,—2L,
r = —23 + 7z
= y = 10 — 3=z
z = z

Remarque : Les inconnues x et y sont les inconnues principales et 'inconnue z est 'inconnue secondaire.

—234+7A —23 7
Les solutions de (8,,) sont donc tous les triplets [ 10—-3X | =| 10 |+ A. | -3 | ou A eR.
A 0 1
_
Solution k/So\lution
Y particuliere homogene
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Rang d’un systeme linéaire

Détinition 8 (Rana d'un systeéme linéaire) :

On appelle rang d’un systeme linéaire, le nombre de ses inconnues principales.

Exemples IS :

s (S3) est de rang 3. s (8,3) est de rang 3. m (8,4) est de rang 2.

Le théoréme (5) a immédiatement une conséquence importante :

Corollaire 1l : Le rang d’un systeme linéaire est égal au nombre de ses pivots apres
échelonnement.

On retrouve ici la définition (7).

|— Preuve:%w%{hdewmweymwmmabmAmbéﬂmmﬂgm@Fm&?mmdmm
d,eQa,gorL/me:

r n—r

IR

n T

O

@mdibaﬁomﬁwrg(A):r. _I

Exenples |5 : En reprenant les systémes de I’ exenple (7) on a :

Rang 3. Rang 2. Rang 1. Rang 4. Rang 4.
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N\

Exenple [T : Supprimons encore une équation a (8,,) pour former (8,,) :

r = -3 — 2y + =z
Sr):{z + 2y — 2z = -3 <= y = y
8 = z
r = -3 — 2\ + u
= y = A , (M p) € R
8 = I
Les solutions de (8;,) sont donc tous les triplets de la forme :

T -3 —2 1

Yl=10 |+X | 1 [+p|O0] oA peR.

2 0 0 1

Solution k_/_‘ Solution
particuliere

homogene

x est la seule inconnue principale donc le systéme (S, ;) est de rang 1.

\Kemaraue : On aurait tout aussi bien pu choisir ¥y ou z comme inconnue principale. J

J

r

Définition 9 (Espace vectoriel enaendré par une partie) : Soient X, .., X,. € K™.

L’ensemble des combinaisons linéaires de X;, .., X, est noté vect (Xy, ..., X,) :

Vect(Xy, ..., X,) = {Ale ot ATXT}A —

Exemples |& . En reprenant les exemples précédents :

3 =il !
. Af -1 0 -1
= Les solutions de (8,,) s’écrivent + vect o
0 0 1
3 —2
. At 0
m Les solutions de (84) s’écrivent + vect
0 1
—23 7
m Les solutions de (8,,) s’écrivent | 10 | + Vect -3
0 1
-3 2 1
m Les solutions de (8,) s’écrivent | 10 | + Vect 11],]0
1

\_ ° ° y

Définition IO (Notion de dimension dun SEV) : On appelle dimension de ’ensemble
E = vect (X4, ..., X,.), notée dim (E), le nombre de vecteurs indépendants de E.

Remarque : La dimension d’un vect n’est pas forcément égale au nombre de ses vecteurs.
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Exemples 19 :

= Deux vecteurs sont indépendants si, et seulement si ils ne sont pas colinéaires.
= Trois vecteurs le sont s’ils ne sont pas coplanaires.

Nous reviendrons sur cette notion tres importante dans d’ultérieurs chapitres.

Exemples 20 (Dimension de sev dans R?) :
m A=vect((2;3)) ={(2z;3z) } s Cest la droite d’équation y = gz
dim (A) = 1.

= B=vect((1;0), (0;1)) = {z(1;0)+y(0;1) } ={(z;y)}

x, yeR z,yEIR'

C’est le plan (zOy) et dim (B) = 2.

242z
IC:{(2+2x;1+y—w)}z7y7€R: l—oty

A= G0 - C)e=()-0)

x, yeR

2 0
C’est le plan passant par le point (2; 1) et dirigé par les deux vecteurs indépendants 4 < 1) et v ( >

1
i.e. c’est le plan R? lui-méme et dim (C) = 2.
. .
(Exemples 21 (Dimension de sev dans R?) : \
1 1
= Soit D le plan passant par 1'origine du repére et dirigé par les vecteurs w [ 2 | et ¥ | 0 |. dim (D) = 2
0 1
etona:
1 1 1 1
D=vect||2]|,|0|[=q 2] +xr]O ={A+u;20m},
0 1 1

A, ER

Remaraue : 2x = y + 2z donc D est aussi le plan d’équation 2z —y — 2z = 0.

1 —1
-E:{(:c+y—z;2m—y;3y+z)}m,y,zeR= z|2|+y|l—-1|+z]| 0
3
x,y, 2€R
1 1 —1
= vect 21,1-11, 0
1 3 1

Les trois vecteurs étant indépendants, c’est 'espace R® lui-méme : dim (E) = 3.

3 1 3 1
-F:{(3+m;3m+7;1+2m)}$eﬁ= 7T|+z]|3 =|7|+vect] |3
1 2 s 1 2

1

C’est la droite passant par le point (3;7;1) et dirigé par le vecteur % | 3 | : dim (F) = 1.

- 2 Y,

Lycée Jules Garnier
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La notation vect () permet une expression agréable de Iensemble des solutions d’un systéme

linéaire.
Théoréme 8 (Rana d'un systéme) :  Le rang d’un systeme linéaire est égal au nombre
d’inconnues retranché de la dimension de l’ensemble des solutions du systeme homogene
associé.

'a 3\

Exenples 22. : Notons F, 'espace vectoriel des solutions du systéme homogéne associé a (S).
s AT exemple (13), dimF, =0 dot rgS; =3 —0=3.
s Al exenvple (14) ,dimF, =1 dotirgS, =3 —1=2.
s Al exemple (17), dimF, =2 dotrgS; =3—-2=1.

Exercice 4 : Résoudre et discuter le systéme suivant d’inconnue (x,y, z) et de parameétre a :

ax +y+z=1
z+ay+z=1
r+yt+az=1
Correction : GWWQWMMW
S%aqéo,
ar +y+z=1 ar+y+z =1
rtayt+z=1 = (@>—1Ny+(a—1)z =a—1 L, ¢+ al, — Ly
r+y+az=1 (a—Dy+(a®—1)z =a—1 Ly = aly =1y
%a#lafmb,
ar+y+z =1
1
e latly+z =1 Ly« —L
1
y+(a+1)z =1 L3<—0L_1L3

{ ar+y+z =1

= (a+ly+z =1
ala+2)z =a Ly« (a+ 1)Ly — Ly
ar + Y + z = 1
= (a+1y + z = 1
(a+2)z = 1 a#0

S%a:—z@ijm%tmwﬁ?@.@muwawwaaéq1@—2.

ala+2)x + (a+2)y = a+1 Ly < (a+2)L; — L,
1
(a+2)z = 1
1
(a+2)x =1 L, + - (L, —L,)
= “
(a+2)y = 1
(a+2)z = 1

1 1 1
ﬁa#o,letfzeemdbteﬁn@ad/metwnewm@‘u@bogm <a+2,a+2,a+2>.
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r = -y — =z
S%azl,@eujbb@m‘ eebteﬂ’ AJA‘AwQ@nEd$+y+Z=1 = y = Y d/e,hom%/ldofn,tgeu
z = z
—1 —1
bo&ﬂofmm@er&mueoto»wﬂvect 1 {510
0
ﬁa:(),
y + 2z =1 2v + 2y + 2z = 3 L, <L, +Ly+Ly
T + 2z =1 <= 2y = 1 Ly« L; — 2L,
T + y =1 2z = 1 L; < L; — 2L,
2z = 1 L+ L, —L,—L;4
= 2y = 1
2z = 1

 SYSTEMES LINEAIRES ET MATRICES INVERSIBLES

‘ Systémes de Cramer

Définition Il (Systéme de Cramer[2)) :  Un systéme linéaire est dit de Cramer si sa
matrice est inversible.

En particulier, un systeme de Cramer est nécessairement carré : autant d’inconnues que d’équa-
tions.

Théoreme 9 :  Tout systéme de Cramer AX = B d’inconnue X € K™ possede une unique
solution :

X =A"1B.

|— Preuve Z@cvm/rne Ae%ln([K), [\ou)vboub XeK A X=B < X =A"'B. _I
L

‘analogie des équations ax = b et AX = B est confortée. Cependant, comme explicité précé-
demment, on résoudra bien peu souvent un systeme en inversant sa matrice. Procédé bien trop
couteux en opérations. On lui préférera toujours l'algorithme de Gauss précédent.

|2]. Gabriel Cramer, né le 31 juillet 1704 & Genéve et mort le 4 janvier 1752 & Bagnols-sur-Céze, est un
mathématicien genevois, professeur de mathématiques et de philosophie a 'académie de Genéve. Lui et son collégue
Jean-Louis Calandrini sont souvent considérés comme les artisans du renouveau scientifique & Geneve au début du
XVIII®™€ gigcle, par I'introduction de la philosophie naturelle newtonienne.

Les contributions de Cramer aux mathématiques portent essentiellement sur algebre et la géométrie, au
travers de son unique ouvrage publié, un traité sur les courbes intitulé Introduction da l’analyse des lignes courbes
algébriques, paru & Geneve en 1750. Dans ce traité on trouve notamment la méthode connue aujourd’hui sous le
nom de régle de Cramer pour la résolution des systémes linéaires d’équations, utilisant ce qui sera ultérieurement
appelé déterminants.
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Inversibilité

Le théoréme qui suit fait définitivement le lien entre inversibilité d’une matrice et la résolubilité
des systeémes linéaires.

Théoréme IO (Matrices inversigles et systémes linéaires) : Soit A € ., (K).

La matrice A est inversible si, et seulement si VY € K", le systeme linéaire Y = AX d’in-
connue X € K™ posseéde une unique solution.

Preuve :
- S%A%LWWPJQ%Q@W@Y:AX%LWWW@&@WWwYEM" dapnes
le théoreme (9).
- WWW@@WWY:AX&WXEM”WW
ammﬂew&mmwmxfew.
= Motons Y, ., Y, let colonnes de la matrice I, ie. det vecteuns colonmes arec seulement

ﬂ)wbaw&éo&rwnboubieHl;n]],?emdbtéﬁneYi:AXd,'i/nmﬂwweXEMnPmbéd@u/ne
%WMBQ@WMWU@@@WBD - Bwbgejotofo*wvnvnwdjwbw
AB =1, ie. A ent insersille & dnoite.

— J%—t—ompmﬂvaubombBAZIn?
€n tout can A(BA—1,) = (AB)JA —A =1, A — A =0, donec BA — 1, est sollubion de
@éctuoblomAXZO.
@m, (0>///n(k)%%b@uidgmmntwwmetmwwjbb@memrmbéde?@mmze
m&mmrm%m&m BA—1,=(0), x < BA=I,

On peut étre un peu plus explicite :

e 2
Corollaire IOl : Soit A € ,,(K). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) VB € A, 1(K), le systétme AX = B admet une unique solution.
(ii) ¥ B € A, 1(K), le systétme AX = B admet au moins une solution.

(iii) rg(A) = n.

(Z'U) A ~L ITL'
(v) A est inversible.
(vi) Le systéeme AX = 0 n’admet que la solution nulle.
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Preuve :

(i) = (ii)iqubwgep@m?w:@am.

(i) = (iii) : Poai Fm?@ contrapase e sunosons que 1g (A) < 7. Lo matrice sera,
WWWQWWMRMWWQ@MmA@BW%w
Jovant A = ER ot lo mabnice E st un produit de matnices de transformations dlémentaines
(Wu@wx,%e)joma,:

AX=B < ERX =B < RX=E!B.
0 0
Resons allons B =E 0 & B =E'B=

1 1

&WWMW@RX:B’WdWO:meWWm
WWQMWW&AX:BWWWM<w)
Dos r=n e A esh iersilile.

(iii) = (i) : £ rg(A )—noﬁo}mVBE/// Qemabbeme (A | B) %J;wwﬂwtw&%ﬂm@
mwmm@nw@nmwdet&wwmmm

(iii) = (iv) : dee%mmmuderg —n@wmamecﬂ%mmmwmw

&%m,eoouAehtIn.

(iv) = (v):%EA:IWMWE%W&(%MWWdQW
insesilles) ELEA = B, ie. [LA=E"1! et A =E' Jo mabuice A etk donc insensible,
WE_IQ'%J:

(’U):>(’U7,) ?M%MMAX—OMWW «wﬂ@eXcheoA

ddors on aunait X, = A0 =0 ce quir n'esk pas. Lo solution nulle est dainement
solubion. Gest lo seule.

WW&&WAXZOWWW@MwWM(@

?MMWMW%@MMW(M) = () = () = () = () & len

On retrouve un résultat démontré dans un chapitre précédent :

Corollsire 02 (Inversigilité des matrices trianaulaires et diaconales) :  Une matrice
triangulaire (ou diagonale) est inversible si, et seulement si ses coefficients diagonaux sont
tous non nuls.

Ce théoreme va donc nous permettre a la fois de savoir si oui ou non une matrice est inversible et,
le cas échéant, de calculer son inverse. Le mot d’ordre est simple : résoudre un systeme linéaire !
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4 I

Exemnmple 2.2 : La matrice (

— = N
= = W
— N

-1 -2 5
est inversible d’inverse 1 1 -3 1.
0 1 -1

En effet, pour tous (z, ¥, 2), (a,b,c) € R3 :

2 3 1 T a 2¢+3y+2z =a
112 y |=]0b | < r+y+2z =b
1 1 1 z c r+y+z =c
z+y+2z =b choix d’un pivot
= 2r+3y+z =a L, < L, . -
simple de valeur 1
r+yt+z =c
r+y+2z =b
= y—3z =a—2b L, «+ L, —2L,
z =b—c Ly« L, —L4
r+y =-b+2c L, « L, —2L;4
= y =a+b—-3c L, < L, +3L;4
z =b—c
r =-—a—2b+5¢c L, <L, -L,
= y =a+b—-3c
z =b—c.

=)0 308

Nous avons ainsi réussi a résoudre le systéme linéaire initial pour TOUT second membre (a, b, ¢). Cela prouve
2 3 1

que la matrice 1 1 2 est inversible.
1 1 1

-1 -2 5

Son inverse ( 1 1 -3 ) apparait naturellement en fin de résolution.
0 1 -1

g )

Méthode L (Inversirilité et caleul de llinverse éventtuel) :

Par résolution du systéme AX = Y pour tout second membre Y : On e
Y1 1
Y = : S ///n,l([K) b on névoul AX = Y dinconmue X = : asec
Yn Ln
lo, methode du i

Saiﬂtd,@wnebo&ﬁmym@écmbmubudpﬂeﬂw&wme:BY:o«v@oﬂo&bB:Afl.
WAXZY%'%LWW&WMWWYO&MA%I%W

Par la méthode du pivot sur la matrice concaténée (A |I,) : On, e%ahue det oTué)w,—

uomé%mmmm&u&%m@de@@mmmmun)dm@@m&mm
Wo‘@imdlécﬂ%«mmA:o«vaﬂnouﬁbd/wnenwbucedmbwe(A’|*)wueoA/écﬂr£owné&

[} & A" o sbrictement moins de 71 pinols, afors A wesk pos inversible.
%A/QHFMMGMA%EWMP»@@.OWWGMA/PMWW—

N WWMWWWW&W@(In’B). P
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@%wnc&&ofo&bc?u&A_lzB.

Exercice S : Montrer que la matrice A = est inversible et donner son inverse.

— = =
NN W
— N =

Correction : Soient (z;y;2) e (a;b;c) € R,
W@%W%W@Www@'mmw%wwmwmm

—_
1 3 1 T a
1 21 yl=15b
1 4 5 z c
A I3
—_— —_—
(1 31 r 4+ 3y + z = a 100
1 2 2 <:>{ r 4+ 2y + z = b 01 0
1 2 1 —r 4+ 4y + 5z = c 00 1
13 1 T 10 0
01 -1 = y — z = a — b Ly« L; — L, 1 —1 0
01 0 { Y = a — ¢ Ly L;—L;4 1 0 -1
13 1 © 4+ 3y 4+ : — a 10 0
01 —1 <:>{ y — z = a — b 1 —1 0
1 z = b — ¢ Ly Ls—1L, 0 1 -1
130 r + 3y = a — b + ¢ L «L —L, I -1 1
010 <:>{ Y = a — ¢ Ly« Ly+1L4 1 0 -1
0o 1 = b — ¢ 0 1 -1
100 T = —2a — b + 4c L, <+ L, —3L, -2 -1 4
01 0 <:>{ Y = a — ¢ 1 0o -1
00 1 = b=« 0 1 -1
N
I, AL
x -2 -1 4 a
= Yyl = 0 -1
z 0 1 -1 C

] ) 'd,elgcyn/A_l W
g B

-2 -1 4
@om@A%bvmu@)mﬁﬁedvnwm Al = 1 0 -1
0 1 -1
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D’apres le corollaire (10.1) , A est inversible si, et seulement si le systéme AX = 0 n’admet que
la solution nulle X = (0)y». Par la contraposée, on a le résultat tres intéressant en pratique :

4 )
Corollaire 103 (Lire la non inversigilité sur les colonnes) :  Soit A € ., (K). Les propo-
sitions suivantes sont équivalentes :

(i) A N’est PAS inversible.
(7i) 1l existe X € K™ tel que X # (0)yn et AX = (0)yn.

(7i7) 11 existe une combinaison linéaire nulle des colonnes de A avec des coefficients non tous
nuls :

I (aq, . a,) € KPNA{(0,-,0)}, oA+ +a,A,=0

ou Ay, ..., A, désignent les colonnes de A.

n,1

Preuve : 1) w@b de P/w-\d/w @oJm%oDm det assentions du corollaire (10.1) et be’uoﬁwpe/‘u
J - )
c}w@e?/wdmbA CEE séonil Ty Ay + ...+ 3, A, o len A; sonk les wecteuns collonnes de A.

n

1 2 3
Exemples 24 : |4 5 6| ¢ 915(R) car C; —2C, + C3 = Ogs.
7 8 9
1 0 —1
Exercice b : Montrer que la matrice A= 1 2 1 | n’est pas inversible.
-1 4 5

Correction : &P&@Wetﬁemfﬂmwtdewwcl—Cﬁcgzowm@@m
Anlebbrabmm,@ge.

.Soi/nmgbou:ynb (:c;y;z)et(a;b;c)e[RS. @%WW&LW@%W&Q@W

]. O *1 X a €T — z — a
1 2 1 Yyl =15 (:){ xr + 2y + z =D
1 4 5 z c —x 4+ 4y + 5z = c
x — z = a
= 2y + 2z = —a + b L, L, —1,
4y + 4z = a + ¢ Ly~ L +L,
x — z = a
= 20 + 2z = —a + b
0 = 3¢ — 2b + ¢ Ly« L;—2L,

?OU)LG,:l&bzczo,&%m@n'@wwmdmwmm&%m,
EE@mowaA%‘%bdmwrwi/MmﬁQ&

Remaraue ;%mm@&mwd@mw%@md@%ﬂtﬂmmm
M—WWWWWWMQMMWMW.
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