Cours de PTSI

Lycée Jules Garnier

Chapitre 17




@ Systémes linéaires et matrices
@ Ecriture matricielle d’un systéme linéaire
@ Systémes équivalents et opérations élémentaires

@ Systémes échelonnés

© Résolution pratique
o Algorithme de Gauss
@ Point de vue matriciel

e Opérations élémentaires et matrices inversibles

© Ensemble des solutions
o Linéarité et conséquences

@ Rang d’un systéme linéaire

@ Systémes linéaires et matrices inversibles
@ Systemes de Cramer

o Inversibilité




vant de rentrer
dans le vif du sujet en algébre linéaire, un chapitre plus orienté calcul.
Il s’agit voir le lien entre les matrices et les systémes d’équations linéaires,
pour lesquels nous verrons une méthode de résolution systématique.

-
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0 Systemes linéaires et matrices

@ Ecriture matricielle d’un systéme linéaire
@ Systémes équivalents et opérations élémentaires
@ Systémes échelonnés

Q Résolution pratique

0 Ensemble des solutions

o Systemes linéaires et matrices inversibles




Dértinition | (Systeme linéaire) :

On appelle systeme linéaire & m équations et n inconnues x,, ¥y, ..z, tout
systeme (§) de la forme :

11Ty T ATy + a,r, = b

Gy 1Ty +  AyoTy + ay,r, = by
: 4F g 4F 4F g =

a‘m,lxl + am,2w2 + + a’m,nzn - bm




Définition | (Systéme linéaire) :

On appelle systeme linéaire & m équations et n inconnues z,, ¥y, ..z, tout
systéme (§) de la forme :
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Qg 171
Q171
a1
as1
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by
b ()
-
Ly
)
E Mn,l ([K)
a3

et B= € M,, 1(K), le systeme (8) s’écrit alors sous la forme




Définition | (Systéme linéaire) :

On appelle systeme linéaire & m équations et n inconnues z,, x5, ..z, tout
systéme (S§) de la forme :

11y + Q%+ + @ ,T, = by
(y1%y  +  Gy0%y + + ag,z, = by (8)
: A g ar aF : = g
am,lxl + am,2w2 + + am,nxn - bm
AX =B. (8)




R.emaraues et Vocarulaire :

m La matrice A s’appelle la matrice du systéme

matrice, dite augmentée,

A= (aB) =

a1
Qg1

a

'm,1

aj o2
Qg o

a,

m,2

et on considére parfois sa

A1n b,y
Qg n by
a‘2,m bm




R.emaraues et Vocarulaire :

m La matrice A s’appelle la matrice du systéme et on considére parfois sa
matrice, dite augmentée,

ajq Ay e Ap, by
- (A|B) _ Ag1 Qoo - Qg by
Uy Qppg oo Aoy b,

m On identifie K™ et M, ;(K) i.e. on confond usuellement le vecteur ligne

d’inconnue
Ty

Lo
(wl,xg, ,a:n) € K™ avec la colonne | " | € M, ;(K).




Exemples | :

. 26 — 3y
m Le systéme 2 X 2, { 5z — 4y

(z




Exemples | :

R 2z —
m Le systeme 2 x 2, { 5 —

m De méme, le systéme 2 x 3 :

r 4+ 2y +
4z 4+ Sy

3y
4y

s’écrit sous la forme matricielle :

= 1 1 2 3
- 1 =
- 4 5 0




Exemples | :

2 — 3y
5r — 4y

m Le systéme 2 X 2, {
m De méme, le systéme 2 x 3 :

z + 2y + 3z
4z 4+ Sy

m Et le systéme 3 x 2 :

a8 - 2y
3x — 4y
—5r + 6y

—_

s’écrit sous la forme matricielle :




Définition 2 :

On conserve les notations de la définition (1) .

m On dit que le systeme (8) est homogene si B = (0)y» et on note (S;) le
systéme homogene associé a (8) obtenu en remplagant B par (0)ym.
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m Résoudre le systéme (8) c’est trouver ’ensemble des vecteurs X € K™
vérifiant AX = B. Le systeéme est alors dit compatible dans ce cas,
incompatible sinon.
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m Deux systeémes sont dits équivalents lorsqu’ils ont le méme ensemble de
solutions.




Définition 2 :

On conserve les notations de la définition (1) .

m On dit que le systeme (8) est homogene si B = (0)y» et on note (S;) le
systéme homogene associé a (8) obtenu en remplacant B par (0)ym.

m Résoudre le systéme (8) c’est trouver ’ensemble des vecteurs X € K™
vérifiant AX = B. Le systeéme est alors dit compatible dans ce cas,
incompatible sinon.

m Deux systeémes sont dits équivalents lorsqu’ils ont le méme ensemble de
solutions.

Remarques :

m Tout systéme homogene admet, au moins, le vecteur nul comme solution.




Définition 2 :

On conserve les notations de la définition (1) .

m On dit que le systeme (8) est homogene si B = (0)y» et on note (S;) le
systéme homogene associé a (8) obtenu en remplacant B par (0)ym.

m Résoudre le systéme (8) c’est trouver ’ensemble des vecteurs X € K™
vérifiant AX = B. Le systeéme est alors dit compatible dans ce cas,
incompatible sinon.

m Deux systeémes sont dits équivalents lorsqu’ils ont le méme ensemble de
solutions.

Remarques :

m Tout systéme homogene admet, au moins, le vecteur nul comme solution.

m J est un ensemble solution tout & fait acceptable.




Exemples 2 :

” — gy _ 1 z = 142X
m Les systemes{ 3z + 6y + 2 = -2 et Z z i\ sont

équivalents.
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Exemples 2 :

” — gy _ 1 z = 142X
m Les systemes{ 3z + 6y + 2 = -2 et Z i i\ sont

équivalents.

m (1;0;1), (—1;—1;1) et, plus généralement (1 + 2¢;¢;1) pour ¢ € R sont solution des
systémes précédents qui admettent donc une infinité de triplets solutions.

3r—=5y = 1 2 ) ]
] { —6r+10y = -2 admet tout couple de réels (z;y) comme solution.




Exemples 2 :

m Les systémes {

équivalents.

” _ 9 - z = 142X
Yy B et y = A sont
-3z + 6y + =z = =2 o~ ]

(1;0;1), (—1;—1;1) et, plus généralement (1 + 2¢;¢;1) pour ¢ € R sont solution des

systémes précédents qui admettent donc une infinité de triplets solutions.

3z — by
- —6x + 10y

3z — 5y
—62 + 10y

_ 712 admet tout couple de réels (z;y) comme solution.

_ } est incompatible.




Exemples 2 :

Les systémes {

équivalents.

(1;0;1), (—1;—1;1) et, plus généralement (1 + 2¢;¢;1) pour ¢ € R sont solution des

x

—3z

+

9 - z = 142X
Yy B et y = A sont
6y + 2z = -2 Lo— 1

systémes précédents qui admettent donc une infinité de triplets solutions.

3z —5y =
—6x+ 10y =
3z —5y =
—6z + 10y =

ar
Y
z

associée a ce systeme est l'identité.

1
=

1
1

admet tout couple de réels (z;y) comme solution.

est incompatible.

3
1
0

admet (3;1;0) comme unique solution. La matrice




et A € K. On note :

n]

I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
_________1_______(1‘)______ I
I
|
|
|
|
+
J

Soient n € N, i, j € [1




Soient n € N, ¢, j € [1;n] et A € K. On note :




Soient n € N, ¢, j € [1;n] et A € K. On note :




Soit A € M, ,(K).

m Multiplier A par L; jm & gauche revient & permuter les e

A.

On note L; <> L; cette opération.

et j°™e lignes de




Soit A € M, ,(K).

m Multiplier A par L, ;,, a gauche revient a permuter les i®™e et j°™¢ lignes de

A.

On note L; <> L; cette opération.

m Multiplier A par H; ,(A) & gauche revient a multiplier la i®™¢ ligne de A par
A
On note L; <~ AL, cette opération.




Soit A € M, ,(K).

m Multiplier A par L, ;,, a gauche revient a permuter les i®™e et j°™¢ lignes de

A.

On note L; <> L; cette opération.

m Multiplier A par H; ,(A) & gauche revient a multiplier la i®™¢ ligne de A par
A
On note L; <~ AL, cette opération.

m Multiplier A par T, ; ,()) & gauche revient & additionner la jéme ligne de A

K
multipliée par A & la i®™° (avec i # j).
On note L; < L; + AL; cette opération.




Vocaerulaire :

m Les matrices L, ; ,, s’appellent des matrices de permutation.




Vocaerulaire :

m Les matrices L;

i,jn S appellent des matrices de permutation.

m Les matrices H; ,, s’appellent des matrices de dilatation.




Vocearulsire :

m Les matrices L;

i,jn S appellent des matrices de permutation.

m Les matrices H; ,, s’appellent des matrices de dilatation.

m Les matrices T, ; ,, s’appellent des matrices de transvection.
;




De méme a droite avec les colonnes :

Soit A € M, ,(K).

= Multiplier A par L; ; , & droite revient & permuter les i*™° et ¢ colonnes
de A.

On note C; <> C; cette opération.

= Multiplier A par H; ,()) & droite revient & multiplier la i*™ colonne de A
par A.
On note C; <= AC; cette opération.

m Multiplier A par T, ; ,(\) a droite revient & additionner la j
A multipliée par A a la i®™¢ (avec i # j).
On note C; <— C; + AC; cette opération.

eme

colonne de




Détinition 3 (Opérations élémentaires sur les lianes) :

On appelle opérations élémentaires sur les lignes d’un systéme, les opérations
ci-dessous :

Permutation : L; <> L;, permuter les lignes i et j

Effectuer de telles opérations sur un systéme revient donc a multiplier la

matrice augmentée du systéme a gauche par les matrices d’opérations
élémentaires correspondantes.




Détinition 3 (Opérations élémentaires sur les lianes) :

On appelle opérations élémentaires sur les lignes d’un systéme, les opérations
ci-dessous :

Permutation : L; <> L;, permuter les lignes i et j
Dilatation (A # 0) : L, < AL;, multiplier la ligne ¢ par A.

Effectuer de telles opérations sur un systéme revient donc a multiplier la
matrice augmentée du systéme a gauche par les matrices d’opérations
élémentaires correspondantes.




Détinition 3 (Opérations élémentaires sur les lianes) :

On appelle opérations élémentaires sur les lignes d’un systéme, les opérations
ci-dessous :

Permutation : L; <> L;, permuter les lignes i et j
Dilatation (A # 0) : L, < AL;, multiplier la ligne ¢ par A.

Transvection : L; <- L; + AL, et, par extension, L; <— uL; + AL;, remplacer la
ligne i par une combinaison linéaire des lignes i et j.

Effectuer de telles opérations sur un systéme revient donc a multiplier la
matrice augmentée du systéme a gauche par les matrices d’opérations
élémentaires correspondantes.




@ Les opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes d’une matrices
sont bijectives.




@ Les opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes d’une matrices
sont bijectives.

@ Deux systemes linéaires qui se déduisent I'un de I’autre par un nombre fini
d’opérations élémentaires sur les lignes sont équivalents.
On note généralement :

(8) ~L (8), A~y A ou A~ A




@ Les opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes d’une matrices
sont bijectives.

@ Deux systemes linéaires qui se déduisent I'un de I’autre par un nombre fini
d’opérations élémentaires sur les lignes sont équivalents.
On note généralement :

(8) ~L (8), A~y A ou A~ A

Remaraue : L’équivalence par ligne est une relation d’équivalence sur
M K).

m,n(




@ Les opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes d’une matrices
sont bijectives.

@ Deux systemes linéaires qui se déduisent I'un de I’autre par un nombre fini
d’opérations élémentaires sur les lignes sont équivalents.
On note généralement :

(8) ~L (8), A~y A ou A~ A

Remaraue : L’équivalence par ligne est une relation d’équivalence sur
M K).

m,n(

D’un point de vue matriciel,

Les matrices de permutation et de transvection ainsi que celles de dilatation
pour A # 0 sont inversibles.
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Exemple 3 :

Résolution d’un systéme linéaire a ’aide d’opérations élémentaires sur ses lignes.

z+3y—z = —6 z+3y—=z = =0
(83) : 2r+5y+2 = 4 = —y + 3z = 16 Ly« L,—2L;
3z +2z = 16 —9y+52 = 34 L3+« L3—3L,
T+3y—z = —6
<:>{ —y+3z = 16
—227 = —110 Lz« L;—9L,
z+3y—z = —6
s, —y+3z = 16 .
= L ——L
% 5 3 — 253

On dit qu’on a échelonné le systeme (disposition en escalier). Ce dernier systéme est
trés facile & résoudre, et le théoréme (3) permet d’affirmer qu’il a le méme ensemble
de solutions que (83).




Exemple 4 :

On peut choisir de travailler en matrice augmentée.

Pour le systéme de I’ exemple (3) , on obtient :

1 3
<25
3 0

=il
1
2

—6
4
16

On dit que la matrice (

(=Nl

)= (

14

(5
S
cor~ oo

14

=
/N
oo

3 —1 —6
-1 3 | 16 ) Ly « Ly — 2L,
-9 5 | 34 Ly « L, — 3L,
3 —1 —6
—1 3 16 )
0 —22 | —110 TLg, ¢= Ty — Ol
3 —1 —6
—1 3 16 1
0 1 5 L ——L
3 < 593

est échelonnée par lignes.




L'idée : Si la matrice du systéme est diagonale i.e. si le systéme linéaire associé
A
s’écrit :

by
DR = by

OF -

o, = b

Q1T

n
i.e. si le systéme est dit échelonné réduit, il est facile de le résoudre.

En effet, ici, on aura treés facilement et & I'unique condition que Vi € [1;n],
Q; 7& 07

Ln
T1 @
T by,

[e3

3




Un systéme diagonal (o;z;

5 = bi)z‘e[ 1ing St compatible si, et seulement si :

Vie[l;n], ;=0 = b, =0.

Sous ces conditions, il se résout en divisant par «; le cas échéant.




Définition 4 (Systéme trianaulaire supérieur) :

Un systéme (8§) est dit triangulaire supérieur si sa matrice A € T, (K) est
triangulaire supérieure :

Vije[l;n], i>j = a;=0.

a; 1T+ apory  + + a1z, = Y
A9 9Ty  + + Ay Ty, = by
anfl,nflxnfl + anfl,nxn - bnfl

an,nxn - bn




?MW@%WWMW « nemonliée » :

oLn%tde%gwmamxnzbnaw&wmnuan,n¢o.®%w;
qub%mwnmguwmwexndm&?mm 1 d/n—lpmwmbmd'imv.

4
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?MM@%WWWW « nemonliée » :
oLn%tde@@gwmanmxnzbnaw&wmnwan,n¢o.®%‘w;
MWQW%HM&T@ 1 d/n—lpmwmblacﬂmv.

9 J(E@ 'nwueWe Qua/n,e n—1 et de Qo, Koh/me Ln—l : an_lyn_lmn_l = b;hl levrn,eL
d/laaol'wi/rrw)v T, 1 en EC.VMIAM\/ de b;kl A | 7& 0 et d/‘é&/m/i/nUb T,_q det

&%/neu Tan—2

4
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?MW@%WWW@W « nemonliée » :
oLn%tde@@gwmanmxnzbnaw&wmnMan,n¢o.®%‘w;
QMMQW%”M&T@ 1 d/n—lpﬂ)bbmmbtad'imu.

9 J(E@ 'nwue% Qua/n,e n—1 et de Qo/ Koh/me Ln—l : an—l,n—lmn—l = b;hl levrn,eb
d/la:orh/i/nw)v T, 1 en gcvm:b‘om/ de b;kl A | 7& 0 et d/‘é&/m/i/nUb T,_q det

&%/neu Tan—2

ebwmwmmm%&%mmwmm&
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?MW@%WWWW«M»:

0Ln%tde@a,gonmamnmn:bndswumebd'ew[\mmmnb«',an,n%0.0«bW
MWQW%M&%@ Tan—1 pan soustnacdion.

o &Ww%&xafnen—l e{ubde&»Konan_l:an_lyn_lmn_lzbgfl penmel
diecoprimen m%cymblmude by 5 @y g g # 0 ef deliminen 2, ; des

&%n\eu Tan—2
ebwmmmmm%&%mwwmm&

i-m&wwwmmww&,WO:Qm@ewwa

4

-~ p7sS1 (Lycled oy Chapitre 17 22 /72



?MW@%mew«m»:
0Lnebtde@a,gomman,nmn=bndswumebd)ewrmmmnwan,n%0.0«u‘st

qum%mwnmguwmwexndm&%mm 1 d/n—lpa)bbmmblad'imu.

9 J(E@ 'nwue% Qua/n,e n—1 et de Qo/ Koh/m,e Ln—l : an—l,n—lmn—l = b:171 levrn,QL
d/la:orh/i/mm T, 1 en EOJMIAM\/ de b, o0 Ay 1170k dedliminer T,_q det

&%n\eu Tan—2

ebwmmmmm%&%mwwmm&

i-m&wwwmmww&,WO:Qm@ewwa

o@«»memlm&?ﬁd@%@oﬁmil:al,lxlzipl.
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Exemple S :

Reprenons le systéeme de 1’ exemple (3) :

z+3y—=z2 —6

(83) : { —y+3z 16 4:»{
% 5

@ {

<:>{

ne s

+3y

. L, « L, +Lg
- Ly < Ly — 3L,
L, < Ly + 3L,

(83) ={(2;-1;5) }.




Exemple & :

A partir de la matrice augmentée de I’ exemple (4) , on obtient également :
1 3 -1 | —6 1 3 0| —1 L; < L;+Ls
0o -1 3 16 ~, 0 -1 0 1 L, + Ly, —3L3
0 0 1 5 0 0 1 5
1 0 0]2 Ly &= Iy 4= Sy,
~, 0 -1 0|1
0 0 1|5
1 0 0 2
~1 0 1 0| -1 Ly «+ —Ly
0 0 1 5
T = 2
Cette matrice correspond au systéme diagonal Y = —1 dont ’ensemble
z = b
des solutions est transparent !
1 0 0
On dit que la matrice 0 1 0 est échelonnée réduite par lignes.
0 0 1

¥




Résoudre les systemes suivants :

2z, —b6x3 =4 —2z5 =4

(2]
{x1+4m2+3x3=1 {m1+4w2+3x3=1
3£E3=6 —3933:6

—2z3 =5

{ r + 42y + 325 =1
—3x3 =6




Les systemes diagonaux ou triangulaires sont des cas particuliers de systemes,
dits échelonnés :

Dértinition S (Pivot, systéme échelonné) :

m Dans un systéme linéaire ou une matrice, on appelle pivot d’une ligne non
nulle le premier de ses coefficients non nuls.




Les systemes diagonaux ou triangulaires sont des cas particuliers de systemes,
dits échelonnés :

Dértinition S (Pivot, systéme échelonné) :
m Dans un systéme linéaire ou une matrice, on appelle pivot d’une ligne non
nulle le premier de ses coefficients non nuls.
m On dit que (8) est échelonné par lignes lorsque :




Les systemes diagonaux ou triangulaires sont des cas particuliers de systemes,
dits échelonnés :

Dértinition S (Pivot, systéme échelonné) :
m Dans un systéme linéaire ou une matrice, on appelle pivot d’une ligne non
nulle le premier de ses coefficients non nuls.

m On dit que (8) est échelonné par lignes lorsque :
@ Si une ligne est nulle, toutes les lignes suivantes le sont aussi.




Les systemes diagonaux ou triangulaires sont des cas particuliers de systemes,
dits échelonnés :

Dértinition S (Pivot, systéme échelonné) :

m Dans un systéme linéaire ou une matrice, on appelle pivot d’une ligne non
nulle le premier de ses coefficients non nuls.
m On dit que (8) est échelonné par lignes lorsque :

© Si une ligne est nulle, toutes les lignes suivantes le sont aussi.
@ A partir de la deuxieme ligne, dans chaque ligne non nulle, le pivot a un
indice de colonne strictement a supérieur a celui de la ligne précédente.




Les systemes diagonaux ou triangulaires sont des cas particuliers de systemes,
dits échelonnés :

Dértinition S (Pivot, systéme échelonné) :
m Dans un systéme linéaire ou une matrice, on appelle pivot d’une ligne non
nulle le premier de ses coefficients non nuls.

m On dit que (8) est échelonné par lignes lorsque :

© Si une ligne est nulle, toutes les lignes suivantes le sont aussi.
@ A partir de la deuxieme ligne, dans chaque ligne non nulle, le pivot a un
indice de colonne strictement & supérieur a celui de la ligne précédente.

= Dans un systéme échelonné, on dit qu'une inconnue est




Les systemes diagonaux ou triangulaires sont des cas particuliers de systemes,
dits échelonnés :

Dértinition S (Pivot, systéme échelonné) :
m Dans un systéme linéaire ou une matrice, on appelle pivot d’une ligne non
nulle le premier de ses coefficients non nuls.

m On dit que (8) est échelonné par lignes lorsque :

© Si une ligne est nulle, toutes les lignes suivantes le sont aussi.
@ A partir de la deuxieme ligne, dans chaque ligne non nulle, le pivot a un
indice de colonne strictement & supérieur a celui de la ligne précédente.

= Dans un systéme échelonné, on dit qu'une inconnue est
o principale si son coefficient est un pivot sur une des lignes du systéme;




Les systemes diagonaux ou triangulaires sont des cas particuliers de systemes,
dits échelonnés :

Dértinition S (Pivot, systéme échelonné) :

m Dans un systéme linéaire ou une matrice, on appelle pivot d’une ligne non
nulle le premier de ses coefficients non nuls.
m On dit que (8) est échelonné par lignes lorsque :
© Si une ligne est nulle, toutes les lignes suivantes le sont aussi.
@ A partir de la deuxieme ligne, dans chaque ligne non nulle, le pivot a un
indice de colonne strictement & supérieur a celui de la ligne précédente.
= Dans un systéme échelonné, on dit qu'une inconnue est

o principale si son coefficient est un pivot sur une des lignes du systéme;
< secondaire sinomn.




Exemples T (Systémes échelonnés) :

@1 2y —% +2t

([
W

Q @y +2z

Il
=

Gy




Exemples T (Systémes échelonnés) :

@1 2y —% +2t

() @y +22 @t

e{@wwa ) ;2




Exemples T (Systémes échelonnés) :

@1 2y —% +2t

() @y +22 @t

@7+y+2t7u —
Q

O
e{@+y+2z—1t — 9




Exemples T (Systémes échelonnés) :

@a +y +2t  —u

réduit.

12

Ce systeme est dit échelonné




Exemples 8 (Systémes non échelonnés) :

T 2y —z 2t 4
] { T —y 2t 3
1

5t




Exemples 8 (Systémes non échelonnés) :

T 2y —z 2t 4

] T —y 2t 3
1

Sr+y+2t—u =

Q { —4y+t—2u =

Sy +2t+u

A
=
I

Owl




Exemples 8 (Systémes non échelonnés) :

2|
3

T 2y —z
T Y
Sr+y+2t—u
—4dy+t—2u
Sy +2t+u
5 +y
y +z
3z

z

= 4

= &

= 1

—2

3

0

—-u = =2
+3u = 3
+5u 6

Il
|
=




o Systemes linéaires et matrices

e Résolution pratique
@ Algorithme de Gauss
@ Point de vue matriciel
@ Opérations élémentaires et matrices inversibles

Q Ensemble des solutions

Q Systemes linéaires et matrices inversibles




L’objectif de I'algorithme de Gauss est donc de transformer tout systéme
linéaire en un systéme échelonné équivalent par des opérations élémentaires
décrites au paraaraphe (2) .

Considérons un systéme quelconque ou chaque point e représente un coefficient
du systeme, éventuellement 0.

Nous allons faire disparaitre progressivement ces coefficients en les annulant et
obtenir finalement la forme échelonnée du systeme étudié.




II. Résolution pratique
1. Algorithme de Gauss

Etape 1 : On choisit dans le systéme un coefficient non nul v appelé pivot.
Bien siir, si tous les coefficients sont nuls, le systéme est résolu !
S’il n’y est pas déja, on peut toujours placer ce pivot en position
(1,1) en permutant deux équations et/ou deux inconnues. Le
systéme initial :

e o o o o — o V e e e e =
e o o o o = o devient e o o o o =
e vV e o o = oo e o o o o =—

apres une éventuelle opération L; <> L; et un éventuel échange
d’inconnues.

Permuter les inconnues n’est pas une opération
ATTENTION élémentaire sur les colonnes, mais simplement

une réindexation.

-
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Etape 2 : Grace au pivot, on annule par des opérations L; + L, —\L; ou
L; < A\ L; — A\;L; tous les coefficients de la premiere colonne sous
le pivot.

Le systeme devient :

<
°
°
°
.
|

Remaraue : Evitez les divisions et si une ligne nulle apparait &
cette étape, on la supprime sans ménagement.




Reprise des étapes 1 et 2 : On reprend les étapes 1 et 2 avec le sous-systéme
obtenu par oubli de la ligne 1.
Le systéme :

N e
I

v ® o o o = v e o o —
I’o o o ‘\I = e devient e o o =
e N e, = e e o o o




Et on recommence : On poursuit 'algorithme jusqu’a la m®™° ligne ou jusqu’a
n’avoir que des lignes nulles.
Le résultat final est appelé une forme échelonnée du systéme :

V e e e e =
VvV e e e =
\/ L] [ ) =




Remontée : On annule a présent tous les coefficients situés au-dessus des
symboles v'.
La méthode est la méme que précédemment, on utilise les pivots
et des opérations L, « A\;L; + A,L;.
Le systéme échelonné devient :

v e e o o = o v e e o =
vV e e e = e puis v e o =
VvV e e = e VvV e e =

v e o =

et v ) ) =




Remontée : On annule & présent tous les coefficients situés au-dessus des
symboles v'.
La méthode est la méme que précédemment, on utilise les pivots
et des opérations L; < A\;L; + A\, L.
Le systéme échelonné devient :

v

°
°
|
{\
°
Il

.
v

<N e @
°
°
|
{\
I

v e o = oo
et ve [ ) [ ) =
vV e e = e

Et c’est fini! Sur ’exemple choisi, on peut exprimer les inconnues principales 1,
2 et 3 en fonction des inconnues secondaires 4 et 5, ce qui achéve la résolution
du systeme.




Exemple 9 :

y + =z
y + 3z
2y + 3z




Exemple 9 :

oz
(8g) : 2x
x
<~
Lot Lo 2L,
Lg«Lz—Ly

|+ +

O W N




Exemple 9 :

(Sg) :

=
llge=ibg =iy
Tgellg=lin

L
%

y o+

y o+

2y +
+
+
+

N o wN

=l




Exemple 9 :

(Sg) :
—
Lg+Ly—2L;
gyl

=
L3+ 3L3+3Lo

r -
{295 —
» =

U
%

T e e

y o+

y  +

2y +
Jr
+
+
+
+

Il
o w N

=1l

=il
!




Exemple 9 :

(Sg) :

8 s Ps
|

=
Lyl —9lln
Lgy=ilg=ily

=
Ly §L3+3Lo

=
MLyl =1lg
Lyllp=llg

— = =
8
[

ARSI SRS S

RS

++ A+ +




Exemple 9 :

L2<—L2 210
Lgeilg=iln

L3<—§L3+§L2

L1<—L1
Lx=Tlp— L3

LleL1+L2

o
{
{
al
{

e ewew

<

++ o+t

Il
o w N




Exemple 9 :

(Sg) : {
o
Li«Lj+Lo

a7
2x

8

RS ES




Exemple 9 :

L1HL1+L2

—

<~

o |
|
|
|

Z = Yy + 7
2 — y + 3z
r — 2y + 3z
T +
Y
. —
B o= &3 = %
y = 0
2z = -1 +
t = t
T 3 —2
Y 0 0
= +t.
z —1 1
t 0 1

H
(1

Il
o w

[\




Exemple 9 :

r — y + z + t =

(S): { 20 — y + 3= + t =

T — 2y + 3z — t =

z + 2t = 3

Y = 0

Ly« Ly+Lo . ¢ -
ar 3] —2
Y 0 0

S = + A ,AeK

Z -1 1
¢ 0 1

O W N




Exemple 9 :

Z = ¥y T %

(8y) : 26 — y + 3z

r — 2y + 3z
T + 2t

— y

Li+Lj+Ly .t
1 -1 1 1
D’un point de vue matriciel, 2 -1 3 1
1 -2 3 -1

+
+

[elOUN )

@
t
T

Il
w N

o w
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?mnébmdﬂewmbx&b@meécﬂ&mnmé

Wﬁe@@w@%%&o@e&e@mmﬁr@mr@iﬁm@rﬂﬂ.
Qeruhaa‘oube@kﬂ\afymﬂhdeb&%ﬂmxi=0+"'+1'$i+"'+0rou)vee®
imconmuet becondained.
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Po)wm\ébu'ﬂ/ueb,:
(8) = {Xp+t1X1 R MR e [ [K},

oCbXPEU(nebtumeboPuﬂmuruhHLu&éh@de(S)j X5 om0 5 25 R = T——
becondaineb.




Po)wm\ébu'ﬂ/ueb:

(8) = {Xp+t1X1 R MR e [ [K},
o X, € K" ebtumebo&»bmurah&uﬂé/wde (S), X5 om0 5 25 R = T——
becondained.

Remaraue : Gout wedeun de K™ de?agomme 8, Xy + 65Xy + 0+ 1,X; ol
tl,...,tjekww&mmdmbadbb@m (A]0) WW&W




Exemple 1O :

13_2

B ===

++++
v
++ +
S =2
+ o+
CRET
—
=

2,




Exemple (O :

@B A 2y G =z 9 s =

T + z + &t = 3
(510) y o t . —1

z + y + z £ & = 2
=




Exemple (O :




Exemple 1O :

=
Lo« $L;—3Lo
Ly &Ly Ty




Exemple (O :

Lo+3L1—4L,
LTl =i,

z

2y +
Y

+




Exemple (O :

Lo+3L1—4L,
LTl =i,

z

2y +
Y

+




Exemple (O :

([
B e e

++++

(S10) :

®

++

{ e
2L

<~

Ly<Lp—

2
0
1
1

1
1
0
1

D’un point de vue matriciel, (




Exemple 1O :
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N W N
4+
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+ +
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=
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Exemple 1O :
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Exemple 1O :

13_2
([

B e e

++++

(S10) :
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—\—
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_010
N——
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+
N
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Il
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Déterminer I’ensemble des solutions du systéme linéaire

r + 2y + z + 3t =
x T* Z T =

Y + t =
z + y + z + 2 =

d’inconnue (z, y, z, t) € R,




W@WM%MMWW\&Mt@WM@UMWM&
Wm&,mww )
Sﬁe@awaemrmmdgwm?@w@mmdummmfmm&wa

det condibions de meabM@ ((%. exemple (11) )




o%w%md&wm@ewwwﬂ&wamﬁamwﬂmw
W@Wmuwwmmwmﬂmwmm%ummm&a
Wm&,mww .
Eﬁe@awaemrmmdgwm?@w@mmdummmfmm&wa
mwmmwdewab!&«z@ (Jé. exemple (11) )

Q?MWWBMMT@EQ@%@@MWM
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o%w&nmécﬂeﬂwnéewwwﬁ&wamﬂ@mwﬂmw
W@Wmuwwmmwm&mwmm%mﬁmmm&a
Wm&,mww .
Eﬁegawaemrabmdewm%wwdummmﬁmm&wa
mw«maemwn!&m (Jé. exemple (11) )
Q?MWWQMWMQWQQ‘me:
oﬁoazaﬂn'awdeummwwa&beta@mm@mmwm&m.
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W@WM%W&«M%WW\&Mt@WW@UMW«Wﬂ&
Wm&,mww :
Eﬁegawaemrabmdewm%wwdummmﬁmm&wa
mw«maemwn!&m (Jé. exemple (11) )
Q?MWWMMTMWQQ‘MW
oywﬂnlawmmww&m&mmwm
® Joit o euts panamabnen bensemllle den solutions & baide deb inconnues secondaines

amwm&me@m.
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Exemples | :

Soit a € K.

T+y+z 4
y—2z = 2 dont la matrice augmentée est
z = a’+a—2
1 4
—1 2 ) est compatible.
1 a®+a—2




Exemples | :

Soit a € K.
rtyt+z = 4
m (S): { y—z = 2 dont la matrice augmentée est
z = a’+a—2
1 1 1 4
( 0o 1 -1 2 ) est compatible.
0 0 1 |a*4a—2
rtyt+z = 4
n (8): { y—2z = 2 dont la matrice augmentée est
0z = a?>4+a—2
1 1 1 4
( 0 1 -1 2 ) est compatible si, et seulement si a € {—2;1}.
0 0 0 |a*+a—2




Soit A € M, ,(K) une makrice nom nwllle.

o%aqu@A,ﬁmmmmm@awmm&
damb?@rhmb@ww&amdeA.@%eruﬁw@yvﬂueolebtau @r\,m/\ﬁ?{tp/amﬁ
@MAWWW@W%@WWW@@M&%
q;t tQI Srali

L, &+ L,

1
&WWWW@WL&Llﬁa—HLPMWW

a;; =1L

Figure 1 — Algorithme de Gauss-Jordan d’un point de vue matriciel. e
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Figure 1 — Algorithme de Gauss-Jordan d’un point de vue matriciel.
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Figure 1 — Algorithme de Gauss-Jordan d’un point de vue matriciel.




MéthoteS:
oglc%a'u,&mebwmé@wg@mam&/m&wwwm
Q%&?{m ‘MWMYQ%LQQQWA%LMWWWW

=

‘\-
IOl

Figure 1 — Algorithme de Gauss-Jordan d’un point de vue matriciel. \“)
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MéthodeS:
ofﬁ‘wmwmw@@mamum&?mwwem

Q%Qua/nm MWMYQ%UQQQWA%LMWW%W

1

@N-]

Ol O

Remaraue %WW%WW%M%W@%
gty@&d)wbermgebm&'oréfwﬂmé&/mm@m.

Figure 1 — Algorithme de Gauss-Jordan d’un point de vue matriciel. \“)
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Tout systeme linéaire est équivalent a un systéme échelonné réduit.




Tout systeme linéaire est équivalent a un systéme échelonné réduit.

i.e.

Pour toute matrice A € M, ,(K), il existe une matrice E, produit de matrices
de transformations élémentaires et une unique matrice échelonnée réduite en
lignes R telle que :

A =ER.




Tout systeme linéaire est équivalent a un systéme échelonné réduit.

i.e.

Pour toute matrice A € M, ,(K), il existe une matrice E, produit de matrices
de transformations élémentaires et une unique matrice échelonnée réduite en
lignes R telle que :

A = ER.

Toute matrice A est donc équivalente (par lignes) & une matrice de la forme :

1

1

N
Ol O




Pour plus de commodités et par abus de langage, on étend le vocabulaire des
systémes a la matrice associée :

Détinition b :
m Une matrice est dite échelonnée en lignes si le nombre de zéros précédant la

premiere valeur non nulle d’une ligne augmente strictement ligne par ligne
jusqu’a ce qu’il ne reste éventuellement plus que des zéros.




Pour plus de commodités et par abus de langage, on étend le vocabulaire des
systémes a la matrice associée :

Détinition b :
m Une matrice est dite échelonnée en lignes si le nombre de zéros précédant la

premiere valeur non nulle d’une ligne augmente strictement ligne par ligne
jusqu’a ce qu’il ne reste éventuellement plus que des zéros.

m Le premier coefficient non nul de chaque ligne est appelé pivot.




Pour plus de commodités et par abus de langage, on étend le vocabulaire des
systémes a la matrice associée :

Détinition b :

m Une matrice est dite échelonnée en lignes si le nombre de zéros précédant la
premiere valeur non nulle d’une ligne augmente strictement ligne par ligne
jusqu’a ce qu’il ne reste éventuellement plus que des zéros.

m Le premier coefficient non nul de chaque ligne est appelé pivot.

m Une matrice échelonnée est dite matrice échelonnée réduite, ou matrice

canonique en lignes, si les pivots valent 1 et si les autres coefficients dans
les colonnes des pivots sont nuls.




Détinition 7 (Rana dune matrice) :

Soit A une matrice de M, ,(K).

On appelle rang d’une matrice, le nombre de lignes (resp. colonnes) non nulles
dans sa forme échelonnées en lignes (resp. en colonnes).




Détinition T (Rana dune matrice) :
Soit A une matrice de M, ,(K).

On appelle rang d’une matrice, le nombre de lignes (resp. colonnes) non nulles
dans sa forme échelonnées en lignes (resp. en colonnes).

Remaraques :

m Le rang n’étant pas changé par le produit de matrices d’opérations
élémentaires, lorsqu’il ne s’agit que de trouver le rang d’une matrice et non
son inverse, on peut effectuer des opérations sur les lignes et sur les
colonnes en méme temps.




Dértinition 7 (Rana d'une matrice) :

Soit A une matrice de M, ,(K).

On appelle rang d’une matrice, le nombre de lignes (resp. colonnes) non nulles
dans sa forme échelonnées en lignes (resp. en colonnes).

Remaraques :

m L’algorithme de la méthode (5) en « remontant », on montre ainsi que

toute matrice de M, ,(K) peut étre transformée en une matrice échelonnée
réduite ou le rang r est clairement lisible :

T n—r
1 - :

Ol O

1

r

r

n




Soit A € M, (K).

m Effectuer des opérations élémentaires sur A, on I'a vu, revient a la
multiplier par des matrices inversibles, et si A est elle-méme inversible, le
résultat de ces multiplications sera toujours une matrice inversible. Si donc
a un moment on obtient une matrice NON inversible en cours de calcul,
c’est le signe certain que A N’était PAS inversible.




Soit A € M, (K).

m A présent, faisons ’hypothése que nous avons réussi & transformer A en I,
par des opérations élémentaires E;, ..., E, sur les LIGNES, dans cet ordre.




Soit A € M, (K).

m A présent, faisons ’hypothése que nous avons réussi & transformer A en I,
par des opérations élémentaires E;, ..., E, sur les LIGNES, dans cet ordre.
Matriciellement, cela revient a dire que : E,.... E;A =1, !! multiplications
a GAUCHE ! ou encore que A est inversible de matrice inverse
E,..E,=A"L




Soit A € M, (K).

m A présent, faisons ’hypothése que nous avons réussi & transformer A en I,
par des opérations élémentaires E;, ..., E, sur les LIGNES, dans cet ordre.
Matriciellement, cela revient a dire que : E,.... E;A =1, !! multiplications
a GAUCHE ! ou encore que A est inversible de matrice inverse
E,..E,=A"L
Conclusion inattendue, I’égalité précédente peut aussi s’écrire trivialement

E,.EI,=A"




II. Résolution pratique

3. Opérations élémentaires et matrices inversibles

Soit A € M, (K).

m A présent, faisons Phypothése que nous avons réussi a transformer A en I,
par des opérations élémentaires E;, ..., E, sur les LIGNES, dans cet ordre.
Matriciellement, cela revient & dire que : E....E;A =1 !! multiplications
a GAUCHE!! ou encore que A est inversible de matrice inverse
E,..E; =A"1l
Conclusion inattendue, 1’égalité précédente peut aussi s’écrire trivialement

E,.BI,=A"

Les mémes opérations qui ont transformé A en I,, permettent de
transformer I, en A~L. Ceci nous fournit un algorithme pratique
d’échelonnement /réduction ou d’inversion suivant les cas (confer
exemple (77) ).

-
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II. Résolution pratique

3. Opérations élémentaires et matrices inversibles

Soit A € M, (K).

m A présent, faisons Ihypotheése que nous avons réussi a transformer A en I,
par des opérations élémentaires E;, ..., E, sur les LIGNES, dans cet ordre.
Matriciellement, cela revient & dire que : E,.... E;A =1 !! multiplications
a GAUCHE!! ou encore que A est inversible de matrice inverse
E,.E, =A"1
Conclusion inattendue, I’égalité précédente peut aussi s’écrire trivialement

E,..EI, =AL

Je rappelle encore ici que le produit matriciel N’est PAS
commutatif donc on ne peut s’amuser a travailler sur les
lignes qui correspond a un produit a gauche puis ou et sur
les colonnes ce qui correspond a un produit a droite.

Moralité : lorsque que vous commencerez avec des

opérations sur les lignes, vous ne manipulerez plus que les

lignes jusqu’a ’obtention de I'inverse et idem pour les t
colonnes au risque de trouver une matrice qui n’aura rien a w
voir avec I'inverse recherchée.
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Exemple 12 :

1 3 1
Montrons que la matrice A= |1 2 2| est inversible et donnons son inverse.
1 2 1

On applique simultanément ’algorithme de Gauss & notre matrice A et a la matrice
identité :

—
NN W
[}
[
o = O
[ (=T (=]




Exemple 12 :

1 3 1
Montrons que la matrice A= |1 2 2| est inversible et donnons son inverse.
1 2 1

On applique simultanément ’algorithme de Gauss & notre matrice A et a la matrice
identité :

_a PR S
13 1 1 0 0
12 2 - P 01 0
1 2 Ly =Ly =Ly 0 0 1

Ly« L, — Ly
1 3 1\ «—— > /1 0 o0
0 1 -1 1 -1 0




Exemple 12 :
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Exemple 12 :

N rd
Ly« L; — 1Ly 0
Ly <Ly + L3
< = e > (1
1
0




Exemple 12 :
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Exemple 12 :

—
13 1
12 2
12 1

—
- o
o o
N~ ~—

0
0 0 1
—_—

I

Transformation de A en I3 par des
opérations élémentaires sur les
lignes

1 0 -1
0 1 =il
—_

Transformation de Iy en A~' par
report des opérations élémentaires
qui ont changé A en I5.

Y




Exemple 12 :

1 3 1 -2 -1 4
Donc A= |1 2 2| estinversible d’inverse A=l =] 1 0 -1
1 2 1 0 1 —1




Montrer que la matrice A= | —1 —3 1 | n’est pas inversible.




0 Systémes linéaires et matrices

Q Résolution pratique

© Ensemble des solutions
@ Linéarité et conséquences
@ Rang d’un systéme linéaire

Q Systemes linéaires et matrices inversibles




Résoudre (8) c’est déterminer les antécédents de B pour 'application

A: K" ———> K™
X AX




Résoudre (8) c’est déterminer les antécédents de B pour 'application

A: K" ———> K™
X AX

En particulier, (8y) = A~1((0)ym ).




Résoudre (8) c’est déterminer les antécédents de B pour 'application

A: K" ———> K™
X AX

En particulier, (8y) = A~1((0)ym ).

Par distributivité & droite du produit matriciel, ’application A vérifie

VX, X € M, 1 (K), VAEK, ANX+X)=AA(X)+A4X).




Résoudre (8) c’est déterminer les antécédents de B pour 'application

A: K" ———> K™
X AX

En particulier, (8y) = A~1((0)ym ).

Par distributivité & droite du produit matriciel, ’application A vérifie

VX, X € M, 1 (K), VAEK, ANX+X)=AA(X)+A4X).

L’application A est linéaire et le principe de superposition s’applique.

Soit A € M,,, ,,(K).

Si X est solution de AX = B, et X, de AX = B,, alors pour tous A, A, € K,
A X, + Ay X, est solution de AX = A\ By + A\,B,.




Soient A € M, ,(K) et B € K. On considere le systeme linéaire (§) sous sa
forme matricielle AX = B ou X € K" et (§,) son systéeme homogene associé.

Q (8;) est non vide et stable par combinaisons linéaires. C’est un sous-espace
vectoriel de K".

Vocarulaire :On dit que ’ensemble des solutions du systéme (S) est un espace
affine dirigé par ’espace vectoriel des solutions de ’équation homogene.




Soient A € M, ,(K) et B € K. On considere le systeme linéaire (§) sous sa
forme matricielle AX = B ou X € K" et (§,) son systéeme homogene associé.

Q (8;) est non vide et stable par combinaisons linéaires. C’est un sous-espace
vectoriel de K”.

@ Si (8) est compatible, la solution générale du systéme est la somme d’une
solution particuliere et de la solution générale du systéme homogene :

Solution o Solution Solution de I’équation
générale o particuliere homogene.

Vocarulaire :On dit que ’ensemble des solutions du systéme (S) est un espace
affine dirigé par ’espace vectoriel des solutions de ’équation homogene.




Exemple 3 :

r + 2y — z = =3
Soit le systéme (8;3) : 20 4+ 5y + z = 4 dinconnue (z;y;2) € R3.
® G g F oz = 2




Exemple I3 :

Soit le systéme (8;3) :

(S13) <= {

2z

x

x

T

+

2y —

5y +

Yy  +
2y —
y o+
T

-3
4
2

-3
10
-5

d’inconnue (z;y;2) € R3.

Ly < Ly — 2L,
Ly« L, — Ly




Exemple 3 :

0
Soit le systéme (8;3) : 2z
i
z +
($13) = {

d’inconnue (z;y;2) € R3.

Ly < Ly — 2L,
Ly« L, — Ly

Ly« Ly —1Lg




Exemple 3 :

Soit le systéme (8;3) :

(S13) <=

0

§

R R T A

8

[\
8

ISR

8

+

+++

d’inconnue (z;y;2) € R3.

Ly < Ly — 2L,
Ly« L, — Ly
Ly« Ly — Ly




Exemple 3 :

T+ - z
Soit le systéme (S13) 2r  + 5y + =z
r + + =z
2y — z
(813) < y + 3z
y = 2z
r + 2y — =z
<~ y + 3z
5z
z = —2
y = 1
z = 3
L’unique solution de (8;3) est donc le triplet

=2
1
3

d’inconnue (z;y;2) € R3.

Ly < Ly — 2L,
Ly« L, — Ly
Ly« Ly — Ly




Exemple 3 :

Soit le systeme (Sy3) : { 2z

‘513

z + - z = =3
+ 5y + 2z = 4 dinconnue (z;y;2) € R3.
T  + + 2z = 2
2y — z = =3
= y + 3z = 10 L+« Ly—2L,
y — 2z = -5 L3« L;j—L3
T + 2y - z = =3
= y + 3z = 10
52 = 15 Ly« L;—Ls
z = —2
y = 1
z = 3

L’unique solution de (8;3) est donc le triplet | 1 | + (0)gs.

3
Solution J Solution

particuliere homogeéne

%




Exemple 4 :

Enlevons une équation au systéme précédent. La résolution est identique :

) r + 2y — =z
(814)'{290 + Sy + =z

Il
|
Y




Exemple 4 :

oz + 2y - z = =3 r + 2y — =z = -3
(514)'{2m + 5y 4+ =z <:>{ y + 3z 10 Lern-f,

Il
=~




Exemple 4 :

G+ { 5

SIS

+

Y

—23
10

— z
+ 3z

+ 7z
= 3z

-3
10

Ly +Ly—




Exemple 4 :

(814) : {

x
2x

+ 2y -
+ Sy +

z
z

ISENS

N e s

+

+

+

z = =3
& = W0
Tz
&%
z
Tz
3z




Exemple 4 :

) r + 2y — z = =3 T + 2
(514)'{2x+5y+z: 4 <:>{ y
z = -—23
@{y = 10
z =
—23
10

=
ISENS
([

+

+

Tz
&%
z

Tz
3z
z

Remaraue : Les inconnues x et y sont les inconnues principales et 1'inconnue z est

I’inconnue secondaire.




+

8
-+

@
I

IS

ISENS
+

I’inconnue secondaire.

Les solutions de (S14) sont donc tous les triplets

Tz
&%
z

Tz
3z
z

Remaraue : Les inconnues x et y sont les inconnues principales et 1'inconnue z est

+ A




Exemple 4 :

B = =2y + 1z

) zr + 2y — z = 3 o o
(814) ¢ { % + by + z = 4 = {gzj - 10 3Zz
r = 23 4+ Tz
= y = 10 — 3z
z = z

Remaraue : Les inconnues x et y sont les inconnues principales et 1'inconnue z est

I"inconnue secondaire.

—234+7A —23 7
Les solutions de (§;4) sont donc tous les triplets | 10—3\ | =] 10 | +A. | =3
A 0 1
_
AER. /
Solution Solution
particuliére homogeéne

N
ou

Y




Définition 8 (Rana d'un systéme linéaire) :

On appelle rang d’un systeme linéaire, le nombre de ses inconnues principales.

Exemples IS :

m (83) est de rang 3.

T+ 3y—=z2
(83) : —y+3z

z

16




Définition 8 (Rana d'un systéme linéaire) :

On appelle rang d’un systeme linéaire, le nombre de ses inconnues principales.

Exemples IS :

m (83) est de rang 3. m (83) est de rang 3.

z + 2y — =z = =3
(813) : y + 32 = 10
52 = 15




Définition 8 (Rana d'un systéme linéaire) :

On appelle rang d’un systeme linéaire, le nombre de ses inconnues principales.

Exemples IS :

m (83) est de rang 3. m (83) est de rang 3.

) z + 2y — =z

m (Sq4) est de rang 2.

10




Définition 8 (Rana d'un systéme linéaire) :

On appelle rang d’un systeme linéaire, le nombre de ses inconnues principales.

Exemples IS :

m (83) est de rang 3. m (83) est de rang 3. m (Sq4) est de rang 2.

Le théoréme (5) a immédiatement une conséquence importante :

Le rang d’un systéme linéaire est égal au nombre de ses pivots apres échelonnement.




Détinition 8 (Rana d'un systéme linéaire) :

On appelle rang d’un systeme linéaire, le nombre de ses inconnues principales.

Exemples IS :

m (83) est de rang 3. m (S;3) est de rang 3. m (Sq4) est de rang 2.

Le rang d’un systeme linéaire est égal au nombre de ses pivots aprés échelonnement.

A~




Exemples |6 (Systémes échelonnés) :

En reprenant les systémes de 1’ exemple (7) on a :

@ Rang 3. © Rang 2. @ Rang 1. © Rang 4. © Rang 4.




Exemple 1 :

Supprimons encore une équation & (§,4) pour former (8;7) :

Si):{z + 2y — 2z =

-3




Exemple [1 :

Supprimons encore une équation & (8;4) pour former (S7) :

(
Si):{z + 2y - 2z = =3 :}{y =
z

-3

2y +

z




Exemple [1 :

Supprimons encore une équation & (8;4) pour former (8

=

r = -3 -
Sip):{z + 2 - 2 = =3 @{y=
z =
Les solutions de (§7) sont donc tous les triplets de la forme :
7 -3 =2 1
Yyl=10[+A] 1L |+p|[0f| oulpeR.
z

0 0 1

2y +

z




Exemple [1 :

Supprimons encore une équation & (8;4) pour former (8

=

r = -3 - 2y + =z
Si):{e + 2 — 2 = 3 <=4y = y
g = z
Les solutions de (§7) sont donc tous les triplets de la forme :
5 -3 7 1
Yyl=10[+A] 1L |+p|[0f| oulpeR.
& 0 0 1
Solution A k_/—‘ Solution
particuliere homogene

-




Exemple [1 :

Supprimons encore une équation & (8;4) pour former (8;7) :
B = =3 2y + =z
S:{z + 2 - 2 = 3 <=4qy = y
g = z
Les solutions de (§7) sont donc tous les triplets de la forme :
5 -3 7 1
Yyl=10[+A] 1L |+p|[0f| oulpeR.
& 0 0 1
Solution A k_/—‘ Solution
particuliere homogene
x est la seule inconnue principale donc le systeme (§;7) est de rang 1.

-




Exemple [1 :

Supprimons encore une équation & (8;4) pour former (8;7) :
B = =3 2y + =z
S:{z + 2 - 2 = 3 <=4qy = y
g = z
Les solutions de (§7) sont donc tous les triplets de la forme :
5 -3 7 1
Yyl=10[+A] 1L |+p|[0f| oulpeR.
& 0 0 1
Solution A k_/—‘ Solution
particuliere homogene
x est la seule inconnue principale donc le systeme (§;7) est de rang 1.

Remarque : On aurait tout aussi bien pu choisir y ou z comme inconnue principale. I




Dértinition 9 (Espace vectoriel enaendré par une partie) :
Soient X, .., X,. € K".

L’ensemble des combinaisons linéaires de Xy, ..., X, est noté vect (Xq, ..., X,) :

Vect(Xy, ..., X,) = {/\1X1 Fot ATXT}A -




Exemples 18 :

En reprenant les exemples précédents :

m Les solutions de (8;() s’écrivent + vect .
1




Exemples 18 :

En reprenant les exemples précédents :

3 =1l =ll
= 0 =il
m Les solutions de (8;() s’écrivent + vect .
1 0
0 0 1
3 -2

0
m Les solutions de (8g) s’écrivent + vect




Exemples 18 :

En reprenant les exemples précédents :

—23 7
m Les solutions de (814) s’écrivent | 10 | + Vect =3
0 1




Exemples 18 :

En reprenant les exemples précédents :

m Les solutions de (814) s’écrivent

m Les solutions de (8;7) s’écrivent

+ Vect

+ Vect




Détinition IO (Notion de dimension dun SEV) :

On appelle dimension de I'ensemble E = vect (X4, ..., X,.), notée dim (E), le
nombre de vecteurs indépendants de E.




Détinition IO (Notion de dimension dun SEV) :

On appelle dimension de I'ensemble E = vect (X4, ..., X,.), notée dim (E), le
nombre de vecteurs indépendants de E.

Remaraue : La dimension d’un vect n’est pas forcément égale au nombre de
ses vecteurs.




Détinition IO (Notion de dimension dun SEV) :

On appelle dimension de I'ensemble E = vect (X4, ..., X,.), notée dim (E), le
nombre de vecteurs indépendants de E.

Remaraue : La dimension d’un vect n’est pas forcément égale au nombre de
ses vecteurs.

Exemples 9 :

m Deux vecteurs sont indépendants si, et seulement si ils ne sont pas colinéaires.




Détinition IO (Notion de dimension dun SEV) :

On appelle dimension de I'ensemble E = vect (X4, ..., X,.), notée dim (E), le
nombre de vecteurs indépendants de E.

Remaraue : La dimension d’un vect n’est pas forcément égale au nombre de
ses vecteurs.

Exemples [9 :
m Deux vecteurs sont indépendants si, et seulement si ils ne sont pas colinéaires.

m Trois vecteurs le sont s’ils ne sont pas coplanaires.




Exemples 20 (Dimension de sev dans R?) :

3
m A =vect((2;3)) = { (2z;3x) }zelR' C’est la droite d’équation y = 3%

dim (A) = 1.




Exemples 20 (Dimension de sev dans R?) :

3
m A =vect((2;3)) = { (2z;3x) }zelR' C’est la droite d’équation y = 3%
dim (A) = 1.

m B=vect((1;0), (051) = {z(1;0)+y(0; )}, ={@9)}, o
C’est le plan (zOy) et dim (B) = 2.




Exemples 20 (Dimension de sev dans R?) :

m A =vect((2;3)) = { (2z;3x) }zelR' C’est la droite d’équation y = g:v
dim (A) = 1.

m B =vect ((1;0), (0;1)) ={z(1;0) +y(0;1) }z,ye[R ={(z;y) }z,ye[R'
C’est le plan (zOy) et dim (B) = 2.

2+ 2z
.Cz{(2+2z;1+y_x)}m’y,e[}?= 1-z+y

2 2 0 2 2 0

_ +x +y = + vect 5 .

1 —1 1 1 —1 1
z,yeR

C’est le plan passant par le point (2;1) et dirigé par les deux vecteurs

2 0
indépendants ( ) et U ( ) i.e. c’est le plan R? lui-méme et dim (C) = 2.
—1 1

=Y




Exemples 21 (Dimension de sev dans R3) :

1
m Soit D le plan passant par l'origine du repeére et dirigé par les vecteurs 4 | 2 | et

0

1

U[0|.dim(D)=2etona:
1
1 1 1 1
D = vect 21,10 =qA[2]+u|0 :{(’\+ﬂ;2’\;“)}x,ueﬂ?'
1 0

A u€ER
Remaraue :2x =y + 2z donc D est aussi le plan d’équation 2z —y — 2z = 0.




Exemples 2| (Dimension de sev dans R3) :

1 1 —1
IE:{(:r+yfz;217y;3y+z)}Iyy,ze[R: z|2|+y|=1|+2] 0
! ’ x,y, zeR
1 1 —1
= vect 21,1-11,1] 0
1 3 1

Les trois vecteurs étant indépendants, c’est 'espace R? lui-méme : dim (E) = 3.




Exemples 2| (Dimension de sev dans R3) :

1 1 —1
IE:{(:r+yfz;217y;3y+z)}Iyy,ze[R: z|2|+y|=1|+2] 0
! ’ ! x,y, zeR
1 1 —1
= vect 21,1-11,1] 0
1 3 1

Les trois vecteurs étant indépendants, c’est 'espace R? lui-méme : dim (E) = 3.

3 1
IF={(3+x;3x+7;1+2x)}26R= 7| +=x]|3
1 2
z€R
3
=|7]| + vect &
1 2



La notation vect () permet une expression agréable de ’ensemble des solutions
d’un systéme linéaire.

Le rang d’un systéme linéaire est égal au nombre d’inconnues retranché de la
dimension de ’ensemble des solutions du systeme homogene associé.




La notation vect () permet une expression agréable de ’ensemble des solutions
d’un systéme linéaire.

Le rang d’un systéme linéaire est égal au nombre d’inconnues retranché de la
dimension de I’ensemble des solutions du systeme homogene associé.

Exemples 22 :

Notons #, ’espace vectoriel des solutions du systéme homogéne associé & (§).

m A D exemple (13) , dim K, =0 d’oti rgS3 =3 — 0= 3.




La notation vect () permet une expression agréable de ’ensemble des solutions
d’un systéme linéaire.

Le rang d’un systéme linéaire est égal au nombre d’inconnues retranché de la
dimension de I’ensemble des solutions du systeme homogene associé.

Exemples 22 :

Notons #, ’espace vectoriel des solutions du systéme homogéne associé & (§).
m A D exemple (13) , dim K, =0 d’oti rgS3 =3 — 0= 3.
m Al exemple (14) , dim %, =1 dotirgSy =3 —1=2.




La notation vect () permet une expression agréable de ’ensemble des solutions
d’un systéme linéaire.

Le rang d’un systéme linéaire est égal au nombre d’inconnues retranché de la
dimension de I’ensemble des solutions du systeme homogene associé.

Exemples 22 :

Notons #, ’espace vectoriel des solutions du systéme homogéne associé & (§).
m A D exemple (13) , dim K, =0 d’oti rgS3 =3 — 0= 3.
m Al exemple (14) , dim %, =1 dotirgSy =3 —1=2.
m Al exemple (17) , dim 7, =2 doti rg$; =3 —2 = 1.




Résoudre et discuter le systéme suivant d’inconnue (z,y, z) et de paramétre a :

ax+y+z=1
z+ay+z=1
r+y+az=1




o Systemes linéaires et matrices

Q Résolution pratique
Q Ensemble des solutions
0 Systémes linéaires et matrices inversibles

@ Systemes de Cramer
@ Inversibilité




Définition Il (Systéme de Cramer) :

Un systéme linéaire est dit de Cramer si sa matrice est inversible.

En particulier, un systéme de Cramer est nécessairement carré : autant
d’inconnues que d’équations.




Un systéme linéaire est dit de Cramer si sa matrice est inversible.

Définition Il (Systéme de Cramer) : J

En particulier, un systéme de Cramer est nécessairement carré : autant
d’inconnues que d’équations.

Tout systeme de Cramer AX = B d’inconnue X € K™ posseéde une unique
solution :

X =A"!'B.




Le théoreme qui suit fait définitivement le lien entre inversibilité d’une matrice
et la résolubilité des systemes linéaires.

Soit A € M, (K).

La matrice A est inversible si, et seulement si VY € K", le systéme linéaire
Y = AX d’inconnue X € K" possede une unique solution.




On peut étre un peu plus explicite :

Soit A € M, (K). Les assertions suivantes sont équivalentes :

@ VB e M, (K), le systtme AX = B admet une unique solution.




Soit A € M, (K). Les assertions suivantes sont équivalentes :

@ VB e M, (K), le systtme AX = B admet une unique solution.

@ VB e M, (K), le systtme AX = B admet au moins une solution.




Soit A € M, (K). Les assertions suivantes sont équivalentes :

@ VB e M, (K), le systtme AX = B admet une unique solution.
@ VB e M, (K), le systtme AX = B admet au moins une solution.
Q rg(A) =n.




Soit A € M, (K). Les assertions suivantes sont équivalentes :

@ VB e M, (K), le systtme AX = B admet une unique solution.
@ VB e M, (K), le systtme AX = B admet au moins une solution.
Q rg(A) =n.




Soit A € M, (K). Les assertions suivantes sont équivalentes :

@ VB e M, (K), le systtme AX = B admet une unique solution.
@ VB e M, (K), le systtme AX = B admet au moins une solution.
Q rg(A) =n.

Q@ A~y I,




Soit A € M, (K). Les assertions suivantes sont équivalentes :

@ VB e M, (K), le systtme AX = B admet une unique solution.
Q@ VB e M, (K), le systtme AX = B admet au moins une solution.
Q rg(A) =n.

Q A~y 1.
@ A est inversible.




Soit A € M, (K). Les assertions suivantes sont équivalentes :

@ VB e M, (K), le systtme AX = B admet une unique solution.
Q@ VB e M, (K), le systtme AX = B admet au moins une solution.
Q rg(A) =n.

Q A~y 1.
@ A est inversible.

@ Le systeme AX = 0 n’admet que la solution nulle.




Soit A € M, (K). Les assertions suivantes sont équivalentes :

@ VB e M, (K), le systtme AX = B admet une unique solution.
Q@ VB e M, (K), le systtme AX = B admet au moins une solution.
Q rg(A) =n.

Q A~y 1.
@ A est inversible.

@ Le systeme AX = 0 n’admet que la solution nulle.




Soit A € M, (K). Les assertions suivantes sont équivalentes :

@ VB e M, (K), le systtme AX = B admet une unique solution.
Q@ VB e M, (K), le systtme AX = B admet au moins une solution.
Q rg(A) =n.

Q A~y 1.
@ A est inversible.

@ Le systeme AX = 0 n’admet que la solution nulle.

On retrouve un résultat démontré dans un chapitre précédent :

Une matrice triangulaire (ou diagonale) est inversible si, et seulement si ses
coefficients diagonaux sont tous non nuls.

- " prst (Lyetedoa i 17 65 /72



Ce théoréme va donc nous permettre & la fois de savoir si oui ou non une
matrice est inversible et, le cas échéant, de calculer son inverse. Le mot d’ordre

est simple : résoudre un systéme linéaire !




Exemple 23 :

La matrice (

)
=0
—_ DN =

-1 -2 5
est inversible d’inverse 1 1 -3 1.




Exemple 2.3 :

En effet, pour tous (z,y, 2), (a,b,¢) € R

b
2
( |
1

3 1
1 2
1 1




Exemple 23 :

(

— =N
— =
— N
w8
N——
Il
VR
o o
N—
—
o
T+
« T &
B
N W W
[
o o




Exemple 23 :

2 3 1 4z a 2z + 3y + 2
(112)<y>_(b)<:>{x+y+22
1 1 1 z @ T+y+z

T+y+2z

Ly &Ly ?hOIX Gl el = 2z +3y+ 2z
simple de valeur 1 A

o S o oe




Exemple 23

2 3 1
(1 1 2
1 1 1

Ly < Ly (

J(2)-() =

choix d’un pivot —
simple de valeur 1
S {

2z +3y+ 2
T -y + 2z
T+y+z

T+y+ 22
2z 4+ 3y + =2
CESUEZ)
T+ y+ 2z
y—32

Z

=b
=a—
—bh—

oS o o9

2b
@

Ly « L, — 2L,
Ly« L) — Ly




Exemple 23 :

2 3 1
(1 1 2
1 1 1

Ly < Ly (

)(§)=(‘é)

choix d’un pivot
simple de valeur 1

2z+3y+2 =a
= z+y+2z =b
r+y+z =c
Bar@arZs =
= 2z+3y+2z =a
r+y+z =c
z+y+2z =b
= )= 3z =a—2b
=b—c
=—-b+2c
= =a+b—3c
z =b—c

Ly « Ly — 2L,
Ly« L) — Ly

L, « L, — 2L,

L, < Ly + 3L,




Exemple 23 :

2 3 1
(1 1 2
1 1 1

Ly < Ly (

)(7)-

choix d’un pivot
simple de valeur 1

(‘é)@

—

g

I

{
)=
{
{
{

2z 4+3y+2 =a
z+y+2z2 =b
r+ty+z =c
r+y+2z =b
2r+3y+z =a
BarParz =@
r+y+2z =b
Yy — 3z =a—2b
=bh=c
x-l-y =—-b+2c
=a+b—3c
z =b—c
z =-—a—2b+5c
y =a+b—3c
z =b—ec

Ly ¢ L, — 2L,
Ly« L, — Ly

L, « L; — 2L,
Ly < Ly + 3L,

L, « L, — L,

'




Exemple 2.3 :

choix d’un pivot
simple de valeur 1

U

g

F O R A Y

2 +3y+2 =a

r+y+2z =b
r+tyt+z =c

rz+y+2z =b

2 +3y+2 =a
r+tyt+z =c

r+y+2z =b
y—3z =a—2b

z =b—c

z+y =-b+2¢
y =a+b—3c
z =b—c

z =—a—2b+5¢c

y =a+b—3c

z =b—c

-1 =2
0 1

4z
Y
%

Ly « Ly — 2L,

Ly« L, — L,
L, « L, — 2L,
Ly ¢ Ly + 3L

L, « L; — L,

= )(%)




Exemple 23 :

2 3
(1 1
1 1

1
2
1

) (%)

(




Exemple 23 :

En effet, pour tous (x,y,2), (a,b,c) € R? :

i) =()-(8 1 20

Nous avons ainsi réussi a résoudre le systéme linéaire initial pour TOUT second

2 3 1
membre (a,b,c). Cela prouve que la matrice ( 1 1 2 ) est inversible.
1 1 1




Exemple 23 :

En effet, pour tous (z,,2), (a,b,¢) € R3 :

i) ()-8 = ()05 v 3)C)

Nous avons ainsi réussi a résoudre le systéme linéaire initial pour TOUT second

2 3 1
membre (a,b,c). Cela prouve que la matrice ( 1 1 2 ) est inversible.
1 1 1

-1 =2 5
Son inverse ( 1 1 =3 ) apparait naturellement en fin de résolution.
0 1 —1




Boit A € M, (K). Comment detevminer Linveorsilillite de A e calouler som invense
énenbud) ?

Par résolution du systéeme AX =Y pour tout second membre Y : On ode

Y1
YZ( : )EMn,l(U()etwmhéboubAXZYd/'{/nwn/rwe
Yn

X:(Is1 ) anec fo méthode du pinct.

Ty

-y
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Boit A € M, (K). Comment detevminer Linveorsilillite de A e calouler som invense
énenbud) ?

Par résolution du systéeme AX =Y pour tout second membre Y : On ode

W= ( yl )EMn,l(U()etwmhéboubAXZYd/'{/nwn/rwe
Yn
X = ( xl ) m%méﬂmdmrmn
X =BY : on o dow B=A"1

-y
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SDmJ:AGM WW%M@M@A&MWW
énentudd ?

Par résolution du systéeme AX =Y pour tout second membre Y : On ode

Y1
YZ( : )EMn,l(U()etwmhéboubAXZYd/'{/nwn/rwe

X = ( xl ) m%méﬂod@dmrmn
= BY - mwﬂmB A-?
Q%@eb«dbbe/meAX Y%ebtrabwnwahﬁ@ermmmnbwm
Y,a.@onbAneotrxmumenm%e,.
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Foit A € M, (K). Comment détervminen, Linsensibilitz de A et calloulen son inwense
gentuel ?

Par la méthode du pivot sur la matrice concaténée (A | I,,) : On, e%@d’w@ des
Jemmtomw&b&%/md@@mmmmmwm
(A|In)beewm?amétRodeduPMaKMud'écﬂpyo«vnmA:ma@wﬂb
& une matice du tiyne (A” | %) avec A’ shelonnze.

Y
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Foit A € M, (K). Comment détervminen, Linsensibilitz de A et calloulen son inwense
gentuel ?

Par la méthode du pivot sur la matrice concaténée (A | I,,) : On, e%@d’w@ des
Jemmtomw&b&%/md@@mmmmmwm
(A|In)beeo«»?amétﬂodedMPMagAmd'écﬂpﬁxymnmA:moﬁwﬂb
& une matice du tiyne (A” | %) avec A’ shelonnze.
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Foit A € M, (K). Comment détervminen, Linsensibilitz de A et calloulen son inwense
gentuel ?

Par la méthode du pivot sur la matrice concaténée (A | I,,) : On, g{%‘m des

mm&b(&%’md@@mmm
(A|In)beeo«»?amétﬂodeduPMagMud'écﬂpﬁxymmA:moﬁmﬂb
& une matice du tiyne (A” | %) avec A’ shelonnze.
QﬁA/mbhA'dJenne/ntmwwdenlmmofb,azmbAnlethmu
——
Q%A’@nwo@apo’wAecbmmLﬁ@&@wwdmtaﬁwwA’

WGL@WW(IMB).

@«uwm&ma@mwAflzB. l)
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1
2 | est inversible et donner son inverse.
1

1
Montrer que la matrice A = | 1
1

NN W




1 3
Montrer que la matrice A= |1 2 2| est inversible et donner son inverse.
1 2 1

Foienk (z;y;2) e (a;b;c) € R3.

WW&@MW%M&M

a
b
. | ¥
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A
—_—
1 3 1 ap a
1 2 1 Yyl=1»5
—1 4 5 z [
A 5
T3 T + 3y + z = a 7To0N
(122) <~ x aF 2y A z = b (010)
121 —x + 4y + 5z = ® 001
100 @ = —2a — b + 4c Lj<¢+L;—3Ly 2.1 4
(010) Sad Y = a = e (1 0 1)
001 . - b - e 0 1 -1
Afl
T =2 =il 4 a
= |Yy|=11 0 =i b
2 0 1 —1 c
A-1
tmmbgmmal:wwdeAmlgrnndmormbm ‘C‘mmb%o'vmahmvd&l:;emAl deore—
pua/neb e%nwn@mwmbcﬂamﬂél\e/ml&
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—_—
1 3 1
1 2 1
-1 4 5

Done A est inversile, diinpernse A=L =

=1b

@
=i 4
0 —1
1 =i




D’aprés le corollaire (10.1) , A est inversible si, et seulement si le systéme

AX = 0 n’admet que la solution nulle X = (0)yn.




D’aprés le corollaire (10.1) , A est inversible si, et seulement si le systéme
AX = 0 n’admet que la solution nulle X = (0)yn.

Par la contraposée, on a le résultat trés intéressant en pratique :

Soit A € M, (K). Les propositions suivantes sont équivalentes :

@ A N’est PAS inversible.
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D’aprés le corollaire (10.1) , A est inversible si, et seulement si le systéme
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Par la contraposée, on a le résultat trés intéressant en pratique :

Soit A € M, (K). Les propositions suivantes sont équivalentes :

@ A N’est PAS inversible.
Q Il existe X € M, ;(K) avec X # (0)yn et AX = (0)ya-
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D’aprés le corollaire (10.1) , A est inversible si, et seulement si le systéme
AX = 0 n’admet que la solution nulle X = (0)yn.

Par la contraposée, on a le résultat trés intéressant en pratique :

Soit A € M, (K). Les propositions suivantes sont équivalentes :

@ A N’est PAS inversible.
Q Il existe X € M, ;(K) avec X # (0)yn et AX = (0)ya-

@ Il existe une combinaison linéaire nulle des colonnes de A avec des
coefficients non tous nuls :

3 (g, a,) € KENA{(0,-+,0)}, oA +--+a,A, =0,,,

ol Ay, ..., A, désignent les colonnes de A.

~ PTSI (Lycée J.G) Chapitre 17 71/72



Exemples 24 :

1 2 3
4 5 6| ¢3lR).
78 9




Exemples 24 :

1 0o -1
Montrer que la matrice A= | 1 2 1 | n’est pas inversible.
-1 4 5
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