XVIII
Suites réelles et complexes

prises & intervalles de temps réguliers) et a I’analyse (une suite numérique est ’équivalent
discret d’une fonction numérique). La notion de suite est présente dés qu’apparaissent
des procédés illimités de calcul.

@% é es suites numériques sont liées a la mathématique de la mesure (mesures d’un phénomeéne

On en trouve, par exemple, chez Archimede, pour des calculs d’aires et de volumes, ou en Egypte
vers 1700av. J.-C. et plus récemment au I siecle apr. J.-C. dans le procédé d’extraction d’une
racine carrée par la méthode de Héron d’Alexandrie :

Pour extraire la racine carrée de A, choisir une expression arbitraire a et prendre la moyenne

entre a et — et recommencer aussi loin que [’on veut le processus précédent
a

En notation moderne, cela définit la suite de nombres (u,, ),y telle que :

1 A
uy=a et VneN, un+1:2<un+>.
n

n retrouve ensuite cette préoccupation plusieurs siécles plus tard (& partir du XVo™ siecle)
avec la méthode des indivisibles (Cavalieri, Torricelli, Pascal, Roberval). Dans I’Encyclo-
pédie Raisonnée de d’Alembert et Diderot (1751), une grande part est laissée aux suites
et séries dont le principal intérét semble étre leur convergence.

’est ainsi que 1’on voit Bernoulli, Newton, Moivre, Stirling et Wallis, s’intéresser aux suites
~—~ pour approcher des valeurs numériques. C’est a Lagrange que l'on doit, semble-t-il, la
notation indicielle. L’étude des suites numérique ouvre la porte a bien d’autres notions
séquentielle comme les suites de fonctions, séries, séries entiéres ou de Fourier. Voyez ce
chapitre comme leur préambule.
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Comme toujours, K désignera le corps des scalaires R et C.

Notation toute personnelle : Dans tout ce chapitre, nombre de prédicats, de définitions et
de propositions ne sont vrais ou ne nécessitent d’étre vrais qu’a partir d’un certain rang ng € N.

Afin d’alléger les énoncés sans perdre en généralité, je noterai parfois N,, = NN [ng 5 +00[
l’ensemble des entiers naturels supérieurs ou égaux da ny.

Ainsi, une propriété vraie pour tout n € N signifiera qu’elle n’est vraie qu’a partir d’un certain
rang ny € N. Rang qui importe peu.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X VIII : Suites reelles et complexes
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Q SUITES NUMERIQUES

Vocabulaire et généralités

s 2\
Détinition | - Une suite (u,,),cn st une fonction définie sur N.

Une suite numérique est une suite a valeurs dans R ou C.

u: N+——>R

n U,

N

A chaque indice n € N on associe un nombre u,, appelé terme de rang n de la suite (u,,),,c\-

L’ensemble des suites est noté S(K) = K* ot K =R ou C.

Remarque : Fondamentalement, cela ne change rien de considérer une suite (u,, ),y définie a
partir d’un certain rang n.

ATTENTION I Uy, # <un)neh\l!

Les suites (u,, ), ey rencontrées sont définies :

s o 3n—1

— de maniere explicite : u,, = .
n+2

Le terme de rang n est directement obtenu en fonction de n.

C’est une définition qui ressemble beaucoup a la définition usuelle d’une fonction, et qui
est extrémement pratique pour les calculs. C’est celle que 'on cherchera & obtenir le plus
souvent.

— de manieére récurrente : _5 16
B u, +3
Le terme de rang n + 1 est obtenu en fonction du terme précédent.

C’est beaucoup moins pratique pour les calculs qu’une définition explicite, mais c’est souvent
la définition la plus naturelle que nous aurons d’une suite et souvent celle qu’obtiennent nos
chers physiciens.

Il pourra arriver qu'une suite soit définie par récurrence double (u,,,, en fonction de u,, .,
et u,,), auquel cas il faudra préciser les valeurs de u, et u,, voire par récurrence triple ou
pire (mais c’est plus rare!).
Un prochain chapitre sera consacré aux suite récurrentes dite d’ordre 7.
— de maniere mplicite : e“» —u, —2 =n.
Le terme de rang n est défini comme solution d'une équation voire en fonction de u,, ;.
Pas vraiment extrémement pratique pour les calculs et on n’arrive pas toujours a obtenir

une formule explicite comme pour les primitives. Dans ce cas, on arrive quand méme a
étudier la suite a I'aide d’études de fonctions.

L’ensemble des suites réelles §,(R) ~ RN est naturellement muni d’opérations de somme (on
additionne les deux suites terme a terme), de produit et de produit par un réel.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XVIII : Suites réelles et complexes 3|
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Définition 2 (Stagilité alaéprique) :  Soient (u,),cn €t (V,)nen deux suites réelles (ou
complexes).

w La suite somme de (u,,),c €t (V,,)ncn €st la suite notée (u + v),,c) définie par :
VnelN, (u+v), =u,+v,.

» Le suite produit de (u,,),cn €t (v,),cn est la suite notée (u x v),,, définie par :
VneN, (uxv), =u, Xv,.

» Le suite produit de (u,,),cy par un scalaire X € R (ou C) est la suite notée (Au),
définie par :
VneN, (Au), =AXu,.

m Les suites parties réelle et imaginaire de (u,,),,c sont respectivement les suites définies
par :
vn €N, (Re(u)) =Re(u,) et (Im(u)) =Im(u,).
- .

En particulier, ’ensemble des suites réelles (ou complexe) contient la suite nulle dont tous les
termes sont égaux a 0 et est stable par combinaisons linéaires : C’est un espace vectoriel réel
(ou complexe). En considérant la suite produit, c’est méme une C-algebre commutative mais non
integre.

Exemples

( )
Définition 3 :

Suite arithmétique : Une suite (u,,),cy est dite arithmétique lorsqu’il existe un scalaire
r, appelé raison, tel que :
vneN, u, ; =u, +r.

Suite géométrique : Une suite (u,,),cy est dite géométrique lorsqu’il existe un scalaire g,
appelé raison, tel que :
vneN, u, ; =u, xq.

Suite arithmético-géométrique : Une suite (u,),oq est dite arithmético-géométrique
lorsqu’il existe un couple (a;b) € K? tel que :

VneN, u, ; =au, +b.
. .

Remarque :Sia = 1, la suite arithmético-géométrique précédente est une suite arithmétique,
géométrique si b = 0.

Exemples | :
» La suite des entiers naturels : ug =0, u; =1, .., u,, = n, .. et la suite des multiples de 3 : uy, = 0,
Uy =3, .., u,, = 3n, .. sont des suites arithmétiques.
» La suite des puissances de 2 : ug =1, u; =2, uy, =4, , .., u,, = 2"... est une suite géométrique.
Exercice | : Soit (z,) _ la suite définie par z5 = 2 et z,,, = 2z, + 2" pour tout n > 0.
Lycée Jules Garnier CHAPITRE XVIII : &uéea réelles et cdzmp/@a% ﬂ
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Figure XVIIL.1 - (u,, ),y est une suite arithmétique.

z
Montrer que la suite de terme général ¢, = 2—2 est arithmétique et en déduire une expression
explicite de z,,.

u,(n—m+1)siqg=1

Upt1 [ Up

— =g Upg =U, Xq | ¢g= "7 — | u, =u, X ™ 1 — gnmtl

u, n+1 n q u,, n m q u,, x q si q 7& 1
I—gq
Figure XVIIL.2 — (u,, ), oy est une suite géométrique.
|I.3| Suites bornées
( \
Définition 4 (Suites réelles majorées, minorées, sornées) :  Soit (u,,), oy une suite a

valeurs réelles.
On dit que (u,,),,c €st :

m majorée s'il existe un réel M tel que Vn € N, u,, <M.
» minorée s’il existe un réel m tel que Vn € N, u,, > m.

= bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Les majorants (ou minorants) d’une suite sont, par définition des constantes.

ATTENTION Une majoration (une minoration) de u,, par un réel qui dépend de n ne montre PAS
que la suite (u,,),,c est majorée (ou minorée).

Exemples 2 :
» La suite ((—1)") est majorée par 1 et minorée par —1. Elle est donc bornée.
neN

= La suite (n),,c, est minorée par 0.

En revanche, elle n’est pas majorée (et donc non bornée).
= Toute suite croissante est minorée par son premier terme et toute suite décroissante est majorée par
son premier terme.

Méthode | (Encadrer une suite) :

ﬁmwwwmw@é&maﬁam%w%@:
l&vﬁéﬂéﬂ&&%d@d&@@b&gﬂ@d@@@d&%@wmmun—mwun—M.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XVIII : Suites réelles et camp(@xeé 5_'
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-%Qo,m(un)new%tdéKAmwFanun:f(n)wunH—f P&xbuﬂ&b@b@e
ou,@oh/nee

numénabeun e démomimnaleur.

Exercice 2 : Soit a €]0;1[ fixé.
Montrer que V € |—1;+o00[, In(1+2z) <z

n
|zl En déduire que la suite (u,,),,cy de terme général u,, = H (14 o*) est bornée.
k=1

Mé-thode 2 (Suite non majorée) :

ﬂ)ou)u monlren c1/u¢u/ne suibe (Un)new n/enk I\ab, ﬂwaohee :

l@%b@d@nmewwhé@ﬂAﬂue&o’nﬂu@.

Proposition | - Soit (u,,),cy une suite a valeurs réelles.

(Up,)pen €st bornée si, et seulement si la suite (|u,,]|) o ©st majorée.
n

Cette propriété permet d’étendre la définition de suite bornée aux suites a valeurs complexes en
faisant appel au module :

Définition S (Suite complexe Bornée) :  Soit (z,),en Une suite complexe.

On dit que (z,,),,c €st bornée si la suite réelle positive (|z,]),cn €st majorée.

Exemple 3 (eem) L est bornée.
ne

A T'aide de I'inégalité triangulaire, on démontre sans peine le résultat suivant :

Proposition 2 : Soit (2,,),,cy une suite complexe.

(2n)nen est bornée <= (Re(z,)), ., et (Im(z,)) _, sont bornées.

Exercice 3 : Montrer que I’ensemble des suites bornées est non vide, est stable par combinai-
sons linéaires, produits, et produits par un scalaire.

On dit que I'ensemble des suites bornées muni des trois opérations +, x et de la multiplication
par un scalaire vue comme loi externe est une K-algébre.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X VIII : Suites we//eaeécm:p/exw& ﬂ
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Définition b (Relation de domination) :  Soient (u,),cn €t (v, ),cn deux suites telles que
(v,,)pen 1€ s’annule pas.

U
On dit que (u,,),epn €st dominée par (v,,),cy Si la suite (—") est bornée.
Un neN

On note alors u,, = O (v,,).

Cette notation est dii & Landau ! :

— On lit aussi « u,, est un un grand O de v,,. »

— On écrit aussi u,, = O (v,) méme s’il est assez clair que la domination ne se fait qu’au
n—+00

voisinage de l'infini ou a partir d’un certain rang.

Remarque : D’apres la proposition (1),

Un = O(v,) < IMeR:,,VneN, |u,|<Mly,.
n—-+0oo
( )
Exemples 4 :
m Si (u,),en est bornée alors u,, = O (1)
B 2n2+1=0(n )etsm( ) <l>
n
w, = O (w,) B
" {v —O(w,) = u, +v, =0 (w,).
n Y =O(w,) = u, Xv O (w,, xw)
v, =0 (w),)
\,

Variations

Détinition 7 (Suites monotones) : On dit qu’une suite (u,, ),y & valeurs réelles est :

m croissante siVn € N, u, <u,, .
m décroissante siVn € N, u, > u,_ .
w stationnaire si Vn € N, u, = u, 4.

L Une suite croissante ou décroissante est dite monotone.

On parlera aussi de suites strictement monotones lorsque les inégalités larges ci-dessus seront
remplacées par des inégalités strictes.

La notion de suites monotones n’existe pas pour les suites a valeurs complexes.

ATTENTION EI Il existe des suites qui ne sont ni croissantes, ni décroissante, ni monotones, ni
rien.
Exemples S
—_1)" —
B ou, =(—1)" u, = (7), up =1 . , u,, = tan(n) ne sont pas monotones.
n U, 1 = sin(u,,)

|1]. Edmund Georg Hermann Landau (Berlin, 14 février 1877 - Berlin, 19 février 1938) est un mathématicien
allemand juif, auteur de 253 publications mathématiques, en grande partie sur la théorie des nombres.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X VIII : Suites we//eaeécm:p/e/wa u
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-

= La suite (u,, ),y définie par u,, = | | (100 — k) est stationnaire & 0 & partir du rang n = 100.

k

0

. 27!
Exercice 4 : Soit p € N. Pour n > 0, on pose u,, = cos (—'>
p!

Justifier que la suite (u,,), ¢y €st stationnaire.

4 )

Proposition 3 : Soit (u,, ),y Une suite réelle.
Si (uy,)nen st arithmétique alors ses variations sont données par le signe de sa raison r :

w sir >0 alors (u,),cy est croissante,
w sir =0 alors (u,),y est constante,
w sir <0 alors (u,),cy est décroissante,
Si (u,,)pen €st géométrique alors ses variations sont données par la position de sa raison
g relativement a 1 et le signe de son premier terme u,, :

» Sig =0, alors (u,),cy est constante a 0 & partir de son deuxiéme terme.
m siug >0 et g>1alors (u,),cy est croissante(strictement si ug > 0).

Sig=1, (u,),cy est constante a u.

Siug>0et0<qg<1, (u,),cpn est décroissante (strictement si u, > 0).

Sig <0, (u,),cn n'est pas monotone.

.

Remaraues :

— Une suite arithmétique est donc monotone dans tous les cas.
— Si elle n’est pas constante, une suite géométrique est toujours strictement monotone.

Comparez deux termes d’une suite est difficile a faire directement. On se raméne donc encore a
comparer leur différence a 0 ou leur quotient a 1.

Méthode 3 (Montrer auune suite est croissante) :
Rurn montrer cluum/e suite (U, )pen ebb cwissante :
[ ] O%Wun+1—uwwgawm@,néduibmmé/medéﬂwnwm
[ J%Qloidedlwm%mdewﬂln@ammmbwwun+l—un>0.

Méthode 4 (Montrer auune suite est croissante)

?mm%'mm(un)nengothW@dmmw

etk croivbante :
f Un+1 . . (). " f
[ ] @%%oImume,—un JWKOWMT%BWW
u
é dénominaleur ve. —tL > 1
2n+1 k
: : , s (=1
Exercice S : Soit la suite (u,, ),y définie pour tout n € N par u,, = Z k:
k=1

Démontrer que (u,, ),y est une suite croissante.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X VIII : Suites réelles et wmp/me& ﬂ
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Proposition 4 (Suites définies explicitement par une fonction) :  Soient f une fonction
définie sur [n ; +oo[ et (u,, ), la suite définie par

VnelN, u, = f(n).

(U, ) pen @ la méme monotonie que la fonction. La réciproque est fausse.

Soit la fonction f : z +— x + sin(27x) et la
suite (u,,),cn définie par u,, = f(n).

— Vn € N, u, = n+sin(2mn) = n® La
suite (u,,),cy €st croissante.

— La fonction, représentée en rouge, n’est
méme pas monotone.

a. sin(07) = sin(27) = sin(37) = sin(4x) = ... = 0!

Q COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES SUITES

Il est temps de s’intéresser au comportement d’une suite lorsque n — 400 i.e. son comportement
asymptotique..

Deux cas, opposés 'un de 'autre se présentent : les suites convergentes et les suites divergentes.
Parmi ces dernieres, les divergentes vers l'infini et celle n’ayant pas de limites.

Convergence et divergence

-

Définition 8 (Limite dune suite réelle) : Soient (u, ),y une suite & valeurs réelles et
LeR.

» On dit que (u,, ),y admet ¢ pour limite et on note lirf u,, = ¢ si tout voisinage de ¢
n—-+oo

contient tous les termes u,, & partir d’un certain rang :
VYV, eV¥),3In,(V,) eN/VneN, n>2n, = u, €V,.

En particulier :

o On dit que (u,,),,cy est convergente vers £ € R si :
Vee R ,In,(e) eN/VneN, n>n, = |u, — ¢ <e.
o On dit que (u,,),c est divergente vers 400 si :
VAeR,In,(A)eN/VneN, n>2n, = u, > A.
o On dit que (u,,),cn est divergente vers —oo si :
VAeR,3In,(A)eN/VneN, n>2n, = u, <A.

= On dit que (u,,),cn diverge si elle ne converge pas.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XVIII : Suites réelles et complexes 9|
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ol /’u, n 5
10 @ly9 o oU ol 5
e TTES __(7’111_3_1%’11'13_16_»@'1?_185“'19__“ g

Rang & partir duquel tous les
termes u,, de la suite sont dans la
bande centrée autour de £.

T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21"

3 —-1)" 3
Figure XVIIL.3 - La suite définie par u,, = %ﬁz) converge vers £ = 5
Rappel | : Soit (u,,),cn une suite a valeurs réelles et £ € R.

lu, — ¢ <e <= u,€l—c;l+e] < L—e<u, <l+e.

ATTENTION I Le contraire de convergent n’est pas divergent vers I'infini!

Exemple & : La suite ((—1)™) , diverge.

En effet, ((—1)™) o e prend que les valeurs 1 et —1 donc ne peut converger que vers une de ces valeurs.

2 4
Comme [§ ; 5} est un voisinage de 1 ne contenant pas u,,,,; = —1 pour tout n € N, ((—1)") o De peut
converger vers 1. De méme avec {—g : —g} et uy, =1, ((—1)")nEEN ne peut converger vers —1.

Remarques : Le comportement asymptotique d’une suite ne dépend que du comportement de
la suite a partir d’un certain rang.

="

Exenple T : La suite (
n

) converge vers 0.
neN*

1
Tout intervalle [—a ; a], a € R™, contenant O contient tous les termes de la suite & partir du rang ny = {,J +1-
a

La définition (9) se prolonge aux suites a valeurs complexes en remplacant la valeur absolue
par le module :

Définition 9 (Limite dune suite complexe) : Soient (u,,),cn Une suite a valeurs complexes
et £ € C.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X VIII : Suites we//eaeécm:p/e/wa £|
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II. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES SUITES

u, = f(n) :
7T : . o
a " u.
: o © Uy, Y22 Uaz T2
6 T 8 o 2 Z17 uyg Yo 20
2 o 0wy H1e
: o Upy
: Oy, Y13
K T 5 . %0 Haa
o iL7 :US
Ug :
4+ ° Ug :
o Uy
o Uz
31 Uz
Uy Rang a partir duquel tous les termes u,, de
. la suite sont supérieurs & A.
2 4
0
14
L L L L L L L Y L L L L L L L L L L L L L L L L
T T T T T T T 1 T T T T T T T T T T T T T T T T n
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

Figure XVIIL.4 — La suite définie par u,, = v/n + 2 diverge vers +oo.

On dit que (u,,),,c €st convergente vers ¢ € C si :

VeeR:,dn,(e) eN/VneN, n>n, = |u, —¥ <e.

ATTENTION I La notion de suites complexes divergeant vers I'infini ne veut rien dire dans C!

On déduit immédiatement de la définition (9) la proposition ci-dessous :

p
Proposition S« Solent (u,,), ¢y une suite a valeurs complexes et £ € C.
e =0 = L fun] =0.
Rt =t = L (w0 =0
lim Re(u,) = Re(¥)
lim w,=¢ <+ norteo "
n—4o0 lim Im(u,)=Im(¥).
n—-+00
En particulier, nginoo u, =0 <= ngrfoo u, = 1.

Preuve :

|_ e'w@@dégmwmmezo.
2] iou

=>) : VneN, |Re(u,) —Re ()| < |u, — | & [Im (u,,) —Im (¢) | < |u,, —£|.

(<) + fu, — € = / (Re (u,) — Re (6))* + (Im (u,,) — Tm (£) )*.

Corollaire Sl
lim w, =0 =

n—-+0oo

Jm fu | =[]

Lycée Jules Garnier
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ATTENTION I La réciproque est fausse. Il suffit de considérer la suite ((—1)"),,cn-

|— Preuve : Dapnes insgalite tuanguloine ‘|un| - |e|\ <l|u, — 0 . —
Exe

reice b -
Soit (u,,),en une suite réelle vérifiant Vn € N,u,, € Z.

Démontrer que (u,, ),y €st convergente si, et seulement si elle est stationnaire.

Soit (u,,)nen une suite réelle périodique de période p € N* i.e. Vn € N, u, ., = u,.

Montrer que si (u,,),cy est convergente alors elle est constante.

Correction :

(<) 50“1”]‘”"“”“(1“*’“ (tp)mens 0il kaionnaing e montrons que (g ) pey ool convengente.
Tm@é%mwmd'mmmmmJZWNewa;aeuwjzﬁwvn>N,un=a.
@«pa,dpszn}N,|un—a|:0.6Panwméﬂum\L,V£>O,Vn>N,\un—a|<€.
GWQWWv5>0,3NeN,vn>N,|un—a|<s.$@mw@%@m.

(=) (‘anﬁmw () pens conuenge. Mooninons %'Jfg%tmwm,
Soit £ sa, limite.

- J\ﬂacmbmmcrue(ez.
Tmﬁ'mwwegz.&wmm@w<z<m+1,
@mrwﬁoﬂo’wm€>0bc£ﬂmeg'mwm% [6 — €, + €] ne contienne aucun entien.
Cest abounde can il doit contenin tous les .

O pouk prandns = min <£2m’ 14 +215)_

- @nba/ibd@bo’zmmibw(un)new m@%mfezmmwﬂe%ﬁmm

L
eom/m,e(u) %f&WNENU@Q Vn>N |u —€|<im‘u E[f—ig—i}
n/neN g W ! n 10 n 10’ 10
. 1 1 » , _
ﬂﬂgmwmﬁﬂwQOwwa%une [K—E,ﬂ—l—o] mwmw%mmﬁ@nhm(@ebun

enb enlien.
Do Vi >N, u, =~ On o W@ que (un)neN ent bien stationnaire.

Remarque &Ww%mwwummﬂmum (%) conuenge wons ()

Proposition &« Soient £ € R et (ov,),,o une suite réelle positive telle que liI_P a, =0.
n—+oo

Si, VneN, |u, — | < a, alors (u,),cy est convergente de limite .

|— P(’euve:ﬁooibEERi.eomﬂne(an)neNW@i%emolﬁmmmm%nldww
o, <E
|

ﬁaouh, n}max(no;nl), on o done |u, — ¢ <o, <e e (un)nED\l wn/w@u%eue)w /.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XVIII : &uéea réelles et wmp/me& E
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II. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES SUITES
Proposition 7 :

. VpeR (—p) converge vers 0 et (nP) divergent vers +o0o
it neN*
Vgel-1;1], (¢"),

o converge vers 0.

Preuve :

(=) Joir e € R”.

L < L o) > —In(e) < n> e MO Z
| S€ o S€ & phan ne) < n>e e
1
%w%bdmodermno—{ J—i—l
.?MAER.S%MW@W@@MMWMWAER*
P[> A > M) S A o pln(n) > In(A) <> n> er™ @ = VA,
A>0 p>0
%w%&domodemno:[{/_J-i-l
[2] %ot ¢ e Ry

Soi,q—OQemﬂmb%bcgom.sammcﬂm:ﬂenoeh\lb&w‘v’nGN,n}nOimT&que
— |gln n(e)
lg"| = lq|" <e < nln|q| < (€)|ﬁ">1n|q|'
%w%»tdomdewno:rn(gw-i-l.

In|q]

—_

1+iv3 )
1 converge vers 0.

Exenple & : La suite (u,,), o, définie Vn € N, par u,, = (

Corollsire 1l : Soit (u

Jnen Une suite arithmétique de raison r
(Uy,) pen diverge (vers £00) si, et seulement si r # 0

Exercice 7 :

+o0o

Montrer que [0;1] = ﬂ [0 1+ }

n

=

Ay A, A,
Correction : [ | ] ] }
0 1 43 2
3 2
1
Soit 2 €[0;1). Mo 0< 2 1<1+—Wmmmme@mmﬁ

@O’TUO\V/’REN* rEA, &= z¢c ﬂA On o done [0;1]

c (] A,
neN* neEN*
Lycée Jules Garnier
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1
%WMWB$EQAn<:>VHEN*,0<$<1+*.
neN* n
. r—1
?m@o,@mmd&bummo’nbww>ld:rmmw6:bb2 > 0.
x—1 x—1

| 2 | 2 |

1 1 1

1 14+ T

1 1
Comme  1i — =0 thouner enbiien tel) = .
1m ), omn [ye/ub wn rLO(E) cru;e n ng — o <e

n—+oo N
1 —1 1
@%Wﬂ}ﬂwmao&hbx<1+*<l+521+x = +x<xet0,@co/nblad,id10/m
n 2 2
Done, 2 <1 et [ A, C[051].
neN*
?MW&MM%@MWW m AnZ[O;l].

neN*

Théoréme & : Si une suite converge alors sa limite est unique.

On peut donc légitimement parler de LA limite d’une suite convergente.
Par la contraposée, si une suite posséde plusieurs limites |2/ alors elle diverge.

Par exemple, la suite définie par u,, = (—1)" qui posséde deux valeurs d’adhérence 1 et —1 est
divergente.

Preuve 50041', (un)neD\I wne buile oofrvue)uae/nbe SDu,M\obmb %J% ad/metle dewoc ?f./mmbeu dinbimcbes
Ceb 0 o soib € € R

.GPO«ULMHGD\L&W@WWMWM@:

‘z—z' <|u, — O + |u, — ']

g
5.
g
5.
<5.JM)03MMWWM5€R1M£:€,.
o= 1

Soi,uoubfn,éf%rnboomm,{mmb,]uobyﬁ€<7.

- R de (u vorn £, dAn € Nt nxzn, — |lu, —¥£ <
Eaditade sl n)neN 1 que 1 n

— de (u vors ¢/, An, € N tell n>=n, = |u, —¥|<
Radiiade sl n)neN 2 que 2 n

L=

Rurn n > Ny = max (ny ; ng),

|2]. En mathématiques, on parle plutét de valeurs d’adhérence. C’est mieux que de parler de plusieurs limites
alors que ’on vient de dire qu’elle était unique.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XVIII : Suites réelles et complenes 14 |
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Limite et relation d’ordre

Proposition 9 - Toute suite (réelle ou complexe) convergente est bornée.

Pr‘eu\/e:gbome:l.J%@ohbimebewmno(l)ENf@ﬁc}ueﬂ}ﬂo = |u, — ¢ <1

Dot V=g u,| < |u, — € + 6] <1+ ¢ dapes @Maame mwadam

aD
Jonoma M = max (Jugl, |uy], ... [, 1,1+ ¢]).
On a alons, ¥ e N, Ju,| < M. Lo suite (u,,),,c etk bornse. —

ATTENTION | La réciproque est encore fausse toujours en considérant ((—1)”)

neN+’

Exemple 9 : La suite (u,,),,o, définie Vn € N, par u,, = (1 + i)" diverge.

Petit corollaire intéressant pour montrer, par exemple, qu’une suite convergeant vers un réel non
nul est non nulle du méme signe a partir d’un certain rang.

4 2\
Corollsire 9] :

Toute suite convergeant vers un réel ¢ strictement positif ou divergeant vers +oo est

minorée par un réel m strictement positif & partir d’un certain rang.

lim u,=¢et £>0 = dmeR}, VneN, u, >m > 0.

n—-+0o0o

‘ Toute suite convergeant vers un réel ¢ strictement négatif ou divergeant vers —oo est
majorée par un réel M strictement négatif a partir d’un certain rang.

lim u,=¢¢et {<0 = IMeR,, VneN, u, <M<O.

n—+oo

Preuve :
|_ —%nginooun:+00,iﬂbu%lidernd)wA:1meun>1>0d%c1wn>n0(A)
dmvn,@[\mgofdmm:aemwd,e (un)neN
S _ ¢
- Sox,nggrrlooun—ﬁ,lmwwms—§>0.

%m@a&h@mwnom%w—ggun—ﬂég == 0<§<un.

Jo(ammdmwﬁwd&wom(un)%N %bmW@W&wmmw\%PMwmmeﬂ

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XVIII : Suites réelles et complexes 15 |
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Théoréme IO (Limites et inéaalités strictes) :  Soient (u,),cy une suite réelle conver-
geant vers un réel £ et et m, M € R.

1] Si lim u, <M alors Vn € N, u, < M.
n n
n—-+o0o
2] Si lim w, >malors Vn €N, u, >m.
n n

n—-+o0o

|— Preuve : w%b d,oTTer.«m le corolisire (9.1)  aueo duiken u,, —M b u,, —m.

7

Théoreme Il (Limites et inéaalités laraes) :  Soient (u,),cn €t (V,,)nen deux suites réelles
possédant une limite finie.

SivneN, u, <wv, alors lim u, < lim v,.
n—-+oo n—+oo

Remaraue : Ce résultat est utilisé le plus souvent lorsque I'une des deux suites est constante.

Exenple O : Soit (u,,), . convergente avec u,, < A a partir d’un certain rang.

Alors lim wu, < A.

n—+oo

L 1
C’est TRES faux avec des inégalités STRICTES! Pour tout n € N*, — > 0 mais
ATTENTION n

—_

lim — =0.
n—+oo N

Preuve : R o Cabounde en W que nlim (v,, —u,) <0.

—+0o0
o théoreme (10)Q%Mwaﬁwwwvn—un<0awwwmwww%t%
wwmmmmmm@wwkm
1

Composition par une fonction

Une suite, n’étant qu’une fonction particuliere, on peut traduire les théoremes sur les limites de
composée :

r

Théoréme 2 (Composition 3 @auche par une fonction) :  Soient I un intervalle de R,
a €1, f:1+— R une application et (u,, ),y une suite d’éléments de I.

U, —+> a
n—-+0oo
Si _ alors flu,) —— £
f(x) — LR ——

Tr—a

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X VTIII : Suites réelles et wmp/é/w& il
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Exemples Il (Importants) :
= Si lim f(z)=/¢€R,alors f(n) —— £.
T —+00 n—+oo

= Si fest continue en a et u, — a, alors f(u, ) —— f(a).
+

n—-+oo n—+oo

. VzER, (1+§) e
n n—+oo

En appliquant le théoréme précédent aux fonctions de référence, on retrouve facilement les limites
de quelques suites intuitives :

. 1 — lim 2" = 4o00. — .
7 nl—1>I—Poo E =0. n—+00
( )\
Exemples 12 :

o arctan(y/n) —— z

notoo 2

o Siwu,, — £ >0 alors us —— £= pour tout o € R indépendant de n.

n—+0oo n—+0oo

n—+oo

1 n
o Vx eR, (l—l—E) — 4o00.

1
& mvinn —— +00.

n—+0oo

Les derniers exemples montrent que 1°° est une forme indéterminée :

v
Uy, — | et v, — +00 Uy ——— 1.
n—-+0oo n—-+0oo n—-+0oo

A 0 ., L
ATTENTION De méme oo” est une forme indéterminée :

1)
u, — +oo0 et v, ——0 Uy — 1.
n—-+0o0 n—+oo n—-+0oo

En tout état de cause, il faudrait en rajouter d’autres : 0°, 0 et 00> que nous
traiterons au cas par cas en nous ramenant aux précédentes.

En composant avec les limites usuelles de fonctions et en remarquant que t* = e™™* pour ¢t > 0,
on retrouve encore les limites usuelles.

4 )
Corollaire 12| (Limites usuelles et croissances comparées) :

Puissances de n : Soit o € R.

a<0|la=0|a>0

lim n% 0 1 400
n—-+o0o

Croissances comparées : Soient a € RY, € R, ¢>1et x € ]—1;1].

Inn)? n®
lim (Inn) =0 lim — =0 lim n%x" =0
n—+oo N n—+oo " n—+o00

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X VIII : Suites we//eaeécm:p/e/wa il
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Opérations sur les limites

Un peu dhistoire : Les théorémes qui suivent étaient jugés évidents au X VIII*™ siécle. Une
tentative de démonstration aurait alors paru incongrue et superflue. Ces démonstrations nous
sont cependant nécessaires pour plusieurs raisons :

— Montrer Uefficacité de notre définition de limite.
— Justifier la validité de notre intuition.
— Servir de modéle de démonstration pouvant étre utilisé dans des cas plus complexes.

Les résultats de certaines opérations sur les limites sont intuitifs et parfaitement déterminés.

Détinition IO (Réales de caleul dans RU{07,07}) :  On convient des régles de calculs (la-
cunaires) suivantes dans R :

m Poura eR:
o a+ (+00) = +oo o (400) + (+00) = 400
o a+ (—00) = —00 o (=00) + (—00) = —o0
m Poura #0:
o a X (+o00) = signe(a)oo o (—00) X (—00) = 400
o (+00) X (400) = 00 o (400) X (—00) = —00

= On ajoute deux symboles 07 et 0~ vérifiant pour a # 0 :

o a x 0t = osisne (a) Oi:—i—oo OL:0+
0* +00

| 1 T

& aXO—:O—SIgne(a) <o T:—OO I —:0 .
0 —00

a 1
kLes quotients — s’obtiennent comme a X - si 'opération est définie.

b b )

0* +oo

Les opérations (400) + (—00), 0 x (+00), 0 x (—00), or i—, (0%)*% et (;I:oo)o} ne
00

sont pas définies et appelées « formes indéterminées », c’est-a-dire qu’elles conduisent

a plusieurs résultats possibles qu’ils faudra... déterminer.

ATTENTION

Les reégles suivantes sont données pour des suites dont on sait déja qu’elles admettent une limite.

Ils ne donnent pas de résultat sur les suites (u,),cn, (V,)nen directement, mais sur des suites
fabriquées avec des opérations usuelles entre (u,,),cn €t (V) pen-

( Y
Proposition 2 - Soient (u,)pens (U )nen deux suites réelles admettant des limites £ et £”.

Somme :

Si £+ ¢ est défini sur RU {0F,07}, alors w, +v, — £+ 0.
Multiple :

Si A\.£ est défini sur RU {0*,07}, alors  A.u,, —— A.L.

n—-+o00
Produit :

Si ¢ x ¢ est défini sur RU {0F,07}, alors  u, x v,, — £ x {'.

n—+0oo

g

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X VIII : Suites réelles et wmp/me& m
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( )
Inverse :
1 IR _ 1 . 1 1
Si — est défini sur RU{0",07}, alors | — est définie et — =.
V4 u, u,, n—+oo V4
neN
Quotient :
4 o _ u o u,, ¢
Si — est défini sur RU{0%,07}, alors [ — est définie et — — —.
v U ) en v, n—otoo {’
\,

Remaraue :En particulier, ’ensemble des suites convergentes contient la suite nulle et est stable
par combinaisons linéaires. On dit que c’est un espace vectoriel.

Dans la méme idée, 'opérateur lim est un opérateur linéaire sur ’ensemble des suites conver-
n—-+0oo

gentes dans R.

ATTENTION I L’ensemble des suites divergentes N'EST PAS stable par combinaisons linéaires.

Exemples I3 :
1
"y, — +00 = — —— 0. .un—)0:> +o00
n—+0oo u,, mn—rtoo n—+oo U,y | notoo

Preuve :
|_Somme: _ Somd@m@mmgmmhw/ . it e > 0.
|un+vn_(€+€/)| < ‘un_€|+|vn_€/|

i/ w@b aors de F/wmdme N = max (n07un (6, g) SN0, 0., (K’, g))
- Soommeot'ume&/mwegmmﬁd:ot'ume&mwe+oo:©«pm,ﬁm lim u, =0 lim v, = 4o0.

n—-+oo n—-+0oo

ot A > 0. Rn sve, |u, — 0 < 1 & portin dun conbain no(1), done, en
n W“‘a'o

Wﬁm :

gDefmé/me,, nzn(A—¢+1), v, >A—0+1.
I“O“h’ 1 n

vn2=ng, u, >0—1.

Rur n >N =max (ng;ny), on o done :

u, +v,=>Ul—-1)+A—0+1)=A.

— Forvme de dewco limites +00 5004LA>0d:]1mmN:max (nojun (‘;\) M. v, (‘2))

Hors, poun n > N, w, +v, > A,
Produit et multiple : - PRoduib de deuco limites mew Cet 0 Joib e > 0.
’unvn _Eé/‘ < ’(un _€>vn +£<vn _gl)‘ < ’un +£H”n| + ’ean _6/‘

O, d/la/[méb, lo proposition (9) , b suite wn/upjuaynbe (U )men sk Borunge, disons e
wn ’w@ﬂ K>0.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XVIII : Suites réelles et complexes 19 |
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%w&xbaﬁo}wdernmdﬂeN:max (”0,un (E, %)mﬂ,vn (ﬁ/, 2;0)
Remaraue :ﬁaomm&wmmwﬁmeMaﬂm%mmdeW

m?mmyntno,vn (E/, 2(’&2_1)) ou N,y (g, 2(K€+1)) mwQ soalits %‘ma&a
_ﬂ)mdmbd'm&/mmgx/mﬁe[Rjetot'um@ymme+oo:@wwngrpmun:geb

lim v, = 4o0.
n—+00

SooibA>0.fPanWém,]un—€|<§dwmd'mmmwno(%>,dm@m

Pamw@m

¢ /

Yn >=ng, L—— = —,

n 2z ng, U, > 5= 5
gD ) S <2A> >2A
e'm,@me,rounn/nl A , Uy 7
?mn}N:max(nO;nl),ma,doxm:

¢ 2A
UnUn>§><7—A

— Roduit de dews limites, +00 : 5004bA>0d:Fm,<yn/a,N:max(no7un (VA)ing,,

o (VA)),
J%Qm@wn}Nj u,v, = A.
%m@mdemmw(vn)newmummm@aAwmﬁamd@%m

(At ey poun pew que A€ voik deg,vn» dans RU{0F,07}.
Quotient :  — Jernse d'une limite non mulle ¢ ?me>o.©mwwun¢0@w

dun cenkain namg ny € N d,'a,rhéb le coroliaire (9.1) .

|un €]

14

U

?mdé%i/mmde@@wnw‘aynwd}e(un>n€N,{Q/mbbewruWn%n1€NbJ,oTw:

(1] JepPe
n>zn, = |u,—¥¢ <min| —;—|.

27 2
®%OLWQW%@MEWMW”>”1

n

4] el _ 1l
- S luy, =€ < >l — = =—=.
%w&xbaﬂonadernmmN:max(no;nl),wmom:
e
i 1’ _ ’un _Ey 2 —¢
w7 Tl ST, T
2

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XVIII : Suites réelles et complexes 20 |
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- ?wueﬂmd,'um@mmbemgim:@nwun#OdW&mmW%GN&

lim w,, = +o0.
n—N

?me>0.%mumwﬂ%nl(%)awwun>é

?mn}N:maX(no;nl),ma,dwrw:

- jwmd'm&mnu&ed'ummmmtw:Gnmwun#OdW
d/'u/n,o@zbammm%n()e{]\l.
1

SooibA>0.%%dbbewmwm%,nl(g) @WWWHK%

Rur n >N =max (ng;n,), on o done :

—

s N
Exemple [+ (Cas de la forme indéterminée (+o00) — (4+00)) :
s On peut obtenir n’importe quel réel ¢ : lim (n + £) = +oo et lim n = 4oo, mais
n—-+oo n—+oo
L (a8 =m) =L
= On peut obtenir 400 : lim 2n =+oo et lim n = +4oo, mais lim (2n—n)= +oo.
n—+oco n—+oco n—+oo

= On peut ne pas obtenir de limite: lim n+(—1)" =4ocoet lim n = +oo, mais lim (n+(—1)"—n)
n—+oo n—-+oo n—+0o

n’a pas de limite.

n
cas pour (un)nEN ni (Un)neN‘

Exemple IS (Cas de la forme indéterminée 0 x (00)) :

Y4 Y4
= On peut obtenir n’importe quel réel £ : lim — =0et lim n =4oco, mais lim — xn =~
n—+oo N n—+oo n—+oo M

1 1
= On peut obtenir +o0 : lim — =0et lim n? = +4oco, mais lim — x n? = +oo.
n—+oo N n—+oo n—+oo N
=)

—J\e
= On peut ne pas obtenir de limite : lim (=1) =0et lim n =400, mais lim
n—+oo n n—+o0o n—+oo n

X n n’a pas

de limite.

1 242
n(n)—l——n—k. Déterminer lim wu,

Exercice & : Soi =
xereia Soit u,, N lm

ATTENTION (u, + U">nem’ (unvn)ne[N et (v, ) N peuvent avoir des limites sans que ce ne soit le
n

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X VTIII : Suites réelles et wmp/&w&
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I1.5 ” Suites extraites

Le comportement des suites extraites a I'infini donne des indications quant au comportement de
la suite initiale.

Définition Il (Suite extraite) :  Une sous-suite d'une suite (u,),cy, appelée aussi suite
extraite, est une suite de la forme (uw(n)) ,ou ¢ : N — N est une application strictement

. neN
croissante.

Les sous-suites que nous manipulerons le plus souvent sont les sous-suites de la forme (usy,,),en,
on ne garde que les termes d’indice pair de la suite, et (ug, 1)y, On garde les termes d’indice

impair? <u3n)nED\l7 (u3n+1)n€[N7 (u3n+2>n€N7

Soit ¢ une fonction strictement croissante de N dans N.

VnelN, ¢(n)>=n.

Théoreme 4 : Soit (u,,),cyn une suite réelle convergeant vers une limite 2.

Alors toute sous-suite extraite de (u,,), <) converge vers cette méme limite /.

En pratique, ce théoreme est souvent utilisé pour montrer qu’une suite N’A PAS DE LIMITE.
Il suffit pour cela d’en exhiber deux suites extraites n’ayant pas la méme limite comme & I’
exercice (9) .

Si le comportement de la suite initiale détermine le comportement d’une suite extraite, la ré-
ciproque est beaucoup plus délicate. Une suite extraite ne pouvant, par nature, fournir qu'une
information partielle sur la suite totale.

|— Preuve : Rdabivement évident & ponbin du
$

(BWLUWW\%TLO EN@WWW -/ < 60«&)’1)J/O’H/OJO.MDM|U¢(TL () <e dén
Wn/n —I

Remarque : La réciproque de cette proposition est évidemment fausse. Un contre-exemple
classique (qui est aussi un contre-exemple a la réciproque de la proposition sur le caractere borné
des suites convergentes) est la suite définie par u,, = (—1)".

Pour cette suite, la suite extraite des indices pairs a pour limite 1 et la suite des indices impairs
a pour limite —1. alors que la suite (u,,),,c n’est pas convergente.

La convergence d’une ou plusieurs suites extraites n’est en général pas suffisante pour
assurer la convergence d’une suite.

ATTENTION

Il faut que I'ensemble des suites extraites considérées permette de controler de facon
compleéte tous les termes de la suite (au moins a partir d’un certain rang).

Exenmple |6 @ Size]—1;1] alors lim z2" = 0.
n—+oo

. . n 7 7 . n .
On remarquera bien que la suite (z2") ., est pas géométrique, 22" et (z2)™ = 2" n’ont rien en commun.
ne

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XVIII : Suites réelles et complenes 22 |



PTSI VINCI - 2024 III. THEOREMES D’EXISTENCE DE LIMITES

La suite (xzn) o est tout simplement une suite extraite de («™),,c, qui converge vers 0.
n

. v |?
Exercice 9 : Pour tout n € N, on pose : u, = — — 5 -

< ©ol3

Etudier les limites des suites extraites (ug,2),cy €t (U(3n41)2 ) nen-
Que peut-on en déduire pour la suite (u,,),cy ?

. 6 1 6 1
Correction : u9n2:0—>09tu(3n+1>2=<n2+ n )—n2: ntl

n—+o00 9 9 n—+0o0

@Ofn,o (un>new 'rb'cx F,ob de ?,vm/dje,

Le cas le plus important est la possibilité de récupérer la convergence d’une suite (u,, ), & aide
des suites extraites (g, )pen €t (Ug,i1)pen de ses indices pairs et impairs.

Théoréeme IS : Si les deux sous-suites (g, )pen €t (Ugpiq)nen d'une suite (uy,),cp
convergent vers une méme limite ¢, alors (u,,),,c converge vers £.

Remarque : On peut facilement prolonger ce résultat a toute famille de suites extraites dont
les indices forment une partition de IN.

@ THEOREMES D’EXISTENCE DE LIMITES

L’existence d’une limite n’est JAMAIS acquise.

Les théorémes qui suivent gagnent a &tre connus comme de vrais théoremes d’existence. Ce
qu’ils nous fournissent de fagon essentielle, ce n’est pas tant la VALEUR d’une limite que son
EXISTENCE.

II1.1 | Théoréme d’encadrement

e N
Théoréme |6 (de comparaison et dencadrement) :  Soient (u,,),cn, (M
trois suites réelles et ¢ € R.

”)nGN et (Mn)ne[N

Théoréme d’encadrement :

Si nggloo m, = nEIPoo M, =letsiVneN m, <u, <M,, alors (u,),cy converge
vers /.

Théoréme de minoration : Si nl_i}r}loo m, = +oo et si Vn € N, m, < u,, alors (u,),cn
diverge vers +o00.

Théoréme de majoration : Si ngrfoo M, = —ccetsi Vn € N, u, <M, alors (u,),cn

diverge vers —oo.

Preuve :
|_Thé0réme d’encadrement : Joienk ¢ € Ry &£ Vo=l —e;0+¢] un wolbinage de /.

%o suite (m")neN oo'n/u@%eu@wﬁ. %mbl’ed,omummm% ny(e,4,m,,) @WWW

&ummneve.
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@e'm@me‘[\oufugawbe(M) tﬂe/aabbeu/m'w/n%’n26€M dmﬂue@[bub&w
tervmer M,, € V,.

Rurn n =N = maz(ng,ny,ny), on o done

l—e<v, <u, <w, <l+e

n

@m@%bemmde nneNaTWantdmwwmee@Wd,wmw@umwN

Le. (un)nelN oowueﬂ,%e wvent L.

Théoréme de minoration : it A wn néel ﬁu&@c@nﬂw
Comme lim m, = +0og &mm@nMnl(Am )t&w%n}nlaﬁo’wvnE[A;—i—OO[.

n——+0oo
Oh, Ve, m,, < U,.
Done s n > max(ng,ny) dowe A < m, <u, €[A;+o0o]. Lo suite (u nneNdAAm‘ae’m

+00.
Théoréme de majoration : jdynhﬂue

—

Ne prenez pas le théoreme d’encadrement pour un simple passage a la limite dans des
inégalités larges.

Quand on passe a la limite dans une inégalité, on sait déja que son membre de gauche

ATTENTION et son membre de droite ont une limite.

r, ns dorem ncadrement au contraire, seules les limites lim m,
Or, dans le théoreme d’encadrement au contraire, seules les limites i et
n—-+00

lim M,, sont réputées exister au départ et 'existence de lim wu,, en découle.
n—-+0oo n——+oo

Exercice [O : On considere la suite (H,,), ey définie par H,, = Z T

n

[1] Montrer que ¥Vn € N, Hy, > 1+
|zl Que dire de la convergence de (H,,

\_/[Q

Correction :

@'ﬂ/(]/:

H —1+1+(y+w+(1+ +1)+ +< ! +. +1>
- 2 3 4 5 '8 ’ on—1 41 ' 77" on

>1+1+2+4+ +2W1
- 2 4 8 7 om
—1+1+ +1
= 5t Tty
n
>1+—.
3

SE@MUS@(H”)”eN n'%tdmwbmwaohwewm%e%bfﬁomm&w@e&mmde
&/m,b@,mmd.bfrw lim H, = +oo.

n—+oo

Proposition [T (Limite dune suite céométriaue) :  Soit ¢ € R.

g>11q=1| -1<qg<1 qg<—1

lim ¢" | 400 1 0 n’existe pas
n—-+0oo

\

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XVIII : &uéea réelles et wmp/me& E



PTSI VINCI - 2024 III. THEOREMES D’EXISTENCE DE LIMITES

Preuve :
|_Si ¢>1:9Yn>2q" = (14+(¢—1))" = Y (n) (¢—1)% = 14n(qg—1)+ Y (n) (¢—1)* > n(g—1).

k=2

On, lim n(g—1) = 400 can ¢ > L

n—+oo

Done  lim q" =+ d,'a1méb le théoréme (16) d'encadrement.

n—+oo

Si|q|<1:%w%bdeFoszi.em—l<q<laQw@Q>l.

@W@@mmmnmwmbeﬁmm neNdwwcdedomum—i—oo
@W@%n%hmm@%%mwwmuw@(Qn) co«vu@l%edomm()d;

@ehetmﬂbobebbrimue
Si g =1 : Rdativement éuident.

Sig<l: %%@W%mm(2P)peNeL(qp+1prm@WbtW
wement wens +00 e —o00. Lo suite (¢ (4" )ne b done divergente.
1

Exemple [1 (Le arand dassique) : Size]-1;1], lim z™ =0.

n—+oo
1— n+1 1
Dou, lim 1+zx+x?2+..+2" = lim = = .
n—+oo notoo 1 —x 1—=2x

Si (u,,)pen €St une suite géométrique de raison g alors u,, = u,q". Le théoréme précédent permet
donc de trouver sa limite :

e N
Corollaire 1l (Limite dune suite céométrique) :  Soit (u,),cy, une suite géométrique de
raison g et de premier terme .

m Silg| <1, nginooun =0.

+o00 siuy > 0,

n—+00 —o0 si uy < 0.

m Sig>1, lim un:{

mSig=1, nl_i)g_nooun = ug.

m Sig < —1, la suite (u,,),cy 1'a pas de limite.

Le théoréme (16) d’encadrement est souvent utilisé sous la forme suivante :

Corollaire [12 (Produit d'une suite Bornée par une suite de limite nulle) : Soient
(U )men (En)nen deux suites.

Si (u,,)pen est bornée et si lim ¢, =0 alors lim ¢,u, =0.
n—+00 n—+0o00

Preuve : %oib done K un majorant; de lo, suite (|ty,])pen-

@%o/{/nvn@dju,te@/me/rl,t()ékn »l < Kle,, |-
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emmmnEEIOOK‘an|:0, do@m?etﬂmmdm&mmbmo@&%@emﬁbﬂ _I

Exercice Il : On considére une suite (u,,),cy & termes strictement positifs.

u
1
On suppose que —— converge vers /.

n
Montrer que si 0 < ¢ < 1 alors la suite (u,,),,c) converge vers 0.
[2] Montrer que si £ > 1 alors la suite (u,,),cy diverge vers +oc.

Déterminer deux suites de nature différente dans le cas ou £ = 1.

n

a n"
‘ Déterminer la nature des suites (—'> (otta>0) et de (—') .
e/ nen n/ pen

CorrectiOn :

14
.‘ —m/% €=T>0£mbbeu/n,wm%ﬂo ENEJ,CTJ/@
) {+1
Vn = n, U”+1<E+€:i<1.
Uy, 2
f+1
&Wﬂ L<1Vn ng, Uy < Uy,
18 méthode : Vn > ny u </lu Unil o Un
. = gy Un41 X n E’”""l = éln'

@er.@w@,ﬁ’E 0:1] entratne lim £ = 0.

n—+o0o

@’n/ o(ymcﬁu,t anec Q@ corollaire 17 2 hmmhﬂuaml’/ c1/u,e Uy, <£/7”) x 0.
28me méthode : & pontin de @m%aﬂx@ L < lu,, o, on oltient

Vnzny+1, 0<u, <lu, <%, ,<..< enToy,, = (E’”Ouno) x .

@em@m@ﬂu@rﬁécédmnmynﬁ,g E}O;l[@nbwi/rwngrlloog *O&Q@MWWO@@ Uy ) pen
mo@lw&tﬁw&m@d'@nmdhmb

fpobanbz’-:—gz lecym/me Unt1 —>/5,i2%oibbeumha/ma¢no E[Nb@iacr\w

Uy, n—+oo

01

Vo zng+ 1w, > lu, g > 0%, 5> . <0y, = (6’"0un0) x 0.

€m£’>11 lim f’"——&-oo So,bu,d;e nneNde%eUm+OOd/aT)wbeetpneohmwdem?a)wM

n—+o00
3] ﬂﬁmnew*,mmmbun:% vnzlawn:n.@m&bmmﬁmwd@mm

WWWlMWMMWMWMWO&IMWM

wend —+0Q.

To«.vba>()etn€N,o'ma,:

an+1
1)!
(nt ! __a 0< 1.
a n+1 n-too
n!
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Remarque : Soua—OQeanfboLebb@mdmbetma<O «Ezw%,t uwzﬂum@enwmewmmwmmb
a%m('ﬂ:) mmaemomwntmw%de<a) convenge wors (.

(n+ 1)n+1
1)! 1\"
?MHGN,MQWMZ (1—&-7) .
n n
nl
1
1\" nln<l+*>
@m, lim <1+—> = lim e njy.
n—-+oo n n——+oo

| Iy () .
ewvmnljlilmnln<l+ﬁ>—i%T—l.ﬂjmwnD/m@deQWEnbe@eml

1 n
lim <1+7> =e>1
n

@WQ@W- %m( ) dinenge vens, +00.

Les résultats de 1’ exercice (11) sont a retenir :

neN

Corollaire 13 (Comparaison exponenttielle/factorielle) :

VaeR, lim — =0 et lim — =0.

n—+oo n! n—+oo N

Preuve : f 2 = 0, lo nesulbab ent suident.

ﬁx#OWneNW ]ac|"

U, n+1 notoo

%mbbedomwww\%no( )md,&@duﬂueﬂ n+1<—
@W U exercice (11),<yn,o,a2cm> lim w, =0. _I

n—-+0oo

> 0.

I11.2} Théoréme de la limite monotone

Le théoréme de la limite monotone est LE théoreme d’EXISTENCE par excellence.

Ve

Théoréme 18 (Limite monotone) :
Toute suite monotone réelle admet une limite.
Plus précisément,
Toute suite croissante majorée converge (vers sa borne supérieure).

Toute suite croissante non majorée diverge vers -+oo.

L’énoncé est similaire pour les suites décroissantes.

\,

Autrement dit, toute suite monotone est convergente dans R.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE X VIII : Suites réelles et wmp/me&
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Si une suite monotone est bornée elle convergera, sinon elle divergera vers +oo. Ce théoréme
donne toute sa force et leur importance aux suites monotones.

Ce théoreme est un théoreme d’existence, il justifie 'existence d’une limite finie mais ne précise
)
pas cette limite mais seulement que c’est sa borne supérieure.

r‘e_uve
rlwmm(n)nwmawgemmw&mw
su Qe det 'moa;oha/nl'b . Un o déjo
Vnen\l,uninl\fili\fa . pho e i (i O o 4
— Coub infowsale [M — ;M +¢] contient au moins un tevme u, de lo suite. Finom,
M—5<MWMW@?@WWWM@9@@WMM8@
—gozmm&mmube(un)nm%bomm@wboutn>pun>up>M—5.
_i‘mafﬁe[M—s;M+s]mmmm@%md@@amawww
p.ge@%buha@%egﬂueboitge’zéiﬁ>o.
_fam(un)mwa@wml\d.
&mmm%%tmw@mmmm@etm.

2] Soo{bAmmmnfwwhéeQﬂueanﬂw.
—eo'm/me@o/w,ibe(un)neN%ébtrabmaa’ohée,mreubthmw@vwmenﬂ%pt&ofueup>A
—gawbe(un)neNéboxnbmo&m@@boubn}nun)upd'o@un)A.

&»wm&m lim w, = 4o0.

n—+oo

%(un)newwmmmmﬁm@md@wmﬁam(—un)nwwwm

Ce théoreme permet de montrer qu’une suite converge vers une limite ¢ mais ne donne

pas la valeur de cette limite. On peut seulement dire que, si (u,,),cy €st croissante
et majorée par M alors £ < M et si (u,, ),y est décroissante et minorée par m alors

ATTENTION [

La suite a une infinité de majorants ou de minorants suivant les cas mais un seul est
sa limite.

La question et la difficulté sont de la trouver.

Ici encore, on voit une grande différence entre la question de prouver l'existence théorique et la
recherche pratique de la dite limite qui peut demander & mettre en ceuvre une quantité incom-
mensurable de techniques qui feront les joies de vos devoirs de concours.

1
Exemple |& : La suite définie par u,, = / — dz est croissante et majorée par 1 donc convergente.
0

1+«
Mais ces arguments ne prouvent en aucun cas que sa limite est 1.

Le calcul de la limite est d’ailleurs loin d’étre simple.
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La réciproque de ce théoreme est fausse : si une suite diverge vers +oo, elle n’est pas
nécessairement croissante.

11 suffit de considérer la suite définie par u,, = n + (—1)" pour s’en convaincre.

De méme, toute suite croissante majorée, donc convergente, sera un contre-exemple a
ATTENTION une suite croissante qui ne diverge pas nécessairement vers +oo si on enleve la condition

« non majorée ».

Enfin, il n’est pas nécessaire d’étre monotone pour converger comme la suite définie

(=D"

par u,, = ,n>0.

- |23

Exercice [ : Pour tout n € N, on pose u,, = Z _—

k
- 3
Montrer que (u,,),,c €st convergente.
Correction : R towt 1 EN on a gao,pwnw/rut :
{2n+1 \/iJ
Upyprp — Up = T gnel 7

%W(un)nw%tmmﬁ%mmm&,m(%m@wm%m@.
@m,?mmbo«wneh\l,

3 k=0 1—

2 n+1
n k n k 1—(*)
<3 2Py (2) vax 3 <ava
k=0 —
3

Eﬁwwbe(un)new%bdmmaéohé&@wmnbeetw%%bmw.

A retenir | : Toutes les suites ne sont pas monotones. Dans ce cas, on tentera d’utiliser le
théoréme (16) de comparaison et d’encadrement qui reste un outils extrémement puissant,
I'inégalité des accroissements finis ou les questions de ’énoncé...

(Hors-Proaramme)

Théoréme 19 (Bolzano-\Weierstrass (Hors-Proaramme))

De toute suite bornée de réels, on peut extraire une sous-suite convergente.

Ce théoréme est completement HORS-PROGRAMME, interdiction absolue de 1'utiliser en
devoir.

Cependant, il répond magnifiquement & la question de la réciproque & la proposition (9) et
vous évitera peut-étre d’écrire des bétises sans réfléchir.

|— Preuve 5004.1', donc (“n)new wne buile @owmee
?mumeme{%uwmeheﬂ’mumo qmjmb@emebandmvndem@mRm
Un.
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_®ndmwna<<mmm»m’,:Vp>n, unEUP.L.Q.RMWWWm@%,

_®/md,{bctuencu<<@o,@ue@o«mﬂée»bb: Elp}n,up>unb.e.bambbeum%ﬂgbphu1méﬂi&w
@mWGQOHbA:{HEN/VpER,unEUP}b.e.@%mb@mﬂt@edeboub?e@@nﬁgwnmdﬂmtmwy
men.

Dasce, bl -

— R A ek infini e, i eccinte une infinits dindisidus ayant wue sun men, on considne bo.
sous-suile contenank tous les tevmen de (1, )0 M@'WW@A.
Bette soun-suite est, pan compbrusction, décnoissante isque dacun de veo tenmes ent phus grand
Wm&»mmm@@m(un)nm
Wmm_mmwmmw(un)nw ebt@oh/neejemewn/wwje
d/oz[\mge théoreéme (18) d@cofn/u@*uaenoemmwbwne

- ﬁAebb%«/mwwdmnbwmno WWW&WWMdQAue%wP&m
m@mﬂm%@mnl>nowwuno<unl :Q'imdw{dwnon'awwtvmm
mmdlmbemmwmmmvfmmwm
@em@mej n1¢A,domowwrm1LMAmwm@nﬁmn2 b&wunl<un2.®%@@{bd@m@me

W@'mmmwm@mm&xmmmmmﬂmﬂgmm&w

@%MWW@WWW&WW&dWW—WWn@

d‘e(un)new'
R.emarque :G%%%gomd@mmm@em&@m:demmwﬂ@mwm
wne boub-vuile monclone. _I

Ce théoreme est important car il donne I'existence d’une valeur d’adhérence non infinie. On notera
cependant que la démonstration ne donne pas de construction explicite de la sous-suite. On peut
méme ne pas étre capable d’expliciter une telle sous-suite.

Un peu dhistoire : 11 est patent que Bolzano n’a jamais énoncé le théoréme dans lequel son
nom est désormais lié a celui de Weierstrass. C’est a ce dernier que revient ’entiere paternité du
théoréme. Cependant, il utilisa pour le démontrer les idées de Bolzano et la méthode qu’il avait
mise au point pour son propre théoréme trente années plus tot.

Bernhard Bolzano mourut le 18 décembre 1848, da l’dge de 67 ans, des suites d’une tuberculose.
C’est dans une lettre adressée a Georg Cantor en 1870 que Hermann Schwarz proposa, en
reconnaissance du génie de Bolzano, de réunir son nom d celui de Weierstrass pour désigner le
théoreme.
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