XVIII

Suites de référence

Dans tout ce document, K désignera le corps des scalaires R et C.

Q SUITE ARITHMETIQUE

( )

Définition | - Une suite (u,,),cy est dite arithmétique lorsqu’il existe un scalaire r tel que :

VneN, u, ; =u, +r.

Le nombre réel r est appelé la raison de la suite (u,,),cp-
\,

Exemples | :
» La suite des entiers naturels : ug =0, u; =1, .., u, =n, ..
» La suite des multiples de 3 : ug =0, u; =3, .., u,, =3n, ..

|— Preuve %W@WQ@WMWWW\L Po)bheoumwrwe, ’mm‘.blm‘mb@e dernien nén AEJ:QJ:_
@%mTTobemEN@woédimmnbwaaW?n: um+...+un:(n_m+1)xum‘2f‘un

MWWWNGNWWWm
ﬂ)o«mn:mm@&e/w()(—)(—Fl)XM:lX—XXun—lzumdmemebt«m@%é&

2
?umwbmbwu@mbfememﬂe)uk>mte£c1uefpk boibué)wgi.éeb.e.
Uy, + Up

Upy + oo+ up=(k—m+1) x

J\ﬂmm%eym%t@m%éemodx@%&ﬂmm&

U, +U
Upy + oAUy Fupyy = (k4+1—m 1) x AL

2
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O, Upy + oo Fup + Uy =(k—m+1) X umTW—i—ukH
(k—m+ 1)ty + up) + 24
- 2
(k=m+1) (u, +up) + Uy +ty + (K+1=m)r
- 2
(B—m+1) (u, + up+7)+upq +up,
- 2
(b —=m+1) (U + Upsr ) + Ugpr + Uy,
- 2
(k—m+2) (U, + tpy1)

2

impi?anm?kﬂe&muwg@et@@we&wm.
&W@m?@bmma&mmwma%mm.%%thmm

nel]\l,r,@qa%nwnd,ﬂwm.
—

( )

Mé-thode | (Montrer auune suite est arithmétiaue) :

%W%bon&lﬂ/n@ﬂwmd:w&mntu‘dneh\l, unH—un:rdozno,I\ounfnwnbw)z,:

-ﬂ@'mm(un)nerm&W@@manWnW
un+1—uni/n/d.é,rm/dommbden.

lﬂwlwn/ebu,ibe(un)nen\, nebb@%%mbwumdmmmﬁ@bm&nb@faw

Umt1 = U F Upyp = Up-

Définition 2. Une suite (u,,),cy est dite géométrique lorsqu’il existe un scalaire ¢ tel que :

vneN, u, ; =u, xq.

Le nombre réel g est appelé la raison de la suite (u,,),cp-

\,

Uy, (n—m+1)sig=1.

— =y Uy g = Uy X = — | u, =u,, xqg" ™ 1 —gnmtl
u,, n+1 n q |4 u,, n m q u,, X 1q si q # 1
—q
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|— Preuve : @emvm@m%@w@wdemmq@emmwm%m%
phee focile

Olnl rm | n+1-m

1—g¢q

P,y + . +u, =u, X
l—q

n

Wq#l,@aqulél}ombm»m@.

1 — P+t
g)mnzm,o%o/:umx ql—q :um§=umfﬁ@mmw:t Dinse,
‘ ?W%£mb@mmk>mboﬁ%?kw®w%% "’.@m@oﬂo’lb:

1— qk+1—m
Upy F e F U+ Up g = Uy X 17_(1+uk+1
1— k+1—m
= Uy, X %q + Uk.Jrl + qk‘+17m Uy,
_ 1— qk:—i-l—m + (1 _ q)qk+1—m
= U, X
l—gq
o 1— qk+1—m 4 qk+1—m _qk+1—m+1
1— k+2—m

Lo nelation P, ebtdmomAemQ'QAfotQm‘ ?k.&ww% sdibaine.
mewmaW@%W?meWMn>m

—

~

p
Méthode 2 (Montrer auune suite est cgdométriaue) :

ﬂlmm%t%émwewetmwmvneNun#oaug—::qmw
monbhen :

l%umm nneN%bWﬂuedeWM@ommmbwwu 'ruebbd/a/rnmb,m,uﬂet

lﬂwwn,em( nneN%e&b[\m%@oﬁnﬁIﬂAﬂmewu bomnuﬁero«mwn,oejmw

nwwbwuwdwwwb@mmetnbefawumH# —,

Uy, Up,

) 3n+1
Exercice | : Soit (u,,),cy définie Vn € N par u,, = S

Montrer que (u,,),,c €st géométrique et préciser le premier terme et la raison.

n+2
Calculer, Vn € N, Z Uy,
k=1
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@ SUITE ARITMETICO-GEOMETRIQUE

Détinition 3 (Suite arithmético-aéométriaue) : Pour tout couple de scalaires (a;b)
avec a # 1, on appelle suite arithmético-géométrique toute suite (u,, ), ) définie par la relation
de récurrence :

Uy = 0U, + b.

Remaraue :Sia =1, on retrouve une suite arithmétique et si b = 0, une suite géométrique.

Théoréme | : Soit (u,),ey une suite arithmético-géométrique définie par w,, ., = au, + b
avec a # 1.
b

1—a’

Alors VneN, wu,=a"(uy—c)+c avec c=

Le réel ¢, solution de I’équation & = ax + b est appelé point fize de la suite.

Preuve :
|_ QWWWWQIW$:ax+bMQIWW%L
b

Cc = .
—a

1
R.emaraue :Ceaboﬁwfé«rombmm@»ou«w%me»de&»gm‘nmfm
d(un)neN:II—>a$+b.©nwm[yuatahdc1AwC%t®mandidobd?a&mufede

(un)nED\I'

‘ @wimhod@cﬁo}m@o,maum&am(vn)nw dae%m[w)v

Un

@J?@(Un)ngN %Lza@omebuﬂuedema

un+1 = au, + b
c = ac+b
U ¢ = a(u, —0)

mo@ww,{wmboumm%ﬂzavn.&m(vn)new eth donc bien une suits
W@mad&@wmvozuo—a
®) On en déduit -

VneN, wv,=a"v,=a"(u,—c).

@nwwwm%md,@@mutemmfe: VneN, u,=uv,+c

. b
Condusion : Vn e N, wu, =a"(ug—c)+c¢ avec c= Tt
—a

f{e_maraue:&Mmmww@@m&%m@wvn:un—cmmm
o 1
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4 )\
Méthode 3 (Plan d'étude d'une suite arithmético-céométrique) :

%omwm@:

%M&MW%&MOM&M@@WGQB+52$.

Q&A%Ww&,m(vn)nem,dé%mmram‘v’néﬂ\l, v, = U, —C etb une suile
%Qmw.

Exercice 2 : On consideére la suite
unJrl = 2un + 1

Déterminer le réel a pour que la suite (v,,),,cy définie par v,, = u,, + a pour tout entier
naturel n soit géométrique.
Exprimer alors v,, puis u,, en fonction de n € N.

Calculer les sommes vy + vy + ... + vy PUiS vy + u; + ... + uyq.

Q SUITE HOMOGRAPHIQUE

( N\
Définition 4 (Suite homoaraphiaue) @ On appelle suite homographique toute suite définie
par la relation de récurrence :

:aun—+b avec ad — bc # 0.

U
e, +d

n

Remarque : Si ad — bc = 0, alors, de méme que la fonction homographique (u,,),,c €st une
suite constante.

On commence ici aussi par chercher les points fizes de la fonction associée i.e. les solutions de
I’équation :
axr +b 9
T = = cx*—(a—d)xr—b=0. Hom
cx +d ( ) ( )
s )
Proposition 2 :

Si (Hom) admet deux racines distinctes a et § alors la suite (v,,),cy définie par

In @ est gbométrique de raison e
v, = = .
"oy, —p . d 1= ca+d
1
Si (Hom) admet une racine double v alors la suite (v,,),,¢ définie par v, = est
Uy —
RN . 2c !
arithmétique de raison r = .
a+d
\
ar +b
cx+d

Preuve : Rsons h(z) =
|_ 1 SOWW (Hom) admelte dewoe nacines distindes o b f.
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- J\flmbwmmotaﬂmwh(x)_a T = cﬁ+d@n,uh,&w&c1ueh(a):

h(z) ﬁ_qx—ﬁ ca+d
et h(B) = B.
ar+b aa+b (ax+b)(ca+d)—(aa+b)(cx+d)
ha)—a _ h@)—h(0) _ wrd catd _ (ca+ d)(ca+d)
h(z)—fB h(z)—h() axr+b aB+b  (ax+0b)(cB+d)— (aff+b)(cx+d)
cr+d cB+d (cx +d)(cf+d)
arca + adzr + bea + bd — axca — ado — bex — bd
B (cx+d)(ca+d)
 axcB + ladz + BB + bd — axcB — lad 3 — BEx — bd
(cx+d)(cf+d)
ad (x —a) — be (x — ) (x — a) (ad — bc)
B (cx +d)(ca+d) _ (cx+d)(ca+d)
@c—f) BW@—p (@ p)ad—bo)
(cx +d)(cB+d) (cx +d)(cB+d)

(r — a) (ad — be) (cx+d)(cf+d)
X

(cx+d)(ca+d) (x—p)(ad—bc)

_x—ozxcﬁ+d_ L T

x—p ca+d_q x—f

—gabmbe nnewde%unwrm n:u _au@»@«eapmb%wﬂmmdemz

Upy1 — O h(un) -« Uy — &
v = = =qgX —— =qu,,.
o Upt+1 — 6 h(“’n) - /8 Uy — 6 "
To suite v, etk dono géométni de nainomn q & de ien tervme v :uo—a.

1 1 2c
- ‘abond, = =
@/m/mmd’)‘ue,toubd crueh<m x_ﬁy—i—?“ovueo?“ T d
1 1 1 B (cx+d)(cy+d)

h(z)—~  h(z)—h(y) ax+b ay+b  (az+b)(cy+d)— (cx+d)(ay+D)
cx+d cy+d

B (cx+d)(cy+d)
axcy + ladx + bey + bd — axcy — lbex — lady — bd
(cx +d)(cy+d) (x4 d)(cy+d)

ad (x —y) —be (r—~v) (ad —bc) (z—1y)
cy+d cle—m) +c+d

 ad — bc T —"
_ (ey+4a)? y 1 +c(cv~|—al)
~ ad —bc T —" ad — bc

ﬁwmolﬂmww:vw&,mwiﬁ&deew (Hom) Le. , en
bewﬁwpambmwwderwmmV:a;cd.C)no@Ugntaﬁww:

a+d
5

cy+d= (XVIIL1)
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Comme le discriminant de (Hom) est null, on obbient aussi (d — a)? + 4be = 0 dont on

d—a)?  dad+ (d—a)? (d+a)?
ad— b6 = ad + - 4“) == +<4 %) :<+4a) . (XVIIL2)
En combinant (XVIIL1) et (XVIIL2), on oltient afors :
<a+d>2 a+d
(cy+d? \ 2 _1 g Hetd T 2 (XVIIL3)
ad — be (a+d)? ad — be (a+d)2 a+d
— latad)”
4

Free (XVIIL3), on olbient alons

1 1 2¢
hMa)—~v x—v atd

T

—&W(vn)newdé%mwrmvn: ! U@A%@Ofohb?@defoﬂmvd@hew)vwrm

Uy — 7

1 1 1 n 2c n
) = = = = T.
s Up+1 — 7 h(u,)—~ u,—7v a+d "

2
&wibev el done i &l haibomn T = ¢ b de i Lervme vy =
" +d e 0
a

ug — 7y

Exercice 3 : On considere la suite (u,, ), définie par uy =0 et u,; = f(u, ) pour tout entier
n € N avec :

x flz) =

[1] Montrer que f(]—1;4o00[) C]—1;+00].

Justifier que la suite (u,,),,cy est bien définie.

‘ Montrer que 'application f admet —1 comme unique point fixe.
En déduire une expression explicite de u,, pour tout n € \.

5| Montrer que que la suite (u est convergente et préciser sa limite.
n/neN g
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