
Test n𝑜20

Dérivabilité

1 Énoncer la formule de Leibnitz avec ses hypothèses.

Soient 𝑛 ∈ ℕ ∪ {+∞} et I, J des réunions d'intervalles non triviaux de ℝ. ∀ 𝑓, 𝑔 ∈ C 𝑛 (I ; 𝕂),

𝑓 × 𝑔 ∈ C 𝑛 (I ; 𝕂) et ∀ 𝑛 ∈ ℕ, (𝑓𝑔)(𝑛) =
𝑛

∑
𝑘=0

(
𝑛
𝑘

) 𝑓 (𝑘) × 𝑔(𝑛−𝑘).

(Formule de Leibniz)

2 Énoncer le théorème de Rolle.

Théorème 9 (Théorème de Rolle ⌊1⌋) : Soit 𝑓 ∶ [𝑎 ; 𝑏] ⟼ ℝ est continue sur [𝑎 ; 𝑏], déri-
vable sur ]𝑎 ; 𝑏[. (𝑎 < 𝑏)

Si 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏), alors il existe 𝑐 ∈ ]𝑎 ; 𝑏[ tel que 𝑓 ′(𝑐) = 0.

3 Énoncer le théorème des accroissements finis.

Théorème 10 (Égalité des accroissements finis) : Soit 𝑓 ∶ [𝑎 ; 𝑏] ⟼ ℝ continue sur
[𝑎 ; 𝑏] et dérivable sur ]𝑎 ; 𝑏[. (𝑎 < 𝑏)
Alors, il existe 𝑐 ∈ ]𝑎 ; 𝑏[ tel que :

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) = (𝑏 − 𝑎)𝑓 ′(𝑐) ⟺ 𝑓 ′(𝑐) = 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)
𝑏 − 𝑎

.

4 Énoncer l’inégalité des accroissements finis.

Théorème 11 (Inégalité des accroissements finis) : Soit 𝑓 ∶ [𝑎 ; 𝑏] ⟼ ℝ continue sur
[𝑎 ; 𝑏] et dérivable sur ]𝑎 ; 𝑏[.
S’il existe deux réels 𝑚 et M tels que ∀ 𝑥 ∈ ]𝑎 ; 𝑏[, 𝑚 ⩽ 𝑓 ′(𝑥) ⩽ M alors

𝑚(𝑏 − 𝑎) ⩽ 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) ⩽ M(𝑏 − 𝑎).

5 Énoncer le théorème de prolongement C 1.

Corollaire 15.1 (Prolongement de classe C 1) : Soient I un intervalle de ℝ, 𝑓 ∶ I ⟼ ℝ
continue sur I et de classe C 1 sur I ∖ {𝑎}.

Si lim
𝑥→𝑎

𝑓 ′(𝑥) = ℓ ∈ ℝ alors 𝑓 est de classe C 1 sur I et 𝑓 ′(𝑎) = ℓ.
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6 Montrer que 𝑓 ∶ ℝ ℝ

𝑥 { e− 1
𝑥8 si 𝑥 ≠ 0

0 si 𝑥 = 0

est C 1 sur ℝ et préciser 𝑓 ′(0).

— 𝑓 est clairement définie sur ℝ.

— Comme 𝑥 ⟼ − 1
𝑥8 est de classe C 1 sur ℝ∗ à valeurs dans ℝ, d'après les théorèmes

généraux sur les compositions de fonctions de classe C 1 , 𝑓 est de classe C 1 sur ℝ∗ et
on a :

∀ 𝑥 ∈ ℝ∗, 𝑓 ′(𝑥) = 8
𝑥9 e− 1

𝑥8

— Comme lim
𝑥→0

− 1
𝑥8 = −∞ et lim

𝑢→−∞
e𝑢 = 0, d'après les théorèmes sur les limites de composées,

on a aussi lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 0 = 𝑓(0). La fonction 𝑓 est donc continue sur ℝ.

— D'après les théorèmes de croissance comparées, lim
𝑥→0

𝑓 ′(𝑥) = lim
𝑥→0

8
𝑥9 e− 1

𝑥8 = 0 < ∞.

La fonction 𝑓 est donc continue sur ℝ, de classe C 1 sur ℝ∗ et telle que lim
𝑥→0

𝑓 ′(𝑥) est finie.
D'après le corollaire (15.1) , elle est donc de classe C 1 sur ℝ et on a 𝑓 ′(0) = 0.

7 Montrer que la fonction 𝑓 ∶ [3𝜋
4

; 5𝜋
4

] ℝ

𝑥 tan(𝑥)

est 𝑘-lipschitzienne avec 𝑘 ∈ ℝ à

préciser.

Par 𝜋-périodicité, la question est identique sur l'intervalle [−𝜋
4

; 𝜋
4

] sur lequel la La fonction
tan est croissante, dérivable et impaire.

Sa dérivée 𝑓 ′ définie par 𝑓 ′(𝑥) = 1 + tan2(𝑥) est donc majorée par 𝑓 ′ (𝜋
4

) = 2 :

sup
𝑥∈[ 3𝜋

4 ; 5𝜋
4 ]

|𝑓 ′(𝑥)| = 2.

On conclut avec l'inégalité des accroissements finis : Pour tout 𝑥 ≠ 𝑦 ∈ [−𝜋
4

; 𝜋
4

] (on peut suppo-
ser 𝑥 < 𝑦), 𝑓 est continue sur [𝑥 ; 𝑦], dérivable sur ]𝑥 ; 𝑦[ et telle que sup

𝑥∈[𝑥;𝑦]
|𝑓 ′(𝑥)| ⩽ sup

𝑥∈[ 3𝜋
4 ; 5𝜋

4 ]
|𝑓 ′(𝑥)| = 2.

D'où, |tan(𝑦) − tan(𝑥)| ⩽ 2 |𝑦 − 𝑥| .

L'inégalité étant également vraie pour 𝑥 = 𝑦, la fonction 𝑓 est 2-lipschitzienne sur [3𝜋
4

; 5𝜋
4

].

8 Déterminer si la matrice A =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

est inversible et donner son inverse le cas

échéant.
Correction :

A−1 = 1
3

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

−2 1 1 1
1 −2 1 1
1 1 −2 1
1 1 1 −2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.
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