
Devoir en temps libre n𝑜12 Pour le 23/08

Étude de fonctions

On considère la fonction 𝑓 définie par :

𝑓 ∶ ℝ ℝ
𝑥

√
𝑥 e− 𝑥

2 .

1 Déterminer D, le domaine de définition de 𝑓.

2 a Trouver un intervalle D′, le plus grand possible, sur lequel 𝑓 est dérivable puis calcu-
ler 𝑓 ′.

b La fonction 𝑓 est-elle de classe C 1 sur ℝ+ ? Justifier bien sûr.

3 a Montrer que ∀ 𝑥 ∈ D′, 𝑓 ′(𝑥) = 1 − 𝑥
2𝑥

𝑓(𝑥).

b Dresser le tableau de variations complet de 𝑓 sur D.

4 Établir que 𝑓 réalise une bijection de [0 ; 1] sur un segment [𝑎 ; 𝑏] à préciser.

On notera 𝑔 la bijection réciproque.

5 Justifier que 𝑔 est dérivable sur ]𝑎 ; 𝑏[ puis montrer que ∀ 𝑥 ∈ ]𝑎 ; 𝑏[ , 𝑔′(𝑥) = 2𝑔(𝑥)
𝑥(1 − 𝑔(𝑥))

.

6 On pose 𝛼 = √ ln 2
2

. Trouver la valeur de 𝑔(𝛼) puis en déduire celle de 𝑔′(𝛼).

On considère dorénavant la fonction 𝜑 définie par :

𝜑 ∶ [1 ; +∞[ ℝ

𝑥 𝑔(𝑓(𝑥)).

7 Justifier que 𝜑 est bien définie.
8 Montrer (intelligemment) que 𝜑 est strictement monotone sur [1 ; +∞[ (on précisera la

monotonie en question).
9 Justifier que 𝜑 est dérivable sur ]1 ; +∞[ puis montrer que :

∀ 𝑥 ∈ ]1 ; +∞[ , 𝜑′(𝑥) = (1 − 𝑥)𝜑(𝑥)
𝑥(1 − 𝜑(𝑥))

.

10 Retrouver alors la stricte monotonie de 𝜑 établie précédemment.
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