]_ Semaines 14 et 15

Systémes, Continuité et Dérivagilité |

Question de cours : Image d’un intervalle par une fonction continue.

Exercice | : Discuter suivant la valeur du parameétre m € R le systéme :
3xr+y—z = 1
rT—2y+2z = m
r+y—z = 1

Exercice 2 : Soit f: R — R une application continue telle que lim f(z) = lim f(z) = +oo.
xr——00

T—+00

Montrer que f admet sur R une borne inférieure, et que celle-ci est atteinte.

Exercice 3 : Dériver, sans se soucier du domaine de dérivabilité.

1} z +— (z3+z—2)* x — tand x
|

Lycée Jules Garnier ﬂ PTSI



2 Semaines 14 et 15

Systémes, Continuité et Dérivagilité

Question de cours : Théoréme des accroissements finis.

Exercice | : Résoudre le systéme suivant :

r+my = -3
max + 4y

|
o

Quelle interprétation géométrique du résultat faites-vous?

Exercice 2 : Sur quel sous ensemble D de R, la fonction de la variable réelle f donnée par

_ 1—2z"

fz) =

1—2x

est-elle définie 7 Calculer les limites de f aux bornes de D.

Exercice 3 : Dériver, sans se soucier du domaine de dérivabilité.

v (1+2)V1+z [2] x|—>1n(x+ 1+m2)
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3 Semaines 14 et 15

Systémes, Continuité et Dérivagilité

Question de cours : Tout extremum intérieur est un point critique et théoréme de Rolle.

Exercice | : Résoudre le systéme suivant :

{x + y — z =0
r — vy = 0
r + 4y + z = 0
Correction : %me&%ﬁ@w%t%www(d%ﬁ—a—m@%we%mm
b@wnd/mgmﬁhewnt'nufb)aﬁo)w(o,o,())%tmw&ﬂm@%&@m.%wuliﬂ%%@dlm.
%WMW@WMM%W%Q@W@W @amum,t@eboTwnub\ma

Wmm&u&?mLzeLz Ly ef Ly Ly—1L, :

r + y — z =0 z + y — z =0
r o — oy = 0 = - 2y + z =0
xr + 4y + z = 0 3y + 2z = 0

@n@o&Wuﬁ@w&L3%2L3+3L2rmﬁo&@m:
r + y — z =0
- 2y + z =0
7z = 0

&LW@Q@W&T@%MZ:QM%an@/nbyzo,rumxzo.eomm
Q'Wm&wmvdewww(o,o,ﬂ),

Exercice 2 : Soient I un intervalle de R et f : I — R continue, telle que pour chaque z € I,
f@)? =1.

Montrer que f=1ou f = —1.

Correction : Bomme f(l‘)z =1 dfors flz)==+1

ml%mmwmwﬁ@@wﬁme&m%&a1w—1.

mef%twmm@é%%aﬂ.

Saiﬁmbbey#xbpﬂwf(y):—loﬂmbf%bromhme%z,mé%oﬂme%yetmﬂnweml.

Lycée Jules Garnier il PTSI



3 Semaines 14 et 15

@omg@@elﬂeo}medmwﬂwhbmbymwﬂum«mebez@nwaetybegwf(z)zo,oew
contredit f(2)? = 1.
@m@febbwnbtambeéﬂuﬁed-i—l.

Exercice 3 : Dériver, sans se soucier du domaine de dérivabilité.

r—1 Exl—)wﬁ*
z+1

p—

Lycée Jules Garnier il PTSI



4: Semaines 14 et 15

Systémes, Continuité et Dérivagilité

Question de cours : Egalité des accroissements finis.

Exercice | : Résoudre le systéme suivant :
r + y + 2z = 5
r — y — 2z =1
z + z = 3

Correction : OWOWWQBW(:I@WLQ(_L2_L1 f Ly« L;—L; :

= 5 r + y + 22 = 5
= 1 <= — 2y — 3z = —4

= 3 y — z —2

?ngeszLQWo@wm%mdmmWmem%dﬂmm@m&amz

2

N

+ Yy
- Y

8 8 8

+
+

N W

r + y + 2z = 5 r = 3
- 2y - 3z = 4 = y = 2
z = 0 z = 0
@%%'mys&ermdew»%m%eo‘%bwmho@dhmdmww
Exercice 2 :  Soient f,g : [0,1] — R deux applications continues telles que
(f(0) = g(0))(f(1) —g(1)) <O.
Montrer qu'’il existe z, € [0,1], f(zy) = g(z).
Exercice 3 : Dériver, sans se soucier du domaine de dérivabilité.
1| z+— 22z ] 1
E T Sin (m)

Lycée Jules Garnier il PTSI



5 Semaines 14 et 15

Systémes, Continuité et Dérivagilité

Question de cours : Formule de Leibnitz.

Exercice | : Résoudre le systéme suivant :

3r — y 4+ 2z = a
-z + 2y — 3z =
r + 2y + z =

o o

Correction : Ongaw&uo?@mw%e?,LﬁLl et Ly < 3Ly — L, meo@wm

3r — y + 2z = a 3r — y + 2z = a
—r + 2y — 3z = b <= 5y — 7z = 3b+a

r + 2y + 2z = ¢ Ty + z = 3c—a

?WMKQALL3<—5L377LQJCQCTMLM%W@TAM(&~M:
3r — y + 2z = a
59 — 7z = 3b+a
54z = 53c—a)—T7(3b+a)

&W@@%KA@%%W: z:i(—12a—21b+15c)wmwm@£@m

1
1
y = 1—8(—2a+b+7c)
1
e —_ —4 —
z 18( a—"Tb+ 5¢)

Exercice 2 : Soit f : [a,b] — R une application continue, non constante, telle que f(a) = f(b).
On note m = inf f(z)et M= sup f(x).

z€[a,b] z€[a,b|

Montrer que tout o €]m, M| admet au moins deux antécédents par f dans [a, b].

Lycée Jules Garnier il PTSI



5 Semaines 14 et 15

Exercice 3 : Dériver, sans se soucier du domaine de dérivabilité.

@ (%) By

Lycée Jules Garnier ll PTSI



6 Semaines 14 et 15

Systémes, Continuité et Dérivagilité

Question de cours : Structure d’espace vectoriel de ’ensemble des solutions d’un systéme linéaire
homogéne.

Exercice | : Trouver les solutions de

3xr+22=0
3y+2+3t=0
rT+y+z24+t=0
20 —y+2—1t=0

Correction : @%WWPMWQA%MQEW@
lmmmuumaﬁ%m@my,t,x,zwwg@dm&wd%w

y + t + = + =z =0
3y + 3t + z =

-y — t 4+ 22 + =z =
3z + 2z =

@ewdegmmWQ@,@onLQeLrngetLgeLﬁLlWo@t@m;

y + t + =z
— 3z

3x

3x

%3%@%%@%@%%%%%@%%@%%2%&%&4

{y+t+x+z=0
0

o O O

On,

z fr—
2z =
2z =
2z =

++ 1+
O O OO

uncomrnuuel
3r 4+ 2z =

J\mexetywmmwmmmz=—%x&t:—m—y—z=%x—y.ffwbo&m‘om

3 1
{(x,y,z=—2.r,t= §J‘—y> | 2,y € [R}

Lycée Jules Garnier il PTSI



6 Semaines 14 et 15

Exercice 2 : Soit f une fonction continue sur R et périodique de période T.

Montrer que f est bornée et que f atteint ses bornes.

Exercice 3 : Dériver, sans se soucier du domaine de dérivabilité.

(.’E+1)3 x®

Lycée Jules Garnier il PTSI



7 Semaines 14 et 15

Systémes, Continuité et Dérivagilité

Question de cours : Image d’un intervalle par une fonction continue.
g D

Exercice | : Discuter s'il y a lieu, et résoudre le systéme d’inconnues (z,y,2) olt a,b sont des
parametres réels.

3r+y—z=-—1
Sr+2y—2z=a
de+y—z=0

Exercice 2 :

1} Montrer que pour tout a € R™, et pour tout couple de nombres réels (z,y) appartenant a
1} que p
| — 00, —a] ou & [a,+o0[, on a :

1
En déduire que la fonction = + — est continue en tout point de R*.
x

Exercice 3 : Dériver, sans se soucier du domaine de dérivabilité.

N |z:z:|—>(1—|—:134)1’29C

Lycée Jules Garnier 10 I PTSI



8 Semaines 14 et 15

Systémes, Continuité et Dérivagilité

Question de cours : Théoréme des accroissements finis.

Exercice | : Discuter s’l y a lieu, et résoudre le systéme d’inconnues (x,y) ol a,b sont des
parametres réels.

r+y=1

ar +by =0

a’z +biy=1

adz + b3y =0

Exercice 2 :

Pour tout n entier naturel et tout couple de réels (x,y), établir la formule :

" — yn — (Ll? _ y) Z xkynflfk_
Déduire de la question précédente que pour tout entier n tout réel strictement positif a et
tout couple de réels (z,y) tel que |z] < a et |y| < a,
2" — " < na" o —yl.

3| Déduire de ce qui précede que pour tout x; € R, et pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que :
0

|t — x| <o = 2" —zf] <e

Conclure quant a la continuité de x — z™ en z; € R.

Exercice 3 : Dériver, sans se soucier du domaine de dérivabilité.

:z:|—> Exl—ﬂn\/l—k:ﬁ

(ew + e—ac)Q

Lycée Jules Garnier 11 I PTSI



9 Semaines 14 et 15

Systémes, Continuité et Dérivagilité

Question de cours : Tout extremum intérieur est un point critique et théoréme de Rolle.

z+y+z+t=1
Exercice | : Résoudre {2z +2y+2—2t=0
3r+2z—t=4

T

Exercice 2 : Soit f:xr— ——.
2x + |z
Déterminer le domaine de définition de f.

f est-elle prolongeable par continuité en 07
Correction : D, =R"

x 1 1

V N f = — 1 —_ —.

m V>0, f(x) Gy 3,dmmmirg1_f(x) 3
n Vo <0, f(z) = 2;73: =1, done lim f(a) = 1.

Exercice 3 : Dériver, sans se soucier du domaine de dérivabilité.

s (Inz)* |z| x 2

T

Lycée Jules Garnier 12 I PTSI



]_ O Semaines 14 et 15

Systémes, Continuité et Dérivagilité

Question de cours : Egalité des accroissements finis.

Exercice | : Un cycliste va d'une ville A & une ville B. Le parcours compte z kilomeétres de
montée, y kilometres de plat et z kilometres de descente. Il roule & 15 km/h en montée, 20km/h
sur le plat et 30km/h en descente. Il met deux heures & effectuer le trajet aller et trois heures pour
le retour.

Mettre le probleme en équations.

Un autre cycliste qui roule respectivement & 20, et 30 et 40 km /h sur chaque type de route, ef-

fectue laller-retour en un temps total de trois heures quarante minutes. Déduire une équation
supplémentaire.

B eterminer les valeurs de z, y et z.
Dét i 1 1 d Y

Sachant que les montées et descentes ont toutes une méme pente de 5%, déterminer la
différence d’altitude des deux villes, ainsi que celle qui est située le plus haut.
4o + 3y + 22 = 120
Correction : {2z +3y+4z =180 Done [w=5y=10e =35
9z + 8y + 9z = 440

A enb nibuse 1500 m aw-dessun de B.

Exercice 2 :
Soit f:[0,1] — [0, 1] continue.

Montrer qu'’il existe « € [0, 1] tel que f(x) = x.
Soient f,g:[0,1] — [0, 1] continues telles que fog=go f.

Montrer qu’il existe z € [0,1] tel que f(xz) = g(z) (on pourra s’intéresser aux points fixes

de f).
Correction :

f(x)—zﬁm%@d@mﬁmmoal.
%ae&b@epﬂwww%medefaﬂom@g(a)>aetg(a)ebtoumrmm%md@ﬁoﬁwnd@.

Lycée Jules Garnier 13 | PTSI



]_ O Semaines 14 et 15

Exercice 3 : Dériver, sans se soucier du domaine de dérivabilité.

|z| T +— "

8=

T—

e
2 —1

x|—>

Lycée Jules Garnier 14 I PTSI



]_ ]_ Semaines 14 et 15

Systémes, Continuité et Dérivagilité

Quuestion de cours : Formule de Leibnitz.

Exercice | : Déterminer selon les valeurs du parameétre m € R le rang du systéme suivant :

2—m)x+2y+22=0
2+ (5 —m)y+42=0
20 +4y+ (5—m)z=0

Correction :

lmZI:w/n%/] lgLZIO:*w/m% lﬁovno'n/,ha/ma,:%

Exercice 2 : Soit f : [a,b] — R une fonction continue telle que f(a) = f(b).
b—a
2

Application : une personne parcourt 4 km en 1 heure.

b
Mountrer que la fonction g(t) = f (t + ot ]

) — f(t) sannule en au moins un point de {a;

Montrer qu’il existe un intervalle de 30 mn pendant lequel elle parcourt exactement 2 km.
Correction :

= 1) £ () =10~ (52)

Bomme fla) = f(b) MWO@@WCTM@ g(a) :—g<a;b).

@mw@mgmmoetg(“;b)>0w@«mg<a)>oetg(a+b)

2

N

0.

@'W&WMW&W&W@g@'M%CWWCMa&QTH.

J\Fotombt&w(mm)etd(t)%mw(%M)mQ%mmoat.

J\memmw%e@o,gomthd(t)%bmﬂmm.
Soit f(t) = d(t) — 4t. Mors f(0) =0 etwﬂwm f(1)=o0.

Jﬂ{’ﬁ‘%“ma@@ﬂ enbion I'\/yé(;éd,qﬂwed/ueoa:ojb:l:

D eiste ¢ € [0, %} bel que g(c) = 0, cesb-a-dine f(c+ %) = f(c).
Do d(c+%)—d(c) :4(c+%)—4c:2.

Lycée Jules Garnier 15 I PTSI



]_ ]_ Semaines 14 et 15

1

@WMC&C+2J<M1/2Q@J@)Q@WWW2QNM

Exercice 3 : Dériver, sans se soucier du domaine de dérivabilité.

5 )
Wor—_ Exi—> ¢+ 6x—1
Vatt+a+1

Lycée Jules Garnier 16 I PTSI



]_ 2 Semaines 14 et 15

Systémes, Continuité et Dérivagilité

Question de cours : Structure d’espace vectoriel de I'ensemble des solutions d’un systéme linéaire

homogéne.

Exercice | : Résoudre et discuter le systéme suivant selon le parametre a :
r+y—22=2
r—y+2=0

dr —2y+az=a

Correction :
s fa= 1,8=10

= =)

Exercice 2 : Soit a,b deux réels tels que a < b.
On considére une fonction f : [a,b] — R continue sur [a, b].

Montrer que si f([a,b]) est fini, alors f est constante.

Exercice 3 : Dériver, sans se soucier du domaine de dérivabilité.

T (2 +r—2)* T tan®z

Lycée Jules Garnier 17 I PTSI



]_ 3 Semaines 14 et 15

Systémes, Continuité et Dérivagilité

Question de cours : Image d’un intervalle par une fonction continue.

Exercice | : Résoudre et discuter le systéme suivant d’inconnue (z,y, 2) et de parametre a
ar+y+z=1
r+ay+z=1
r+ytaz=1
Correction :
s fa= 2, 8=10

s f a=18={1-y—21y,2),y,2 € R)}

1 1 1
" Fonon, 5_{(a+2’a+2’a+2>}

Exercice 2 :
Rappeler que pour tout nombre réels € > 0 il existe un entier n tel que :
1 < t ! <
-_— € e — €.
(2n+ 1)m

2nmw

Montrer que pour tout nombre réel [, et pour tout € > 0, il existe x €] — ¢, €[ tel que :
n(z) 1>
sin [ — | — —.

T 2

1
(—) n’a pas de limite lorsque x tend vers 0.

En déduire que la fonction x + sin

1
Montrer que la fonction définie par f(x) = xsin (—) pour z # 0 et f(0) = 0 est continue
— x

sur R.

Exercice 3 : Dériver, sans se soucier du domaine de dérivabilité.

E xr :r—{—\/x—{—\/E

X
1 — —
i 1+ vz

PTSI

Lycée Jules Garnier



]_4: Semaines 14 et 15

Systémes, Continuité et Dérivagilité

Question de cours : Théoréme des accroissements finis.

Exercice | : Résoudre et discuter le systéme suivant d’inconnue (z,y, 2) et de parametre a :

T—y+2z2+t=0
—2x+3y+z—4t=1
—3r+5y+4z—Tt=a
—x+2y+3z—3t=0>

Correction :
n R (a,b) £ (2,1), 8
n £ (a,b)=(2,1), 8

0.
{(1—=32z+3t,1—5z+2t,21t),ztcR)}

Exercice 2 : Soit I un intervalle ouvert de R, f et g deux fonctions définies sur I.
Soit a € 1. Montrer que :

(hm fla) = f(a)) = (hm ()] = If(a)l)-

Tr—a Tr—a

On suppose que f et g sont continues sur I.

1
Montrer que la fonction sup(f, g) définie sup(f,g) = §(f + g+ |f—g|) par est continue sur

I
Correction :

@%@Pou/btoub r,y €ER |z —y| > Hx|—|y|’ (oebt&wdmmw@ohnwpahmde@w/@?a&b@
Done poun tout z € L[| f(2)| — | f(a)l| < |f(2) = f(a)]
flwmmmmagohbmmé&at@m@d@@adégﬂnmdegm
lim f(2) = f(a).

Soi,f,gbomtoombi/weuoﬂonbaf+ﬂg%tm®weml,wbouba,ﬁeﬂ3.@m@w@wﬁm«w
f+ge f— g vonk conbinues sun 1

gmfu&mﬂmd&l@maﬂoﬁbwv—g‘%twmmljd}gunapeww@mrwbww&m
fa@om(hmsup(f,g)Z%(f-Fg'F‘f—gDebtcombi/nu,emI.

Lycée Jules Garnier 19 I PTSI



]_4: Semaines 14 et 15

Exercice 3 : Soit f: x> 2sin(3x) — 5cos(3z).
Déterminer deux réels a et b tels que f” +af +bf = 0.

Lycée Jules Garnier 20 I PTSI



]_ 5 Semaines 14 et 15

Systémes, Continuité et Dérivagilité

Question de cours : Tout extremum intérieur est un point critique et théoréme de Rolle.

Exercice | : Résoudre et discuter le systéme suivant d’inconnue (z,v, 2) et de parametre a :

(a+2)x+2y+32=0
6x+ (a+1)y+62=0
—4x —2y+ (a—5)z=0

Correction :
s fa=-1 8={(—2-22),2€R)L
s fa=1 8={(—202),2€R)}
s fa=2 §={(-2y,4,0),z € R)}.
s Fnon 8 ={(0,0,0))}.

Exercice 2 : Soit f une fonction continue et périodique sur R & valeurs dans R, admettant une
limite réelle quand x tend vers +oc.

Montrer que f est constante.

Correction : %LTWmemdeef.@mm@M@mdefmwo.
Soib 2 un neel. Vn €N, f(x):f(l‘+nT)etc1ua/ndnt@ndzue)w+OO,o%ozﬁynbz

f(z)= lim f(z+nT)="

n—+0oo

Finsi, Vo € R, f(z) =0 & dong, f et constombe sun R.

Exercice 3 : Soit ¢: z > sin® .

Déterminer une relation entre f” et f.

Lycée Jules Garnier 21 I PTSI



]_ 6 Semaines 14 et 15

Systémes, Continuité et Dérivagilité

Question de cours : Egalité des accroissements finis.

Exercice | : Résoudre et discuter le systéme suivant d’inconnue (z,v, 2) et de parametre a :

(a—1)x—2y+22=0
x4+ (a+7)y—92=0
—x+2y+(a—4)z=0

Correction :
s fa=-3 8={(-2322),2eR)}.
s fa=-18= {(=2,22,2),z € R)}.
s fa=2 8={(0,22),2eR)}.
s Fnon 8 ={(0,0,0))}.

Exercice 2 : Soit f: Rt — R continue admettant une limite finie en +oo.

Montrer que f est bornée. Atteint-elle ses bornes 7
Correction : Motons £ la limite de f en +00

Ve>0 JA€ER z>A=/l—ec< f(z)<l+e

§MG:+1JWMMAWM@E%QW$>AJE—lgf(x)ég-i-l.
J\rwbwmd&mm%@f%tw <<d®i/n%‘/rw>>.
%WfMWWMQ'M%WW[O,ALMf@LWM@MW%:JZ
mmbem,Mth?bWPmmboubxe[O,ALméf(x)éM.

(évn,rzwna/nt M = max(M,¢ + 1), & m’ = min(m,¢ — 1) mmwww r € R

m' < f(x) <M.

EDomfebt?yoh/neew)bR

1
1+

Lycée Jules Garnier 22 I PTSI



16

Semaines 14 et 15

Exercice 3 : Déterminer, pour n € N, la dérivée n-ieme de f :

R+—>R

x et cosx

Lycée Jules Garnier

23|
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]_ 7 Semaines 14 et 15

Systémes, Continuité et Dérivagilité

Question de cours : Formule de Leibnitz.

Exercice | : Discuter s'il y a lieu, et résoudre le systéme d’inconnues (z,7,z) ol m est un
parameétre réel.

mr+y+z=1

r+my+z=m

r+y+mz=1

r+y+z=m

Exercice 2 : Soit A une partie non vide de R. Pour x € R, on pose f(z) = Inf{|y — x|, y € A}.

Montrer que f est continue en tout point de R.
Correction : %t (z,9) eER2 et z€ A |z — 2| < |z —y| + |y — 2.

Oh, VzeA, |z— 2| >d(x,A) e done d(z,A) — |z — y| est wn minorant de {|y — 2|, z € A}
Ron suite, d(w,A) — |z —y| < d(y, A).
@frvo/'mofnbléﬂ,ue:
V(l’,y) € [R27 d(va)_d(:%A) < |y—LL'|
&L@ckamgeaﬁ@@e@hﬁﬁe@d@(ﬂeﬁyjm@mmmmb@wV(l,y) € R? d(y,A) —d(z,A) < |y — x|.

Fnalement, ¥ (z,y) € R, |f(y) — f(2)| < |y — 2|

Finsi, f%tmﬁfxwﬂ%a@met%wwmmnmmm

Exercice 3 : Déterminer, pour n € N, la dérivée n-itme de f : x> 22(1 + 2)".

Lycée Jules Garnier 24 I PTSI



]_ 8 Semaines 14 et 15

Systémes, Continuité et Dérivagilité

Question de cours : Structure d’espace vectoriel de ’ensemble des solutions d’un systéme linéaire
homogéne.

Exercice | : Résoudre

x + ch(ay) + ch(2az) = ch(3a)
Sy { ch(az) + ch(2ay) + ch(3az) = ch(4a)
ch(2az) + ch(3ay) + ch(4daz) = ch(5a)

Correction : Sl:ua#O,QeWme%téﬂmmaﬂwbdyz—l—Qchaxetz=:c—|—2cha

ma:O,iﬁebJ;éﬂuma@anJ:dx—f—y—i—z:L

Exercice 2~ : Montrer que la fonction caractéristique de @ est discontinue en chacun de ses
points.

Correction : %it y la Kcvn/:fAm conadténistique de Q.
Foit gy un nedl. Onmbeﬂue

1
zy €Q = Vneh\l*,xo—i—EGQ < Vne N, xo—l—ggéQ.

1
Done, lim x(xg+ =) ecciste, lim x(zq + %) eccinle arec

n—-+0o00 n n—-+0o00

1 T
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Exercice 3 : Soit f:xr— ——.
1+ 22

Montrer que Vn € N,V € R, ‘f(m(x)‘ < nl
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