Correction Devoir en temps libre n°12

1| La fonction z vz étant définie sur R, , on en déduit que | f est définie sur D = R, ‘

2| (- La fonction z Vx est dérivable sur R et z — e 2 l'est sur R (exponentielle d'un

polynéme), donc par produit, | f est dérivable sur D’ = R*.. | Calculons sa dérivée :

1 x 1 z e 3 1 (1 —x) e 3
VeeR, fl(z)=——e% <_7 ”): <7_ ) _d-ves
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C i LD gy la fonction f t étre dérivable en 0 et
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elle n’est donc pas de classe €' sur R 4

x
3] (+) En multipliant Pexpression précédente par L, ona :

N

VreR, f(z)=-— o = f(a).

») Soit z € R%. Comme e 2 > 0et 2/ > 0, f/(x) est du signe de 1 —z (fonction affine).
On en déduit :

z 0 1 ~+00
[ (@) + 0 -
efé
0 0
z2
La limite en +oo provient des croissances comparées, car f(z) = —— — 0.

1
e2? x—+oo

| D’apres la question précédente, f est strictement croissante sur [0; 1] et y est continue (pro-
1

duit de la racine carrée par I’exponentielle d’'un polynéme). Comme f(0) = 0et f(1) = e 2,

le théoréme de la bijection montre que | f établit une bijection de [0;1] dans [0; e =]. | (De

plus, la bijection réciproque g est continue sur [0; e’%]).
5| Appliquons le théoreme de dérivabilité d’une bijection réciproque :
1. fest dérivable sur |0;1];
2. f établit une bijection de ]0; 1] dans ]0; e*%] (application directe du théoréeme de la
bijection sur |0;1]),
donc on peut affirmer que g est dérivable sur }0; e*%] privé des points f(x) ou x € ]0;1]
vérifie f'(z) = 0. D’apres ’étude des variations, seul z = 1 annule la dérivée, donc on exclut

f(1) = e~2. Finalement, | g est dérivable sur ]0; e 2[| et on a :

3 "(z) = ! = ! ‘apres
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6| On rappelle que g() est I'unique solution dans [0; 1] de I'équation f(x) = « :

f@)=a <= Vrez = HT = Vre:=vVIn2-27 < Vze:=+vVh2e T.

On voit donc que z = In2 convient car In2 € [0;1] (et c’est la seule solution, car f est

bijective de [0;1] dans [0; e~2]). Sachant que | g(c) = In2, | on obtient :

(o) = 29(a) 21In2 ~ 2v2In2
I " all—gl@) "\ fuz _iaz) [ I=02

7| Siz > 1, alors f(z) € ]O; e*%] (d’apres (3)) donc ‘g(f(:r:)) existe‘ car ]0; e*%] est inclus
dans le domaine de définition de g.

ATTENTION On ne peut pas affirmer que g(f(z)) = x, car ici  n’appartient pas a [0;1]
(intervalle & partir duquel on avait défini la fonction g).

#| La fonction f est strictement décroissante sur [1;+o00[ et & valeurs dans ]O; e*%] . Comme g

est strictement croissante sur ] 0; e*%] ,on en déduit que‘ ¢ est strictement décroissante sur [1; 400 ‘
par composition.

9] On sait que f est dérivable sur |1;+o00] et a valeurs dans ]0; e z[ (dapres (3)). Comme g

est dérivable sur ]0; ez [, alors par composition, ‘(p est dérivable sur |1;+ool. ‘ Appliquons

la formule de dérivation des fonctions composées :

/ Y / . 1—x 29<f<x)> . (1_1')()0(1')
Vel SO=I@eUE) =5 O = g @ | e )

10] Soit # > 1. On a p(z) = g(f(z)) € ]0;1] (car f(x) € ]0; e~z[), donc ¢(z) > 0 et
1 — ¢(x) > 0. Ainsi, ¢'(z) est du signe de 1 — z, c’est-a-dire ¢’(z) < 0. On retrouve

donc la ‘stricte décroissance de ¢ sur |1 ;+o0]. ‘
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