XIX

Suites récurrentes

Deux suites adjacentes décident d’aller s’éclater dans une soirée « mo limit ».

Mais elles se font refouler a Uentrée... )
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Q SUITES ADJACENTES

s 2
Définition | (Suites adjacentes) : Deux suites (u,,)p,en €t (V,)nen SOnt adjacentes si et
seulement si :

m (U, ),ecn €st croissante.
m (U,)nen €st décroissante.

# lim v, —u_ =0.
n—-+0o0o n n

Deux telles suites ne peuvent avoir un comportement quelconque.

|1]. Un peu d’humour qui se mérite. Vous comprendrez dans ce chapitre.
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Théoreme des suites adjacentes

Montrons tout d’abord un résultat liminaire :

Soient deux suites (u,,),en €t (V,,) ey remplissant les conditions de la défini-
tion (1) .
Alors,
VneN, u

n

Preu\/eZ%mevm@aﬁbu@d:%mmuw&w&temm@p}notegﬂwup>vp
ve. £ eccivte A € Ry tel que u, —v, > A
Comme (u,,),cp est coissante ef (v, ),cy décroissante, o suite (w1, —v,,), oy esb woissante ek poun
M@WWwéﬂuﬁdﬁmmMun—vnEU —v, > A
Boisissant un @WWM5<AQWWW@]—5 s[mmomwmmw?%
tevmen de o, suite (u,, nnewwn nwwm&w&b@e@wﬁwnhm u, —v,, =0.

—+o00

@omp&m:VnEN,unévn. _I

Théoréme | : Si deux suites sont adjacentes alors elles convergent une méme limite. |2/

Preuve :
|_ MMW@MWMMWWWM
@ymdm unnewwmﬂyﬂ&%—wmmiﬁw@bdemwe%%t

< U,

@Io/[\heb@e ,iQ%dbb@wmhamx&pENﬁeﬂwVﬂ}p,u
%cym/me(vn)nGN %td/é(’}lﬂ-ibbﬂ/ﬂb@xj Vn}pj Ungvamm

VnZp, u, <.

&W(un>n€N%bmmW(d’Wd’lmmw)‘
@IW&thm(un)neNﬂMW@Mng
@frbfrwnbw/d,e'mp/mectue nneNm@vﬁe%mh@@ﬁf/

—@»@m@amblm\, lim u, —v, =0 < g—f/zomctue@%dmw@uw

n—-+0oo

Remaraue : En particulier, Vn € N, u,, < ¢ <wv,, : u, et v, sont des valeurs approchées de ¢,
respectivement par défaut et par exces a v,, — u,, pres.

U@w?am@me

n

Le théoréme (1) a de nombreuses applications. La et la
en sont deux importantes :

|2]. Pas de soirée « no limit » pour nos suites adjacentes !

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIX : Suites récurrentes 2_]
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n
. 1
Exercice | : Montrer que les suites (S,,),>; et (T,,),; définies pour n > 1 par S, = e et
k=1

1
T, =S, + — sont adjacentes.
n

n
1
En déduire que S,, = Z = converge.
k=1

Approximation décimale

Soit z € R.

10"z 1
Les deux suites définies par a, = LIO”J’ et b, =a, + D sont adjacentes et ont pour
limite commune z.

Le décimal a,, est appelé approzimation décimale par défaut de = a 10" pres, et le décimal b,
approximation décimale par excés de x a 10™" pres.

|— Preuvez?m%mmwmmmz

|10"z] < 10"z < [10"z] + 1,

&erﬁm&%mmdéa'dan<$<bn.
&mﬁb&aﬂb?@bméﬁa&féuwlo,mamm

10[10"x] < 10"z < 10 [10™z] + 10. (XIX.1)

— (10" etant b [ﬁw qrond, enfien W%WM & 107+, Qvne%azbe de %OMRQ donne :

10 [10™z] < [10"Tz] < 10"z = a, < a,44.

~ Rn deg/\/mt«m de 10" 2] e diapnen Q«/n&aa.@fe de dnoite de (XIX.1), on a aussi

|10tz ] < 10"y = [10"*lz] < 10 [10"z| +10 = [10""1z| +1 < 10|10"z| + 11
= [10""1z] +1<10(|10"z] +10 = b,.; <b,.

@n@%ma%nmﬁo&b@nm@@mdxmeﬁam

a, <0, <T<b, 4 <0,.

n

Joubrement dit, o suite (a,,),,cy etk cwissante et o suite (b,,), oy décroissante.
1
@erﬁu&, bn—anzﬁmmmmemWnWm+OO.
%MWMMW&WWWWW.
méﬂnﬂedxwﬁaw@(an)neN%tmuéon@wx,méﬁonWouéﬁafedm
[ibque (b)) nen @btnwnoheerm:U
1

%%Ldmwnmmnté%aﬂedx.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIX : Suites récurrentes ﬁ
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Exemple | © Six =, on obtiendra a, = 3,141 et b, = 3, 142.

| 1.3} Dichotomie

~
Proposition 3 (Méthode de dichotomie) : Soit f une fonction continue sur un segment
[a; 0], telle que f(a)f(b) <O.
On construit deux suites récurrentes (a,,),cn €t (b,,),cn €n posant :
ma,=aetby =0
= Pour tout n € N*,
a, +b a, +b
o sif(a,)f (%) <0, on pose a, . =a, et b, ; = %,
. a, +b
e sinon, on pose a, , = % et b, , =0b,.
Les deux suites (a,,),en €t (by,),en sont alors adjacentes, et elles convergent vers une limite
commune « vérifiant f(«) = 0.
b—a
De plus, Vn € N, b, —a, = T ce qui majore l'erreur commise en approchant « par
K(an)neh\l et (bn>n€[N' J
La proposition (3) peut étre vue comme une démonstration séquentielle du théoreme de
Bolzano.
f(bo)
f(byg
a9 =a . %2 b2 bp=1b
: @ p by :
D M(ag
: flar)
o}

Figure XIX.1 — Méthode par dichotomie

Preuve :Qmwwmww théoreme (1). Tes suibes (a,,),cp o
an)neNMhMAWLOW@&WMMWWmWMW%'%
WW&W@WWW&%@Mbn—GnWWQwWWdQ

Oeffmation

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIX : Suites récurrentes
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© 0w N O s W N

=
- o

def dichotomie (f,a,b,epsilon): # f continue et f(a)xf (t) <=0

# avec a<b
while b—a >= epsilon:
milieu = (a+i)/2
if f(a)xf(milieu) <= 0: # f s’annule dans la
# premieére moitié
b = milieu
else
a = milieu # f s’annule dans la

# deuxieme moitié

return (a+i)/2.

Figure XIX.2 — Dichotomie en Python

28] . .
J’DOU/UOM c&@e—m [10)1/ hecuhemnce.

- Jo(awwnl%,o,m@bo—aozb—a:b;)a.famm&éebtwm.
- Sommw&wwmmm%neh%*.@m@afmzywmgwm:

an+bn bn_an
_bn+1_an+1:T_an:T
b, b —

—ow by —a,, . =b, — “+ n “”

b b—a
n+l = Apy1 = on+1 "

&We&tmwwn—l—l

%%tedrhmm%wf(a

?MWWMWWf(an)>OMQaKUWMWWWW@Qa

bumite, f(a) >0

De mome, f(b")<OWWT&Wf(“><O

@noomc&btaﬂohbo}uef(a):o

Remaraue : a

, est une valeur approchée de a par défaut a

approchée par exces.

—

pres, b, est une valeur

( )
Exemple 2= : On cherche & étudier les variations de la fonction f définie par
flx)=z*+ 422 + 4z — 5.
Cette fonction est continue et dérivable sur R, de dérivée f’'(z) = 4(z> + 2z + 1).
11 est donc nécessaire de connaitre le signe de g(x) = x3 + 2z + 1 donc de connaitre ces racines.
La fonction g, étant continue et strictement croissante, elle établit une bijection de R sur R.
En particulier, elle s’annule en un unique réel o € R.
On aimerait déterminer une valeur approchée de o. Ayons pour cela recours a la dichotomie.
= On commence par trouver un premier encadrement de o en constatant que g(0) =1 et g(—1) = —2.
\ )
Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIX : Suites récurrentes ﬂ
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La racine de g se trouve donc dans l'intervalle [—1 ; 0].
= On calcule ensuite g(—0, 5) qui se trouve étre négatif, donc o € [0, 5;0].
= Puis on calcule g(—0,25), qui est positif, donc a € [-0,5;—0, 25].

On sait donc déja que o ~ —0,375 a 0, 125 pres.
On aura naturellement recours a la calculatrice ou a I'ordinateur pour effectuer ce genre d’algorithmes de

facon plus poussée.

R.emarque : Pour obtenir une valeur approchée & € > 0 prés, il suffit de choisir n tel que :

b—a
b ln< )
a 5
<g &= ———2<n

2n In2
g J

@ SUITES RECURRENTES

Les exercices que ’on vous a proposés jusqu’ici ont pu vous donner I'impression que pour définir
une suite (u,,), ey par récurrence, il suffisait de se donner une fonction f quelconque, un u, dans
le domaine de définition de f, et de décréter simplement que « u,, ., = f(u,) » Quelle illusion!

N~ T T4

: |
i % |
i Uq Ji: % 1 / ug = 0,2 1

Figure XIX.4 — u,.; = 3,4u,(1 — u,) avec
ug = 0,2.

1 1
Figure XIX.3 ~u,, . ; =1 — — avec u, = B}

Figure XIX.5 — Exemples de suites chaotiques. La suite (u,, ),,c posséde un cycle.

Notons par exemple f la fonction x +— 2 + V2 — = définie sur | — 0o ;2] et posons :
un+1 = f(un)
Comme u, €] — 00;2], on peut calculer u; = f(u,) = 3, mais ensuite 777? Aucun sens! Quelle
valeur pour u, ?
La suite (u,, ), n’est ici pas définie.

Pire, et seulement pour la culture car trés éloigné de notre niveau, le théoréme de Sharkovsky 1%/
sur les fonctions chaotiques a fait ’objet de recherche active lors des dernieres décennies. On ne

|3]. Oleksandr Mykolayovych Sharkovsky est un éminent mathématicien ukrainien célébre pour le développement
du théoreme de Sharkovsky sur les périodicités des systemes dynamiques discrets en 1964.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIX : Suites récurrentes ﬂ



PTSI VINCI - 2024 II. SUITES RECURRENTES

parle plus des siecles derniers ici et une simple suite définie par

uy € [0;1]

Up g1 = 41—, )ty 1€ [0;1]
donne bien des soucis.
Mais comment différencier alors les exemples qui marchent de ceux qui ne marchent pas?
Dans tout cette section, f est une fonction continue sur un intervalle I & valeurs réelles.
ug €1

On étudie la suite (u,, ),y définie par
(tn ncn P VneN, u, . = flu,)

=1

Uy =
Upyr = VU, +1, VR e N.

Exercice 2 : Soit (u,,),cn la suite réelle définie par

[1] Montrer que Vn € N, 0 <u,, <u,q <2.
En déduire que (u,, ),y converge et déterminer sa limite.

‘ Représentation graphique d’une suite récurrente

e a
Méthode | (Représentation dune suite) :

?mmmwbedégmw[wnmmunﬂzf(un) do/nbu/mw[\m
= On trace o counlle: @ neprsventative de b fonction, f associse ot de la premisne bissednice

(A): z+x.

- GWJZ(MBQW (ug 5 0).

n On trouse 1y = f(up) & baide de €.
l@«umrombe&z(ul;O)d@a,{de&L@iMm.

] @fru iborne QP/ Phooed’ & ..
y

\.

\ Stabilité et définition

Pour répondre aux questions soulevées au début du paraaraphe (II) , on recherche un intervalle
I tel que :

1] TCc D, [2] f(DCI [8] uo el

Un tel intervalle est appelé intervalle de stabilité.

Remaraque : Trouver un segment [a;b] sera notre saint graal.

Le théoréeme de Sharkovsky est un théoréme portant sur I'itération des fonctions continues.

Il donne des contraintes sur la présence de points périodiques lorsqu’on itére la fonction f, c’est-a-dire de points
U tels que la suite définie par récurrence par u, ., = f(u,,) correspondante soit périodique.

Ce théoréme fait partie des premiers exemples remarquables de la théorie des systémes dynamiques, introduisant
la notion de chaos. Sa popularité est telle qu’il se retient souvent sous la forme d’'un « slogan », correspondant a
un énoncé simplifié :

3-cycle implique chaos

Il faut comprendre par la que toute fonction continue présentant un cycle de période 3 admet un cycle de période
n pour tout entier n.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIX : Suites récurrentes U
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U

uy = 0,3 1

—
—_
-~
©
ot

Figure XIX.7 — u,,_, = cos(u,,) avec u, = 0, 3.

Figure XIX.6 — u,,; = /5u, avec u, = 2 et

uy =9,5.

Figure XIX.8 — Exemples de suites convergentes

Définition 2 (Intervalle staele) :  On dit que Pintervalle I C D, est stable par f si

f@clL

Pour montrer qu’un intervalle est stable, on pourra :

— soit étudier la fonction f et le déduire de son tableau de variations,

— soit directement a I'aide d’inégalités.
Dans tous les cas et avant de commencer 1'étude de la suite (u,,),cy, il est impératif de faire
I’étude de f, d’en dresser son tableau de variation et de tracer son graphe.

Proposition 4 (Existence de la suite) :

Soit f: Dyt— R et I C Dy stable par f.

Si ug € 1, alors la suite (u,, ), est bien définie et, Vn € N, u,, € L.

|— Preuve:mwmwwm@nenﬂ,m@:
P(n) : <<unebb@imudé{§mf;eebunel»

- @fm@uOEIdmp?(O)ebtwm.

- Sooibneh\l*,etmwa@@w&éwmmmm%n.
@%@PmﬁmwtﬁébedemunGIC@f@mun+1:f(un)%b@iemdé%’m&
@e%wmml%bwmvnb@vua%ebbawej un+1€f(I)CI.@Ioﬂ,Q@MHAébéwwm%n+l

uy =4
0 o .
ne définissent pas une suite !

ATTENTION

un+1 - ln(un)

Les relations {

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIX : Suites récurrentes ﬂ
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4 )
=8
Exensple 3 : On consideére la suite (v,,),,c, définie par to on, f:rxr—V1+zx
Up i1 :f(un): 1+un
la fonction associée est définie et strictement croissante de [—1; 4oo[ sur RY.
T -1 0 3 +oo
+o0
/
V2
0
\Un intervalle de stabilité peut-étre [0; 8], [-1;8], [0;+o0o] ou [—1 ; +oo[ mais pas [—1;0] ou [8; +0o0]. y

Variations

Pour déterminer la monotonie de (u,,),,cy, il s’agira de déterminer le signe de f(z) —x sur I, et
de dresser éventuellement son tableau de signe.

Graphiquement, cela correspond a déterminer la position de la courbe de f par rapport a la

premiere bissectrice d’équation y =

x.

Proposition S« Pour tout = € I, on considére le nombre §(z) = f(z) — x.

1| Si, Va el, §(x) >0, alors la suite (u est croissante.
n/neN
Si, Vo €1, §(z) <0, alors la suite (u,, ), est décroissante.

Exenple 4 : Reprenons la suite (v

n)

nen de I exemple (3) .

(x_1+\/5> (x_l—\/g)
_ _1+ac—ac2_ 2 2
Onadl@)=vlte-—w="Aemrr= itoto :
" 0 1++/5 8
2
() - 0 4

propriété.

N\

On aurait pu si on avait opté pour les intervalles de stabilité {

Comme on a choisi I = [0; 8], la quantité 6(x) n’est pas de signe constant sur I. On ne peut pas utiliser cette

1+V5
2 2

;8] ou [0;

1+V5

} plutdt que [0 8].

v

par fet (u,),cy définie par

Proposition L6 (Lien avec les fonctions monotones) :

Soit f : Dy

ug €1
Vne D\I*7 un+1 = f(un)

R, I C Dy stable

Lycée Jules Garnier

CHAPITRE XIX : Suwites récurrentes
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Si f est croissante sur I alors la suite (u,, ),y €st monotone et sa monotonie dépend de
I'ordre de ses premiers termes :

Si f(ug) —ug =0, alors (u,, ),y est croissante.
Si f(ug) —ug <0, alors (u,,),cn est décroissante.

Si f est décroissante sur I, alors les suites extraites (us,, ),en €6 (Uayi1)pen SONE MoONO-
tones et de monotonie contraire.

Globalement, I'idée vient de la définition d’une fonction croissante :
« f est croissante si, et seulement si elle conserve ['ordre ».

Si, par exemple, uy > uq alors f(uy) > f(uy), c’est-a-dire uy > uy puis uy = f(uq) > uz = f(uy),
ety = f(u,_1) >u,q = f(u,), ..et ainsi de suite pour tous les termes de la suite.

La suite est donc décroissante dans ce cas.

Preuve :
Uy < Uy (XIX.2)
Moontrons crue?a, suibe (U, )pen el cwinsante.
medmw@@WTn DUy, K Uy
Initialisation : @'W (XIX.2), uy < up &b Py etk néalinse.
Hérédité : ?Wwyk Muhmrmummgnﬂmk>0dlwwm%?k+l

o, e sous ot Ryncthane

Up < Ugyq %W&mdemmm Py,

f(uk+1) f%tmmbmbedomwmyuuegohdhe [}
u

k+2 @Q%WMd@e@W (U )nen Pt
%W&é?k+1%tdumuw%ée.®nmwéw‘éhédwéde&bwmk&é
Conclusion:&W?wmwn:O&Wwwmmww

n €N
Lo suite (u,,),cy etk crwissante.

- @m@emdm@am&mdmmwg:fOfge%aWWm%bome
L
?obunbo,&)’va, VneN vn:u%&wn:u%ﬂ.g%deuoobmt%uém@xymt

Un+1 = u2n+2 = g<u2n> = g(vn) et, de ’mé/meJ wn+1 = g(wn>

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIX : Suites récurrentes m



PTSI VINCI - 2024

II. SUITES RECURRENTES

ATTENTION { uy = 1, i D ,

Lo oint précédent; nenvmel lors d'en déduine que Racune des suites (v,,),cn et (W, ) ey oot
monolone.

.Sow[\/[\obmw WWQ@W vnnewwm.(%wmmwwnenq,

n < n+1
En %Mmt b @wnm f décroinsante, on en déduil :
f(vn) 2 f(anrl) Aand wn 2 wn+1‘
Lo suite (w,,),cp st done décroissante.

%lequm(vn)neN MWM%M@Q@WW
W(wn)neN enl coibbante.

&, oo'n,cfub,«mv, Qe@ suiles ecdraibes (U2n>ne[N et (U2n+1)new sonl; monolones e de momnolonie
conlraire.

—

Pour les suites du type w, ; = f(u,)pen :
f(dé)croissante >< (U, ) pen (dé)croissante.

Considérez, par exemple, la fonction définie
par f(xz) = x + cos(2mx) et la suite (u,),en u,
définie par : 5

Upyr = fluy)
u,, + cos(2mu,,). I )

Un rapide raisonnement par récurrence mon-
trerait que u,, = n+1, Vn € N donc (u,),en 1
est croissante et pourtant, f ne l'est pas le

¢y

w4+-——— = —
T

moins du monde. / \ / \J

Exemple S : Reprenons encore I’ exenple (3) .
La fonction f :  — v/1 + x étant croissante sur [0; 8], on peut en déduire que la suite (v,,),,c, €st monotone.
Comme de plus vy = 8 et v; = 3, on en conclut que (v,,),, ., est décroissante.

Comme par ailleurs elle est minorée par 0, on peut en déduire que (v,,),,c, est convergente.

Ve

Méthode 2 (Suite récurrente associée 3 une fonction déeroissante) :
dewmw@wbg:fOfd:d@beWmmmmmgdmbamtwwmfumm?@
monolonie des suiles (u2n>nelN b (u2n+1>neN
dm&w@quHg $I\mdefgvmﬂmea¢wnﬂbwmde(u2n)new

el <u2n+1>neﬂ\l :

e R

m o g(ug) —ug =0 ('veb,?/ < 0) (Ugy)pen @b cwoinbante (ne@lm décnoinbante).
moi g(ug) —uy <0 (resp. > 0) ( (W11 )nen etk décroinsante ( cwinsante).
\ nebp neo.
Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIX : Suites récurrentes M
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Dans le cas ol (Us,, )pen €6 (Ugyi1)pen convergent, on ne pourra pas en déduire que la
suite (u,,),cn converge.

ATTENTION Pour ce faire, il faudra, par exemple, montrer que ces deux suites sont adjacentes et/ou qu’elles

convergent vers la méme limite. Prouver une divergence pourra se faire en montrant qu’une
sous-suite diverge ou que deux convergent vers des limites distinctes. Rien n’est, a priori, assuré.

Convergence et point fixe

R.appel | (Point $ixe) :  Soit une fonction f définie sur un ensemble I.

On appelle point fize de f sur I tout réel x € I vérifiant f(z) = =.

Pour les fonctions de la variable réelle a valeurs dans R cela correspond aux abscisses des points
d’intersection de la courbe de f et de la droite d’équation y = .

e N\
Proposition T(Si (u,,),cy converae) = Soient f : I —> R avec I stable par f et (u,)nen
définie par

ug €1
Upy1 = f(un)7 VneN.

f continue sur I
Si{ et , alors £ est un point fixe de f i.e. f(£)=¢.

(U, ) pen converge vers £ € 1

En particulier, si f n’a pas de points fixes sur I alors (u,,),,c\ ne peut converger.

|— Preuve .Sou,ﬁlo@wnb, b, suite (U ) pen comxwuae/nbe wens wn néel) £,
On,

o lim v, = lim u =/

@’1,, @o, Kom,(f,\m f eab conbimue en £ €1 ie. QIUILIIZf(x) = f(ﬁ)
Tan OCMT\TOIJAD\D/I‘\/) on emn déduib que = nli_%ou”""l = nll_)rrolof(un) = f(0).
Done f(£) =€ ie. € est sollution de Q‘W flz) = . —

Remarque :Pour déterminer les points fixes de f, on étudie les points d’annulation de la fonction
x+ f(z) —x sur L

ATTENTION

Ce théoreme ne donne qu’'une condition nécessaire sur la limite. Il ne permet en aucun
cas de prouver que la suite (u,, ),y est convergente.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIX : Suites récurrentes E
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1
Figure XIX.9 — u, , = u, + — avec u, = 1.
u

fn’apas de points fixes et (u,, ),y diverge vers +oo.

Figure XIX.10 - u, ., = (u,, +1)(3 —u,,) avec
ug = —0,2.
f a deux points fixes et (u,,),, . diverge vers —oo.

Figure XIX.11 — Exemples de suites divergentes

de f.

Si f n’est pas continue, la suite (u,,), <y ne converge pas forcément vers un point fixe

Ve

ATTENTION

= 1l
définie par {uo

Contre-Exemple &

un+1 = f(un)

Soient f: [0;1] ———> R

1++5

Donc, lim v, = S
n—+oo

2

1 1 1
Alors, Vn e N, u,, = 3 (1 — ﬁ) converge vers - qui n’est pas un point fixe de f.
\,
-
Exemple T : Revenons & I’ exemple (3) .

La suite (v,,),,cy st convergente et la fonction  — /1 + x est bien continue sur [0; 8].

Par conséquent, la limite ¢ de la suite vérifie V1 4 £ = £.

Dol 1 4 £ = ¢? et £ > 0. Finalement, on obtient £ = .

1++5

2

Remarques :Dans le cas d'une suite (u,,),,c) définie & partir d’une fonction décroissante o les
suites extraites (g, ),en €t (Ugp41)nen cOnvergent :

— Celles-ci convergent vers des points fixes de g = f o f. Lors de la recherche de ces derniers il
sera bon de remarquer que les points fixes de f sont aussi des points fixes de g. Cela aidera
pour d’éventuelles factorisation.

Lycée Jules Garnier
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La réciproque est fausse : les points fixes de g ne sont pas nécessairement des points fixes
de f.

1
Contre-Exemple 8 : La fonction f : x — — admet deux points fixes 1 et —1 mais fo f n’admet
T

que 1 comme point fixe.

— Si les deux sous suites convergent vers le méme point fixe, la suite mere (u,,),,c\ y converge
aussi. A défaut, si elles convergent vers deux points fixes différents, la suite (u,, ),,c, diverge.

Reste alors a se poser la question de quelle(s) propriété(s) rajouter & f ou a (u,, ),y pour imposer
la convergence voire le choix du point fixe donc se poser la question de son unicité.

Une partie de la réponse se trouve dans les paragraphes suivants.

Définition 3 (Fonction contractante) :  Soient I une partie de R et f : I — R une
application.

On dit que f est contractante sur 1 si f est k-lipschitzienne sur I avec 0 < k < 1.

En particulier, d’apres I'inégalité des accroissements finis, si f est dérivable sur I et telle que
|f'| <k <1surlalors fy est contractante.

( 2
Théoréme 8 (Théoréme du point fixe) : (Hors-Proaramme)
Soit f une application contractante sur un segment I stable par f.

Alors, toute suite (u,, ), <y définie sur I par la relation de récurrence w,,_; = f(u,,) converge
vers I'unique point fixe ¢ de f.

En particulier, Vn € N, on a :

lu,, — €] < k™ Jug— 1. (XIX.3)

Ce théoreme donne, de plus, un algorithme de calcul du point fixe, appelé « méthode des ap-
proximations successives », contrairement & d’autres théorémes de points fixes qui nous assurent
seulement de I’existence de points fixes sans indiquer comment les déterminer.

De plus, I’énoncé donne un majorant de l’erreur sous la forme de (XIX.3).

Calcul approché du point fixe : Le terme u,, constitue une estimation du point fixe ¢ de f
avec une précision au moins égale a k™|u, — ¢|. La méthode sera d’autant plus efficace que 1'on
aura bien choisi u.

|— Preuve:%«d,@@wuwdecﬂob%ddémnmdwmwtﬁéonéﬂm.
E

xistence du point fixe : fﬁ@@omgbmebb%mﬂwggwmm I done conbimue.
Roons ¢ x— f(z)—x b T=[a;b] ob a < b sonk dewce néels.
&@owm¢%mewm1¢@'%ﬂwmf(I)cImm¢(a)=f(a)—a>oa;
p(b) = f(b) =b<0.
Diapras be hemneme des valleuns intermsdiaines, & eccivte dono £ € T tel que -
P(l) =0 <= f(0) =L

&mefwmmw%mzml.
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Unicité du point fixe : Joonbrons, par U alounde, que 0 enk uniue.
?demmmmd&mmw%meél #lel
HMors [£(6) — fUU)| < k|l — €, <= |0 —0,] < k|t —1,) W%Loﬂmmdemeo k<1

ﬂ)cvmoj fad/metumwe[\o«mb@«megml
Convergence de la suite : Gonsidérons o, suite (U ) men deg»\mg,, par néounnence; nan

{uo el
un+1 = f(un)

Pon. comsbruction, on o, Yn € N, |u,,q — €] = |f(u,) — f(0)] <
?MWWWWKGMW\VHGN lu,, — € < K™ |uy —£|.
Comme k €]0;1] lim fu, — €= lim k" =0.

n—-+oo

@Ofmo, lim w, =/
n——+oo

Bien remarquer que la convergence de (u,, ), €st

ATTENTION une hypothése dans la proposition (7) .

[2] une conclusion dans le théoréme (8).

Exercice 3 : Etudier la convergence de la suite (u,,),c, définie par {

I1.5 I‘ Plan d’étude des suites récurrentes d’ordre 1

Lorsque I'énoncé de 'exercice ou du probleme ne pose pas de questions intermédiaires, voila un
)
petit rappel des points essentiels de ce qu’il faut faire pour étudier une suite récurrente d’ordre 1.

Soient f: D+ R, J C Dy un intervalle et (u,,),cy une suite définie par la relation

ug € J
U, = flu,), Yn eN.

La premiere chose a vérifier est que la fonction f est continue sur J ou, au moins sur un
sous-intervalle I qui vérifiera un maximum des propriétés listées ci-dessous :

— Si f n’est pas continue, alors tout ce qui va suivre ne s’applique pas.

ATTENTION — S'il n’existe pas d’intervalles bornés stables, (u,, ),y diverge. La réciproque

est fausse.

@ I est stable par f et contient au moins un terme de la suite a partir d’un certain rang.
- Clest la proposition (4) .

@I est un segment [a;b] i.e. fermé (pour retenir les limites) et borné (pour pouvoir
y appliquer les théorémes de convergence monotone). A défaut, on devra parfois se
contenter d’un intervalle semi-borné et/ou semi-fermé sur lequel on essaiera d’adapter
ce qui suit.
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‘ Pour étudier la monotonie de la suite, on étudiera celle de f sur I ainsi que le signe de
d(z) = f(z) — z, en espérant qu'il y soit constant. C’est la proposition (5) .

On récuperera les éventuels points fixes au passage.

Remarque : Le signe de 0 dépend de la position de la courbe représentative de f par
rapport a la premiere bissectrice.

‘ I doit nécessairement contenir un ou des points fixes de f. C’est le contenu de la propo-
sition (7) et du théoréme (8).
S’il n’en contient pas (u,,), oy diverge. Il restera a déterminer le type de divergence : un

théoréme de comparaison ou l'extraction de deux sous-suites divergeant/convergeant vers
des limites différentes suffisent souvent a conclure.

Si f possede des points fixes dans I, plusieurs cas se présentent alors :

(®) Le cas le plus facile : c’est celui ot f est contractante sur I ce que I'on aura prouvé
généralement a ’aide de I'inégalité des accroissement fini dans le cas d’une fonction
dérivable et telle que |f’| soit majorée par une constante strictement inférieure a 1
sur 1.

Dans ce cas il y a un unique point fixe o € I, vers lequel la suite (u,, ), ey converge. On
ne peut pas appliquer le théoréme (8) directement car il n’est pas au programme
mais on pourra mener la méme démonstration.

— La fonction f n’est pas nécessairement croissante !
ATTENTION

— La suite (u,, ),y n’est pas nécessairement monotone !

@ Le deuxiéme cas le plus facile : c’est celui ou f est croissante.

Dans ce cas la suite (u,,),cy €st monotone, et comme elle est bornée elle converge. Il
restera a trouver vers lequel, souvent par un argument de monotonie partant de u,.

— La fonction f n’est pas nécessairement contractante !
ATTENTION — La fonction f peut avoir plusieurs points fixes!

La suite (u,,),,cy n’est pas nécessairement croissante !

Exemples : f(r) = 22 n’est pas contractante sur [0;1], elle a plusieurs points fixes
(deux), et les suites récurrentes u,, ; = f(u, ) sont décroissantes.

@ Un autre cas « gérable » est celui ou f est décroissante méme si cela se passe en général
moins bien. La plupart du temps, on sera dans le cas @

ATTENTION

— f n’est pas nécessairement contractante !

f peut avoir plusieurs points fixes!

Dans le cas contraire, les suites (ug,, ), e €t (Ugyi1)nen SONt monotones, 'une croissante
et 'autre décroissante. Comme elles sont bornées elles convergent toutes les deux, mais
pas nécessairement vers la méme limite qui sera nécessairement un point fixe de f o f.

i. Si le point fixe est unique, les deux suites convergent vers lui ainsi que la suite
(un)neh\l'

ii. S’ils sont pluriels, tout dépendra de si les sous-suites convergent vers le méme ou
pas.

En général, vous rencontrerez deux cas de figure :

o les sous-suites sont adjacentes donc convergentes (vers le méme point fixe)
ainsi que la suite (u,,),,cn-

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIX : Suites récurrentes m



PTSI VINCI - 2024 III. SUITES RECURRENTES LINEAIRES

o les sous-suites convergent vers deux points fixes différents : (u,,),,c) diverge.

(@) Dernier cas : on n’est dans aucun des cas précédents. Alors il faut réfléchir un peu ..
faire preuve de jugeotte et d’initiative ... Etudier le signe de f(z) — z, ...L’énoncé vous
aidera!

Exercice 4 : Soit (u,),cy la suite définie par la relation de récurrence suivante :

2

upg=a€l0;1] e VneN wu, ,=u,—u;.

[1] Montrer que (u,,),cy est minorée par 0.
Montrer que (u,,),,c) €st convergente.
Montrer que la limite de (u,,),c) est O .

‘ Supposons maintenant a < 0. La suite (u,,),,c) converge-t-elle ?

@ SUITES RECURRENTES LINEAIRES

En mathématiques, on appelle suite récurrente linéaire d’ordre p toute suite a valeurs dans un
corps commutatif K (par exemple R ou C) définie pour tout n € N par une relation de récurrence
linéaire de la forme :

Y 2ng Upip = Gy qlngpq t ot Uy Aoy,
ou ag, ay, - a, 1 sont p scalaires fixés de K, a, non nul).

Une telle suite est entiérement déterminée par la donnée de ses p premiers termes et par la relation
de récurrence.

Les suites récurrentes linéaires d’ordre 1 sont les suites géométriques.

Exemple 9 : Considérons la suite (u,, ), définie par la relation de récurrence linéaire d’ordre p :
VneN, Uy, =00U, + 01U, 1t 8y Uy -

Pour n € N, on pose

0O 1 0 0
Uy 0 1
A ot A=
un+p—1 0 0 1
a, a, ap_q

La relation de récurrence sur (u,,) o e résume alors a une relation de récurrence d’ordre 1 sous la forme
n
U,,1 = AU,, mais dans .Z, (K).

Le terme général de la suite U, est alors déterminé par U,, = A™U. Le probléme semble alors terminé. Mais
la réelle difficulté consiste alors & calculer A™......

\Vous étudierez ces suites, liées a la réduction des endomorphismes, plus en détail I’année prochaine. y

Meéme si, toutes les suites récurrentes linéaires d’ordre p > 1 peuvent se ramener aux précédentes
via le calcul matriciel, celles-ci peuvent aussi s’étudier de maniére directe. C’est le cadre de ce
dernier paragraphe.

L’étude des suites récurrentes linéaires d’ordre supérieur se rameéne a un probléeme d’algebre
linéaire. L’expression du terme général d’une telle suite est possible pour peu qu’on soit capable
de factoriser un polyndéme qui lui est associé, appelé polynéme caractéristique.

p—1
P(X)=XP—> qX =XP—q, | XP"1—q, ;XP2—..—a,X —aj.
1=0
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Son degré est ainsi égal a I'ordre de la relation de récurrence.

En particulier, dans le cas des suites d’ordre 2, le polynéme est de degré 2 et peut donc étre fac-
torisé a ’aide d’un calcul de discriminant. Ainsi, le terme général des suites récurrentes linéaires
d’ordre 2 peut étre exprimé en utilisant seulement les deux premiers termes, quelques valeurs
constantes, quelques opérations élémentaires de 'arithmétique (addition, soustraction, multipli-
cation, exponentielle) et les fonctions sinus et cosinus (si le corps des scalaires est le corps des
réels).

Une des suites de ce type est la célebre suite de Fibonacci, qui peut s’exprimer a partir de
puissances faisant intervenir le nombre d’or.

Détinition 4 (Suite récurrente linéaire dordre 2) :  On appelle récurrente linéaire
d’ordre 2 toute suite définie par la relation de récurrence :

Up o = AU, 1 + bu,, avec (a;b) € K2 (XIX.4)

Remarque :Sib =0, la suite (u,,),,c est géométrique de raison a. Il s’agit d’une suite récurrente
linéaire d’ordre 1.

( )

Définition S (E quation caractéristiaue) :  Soit (), Une suite récurrente linéaire
d’ordre 2 définie par (XIX.4).

On appelle équation caractéristique associée a la suite (u,, ),y I'équation

2 —axr—b=0.

Cas complexe : K=C
( )

Théoréme 9 : Soit (u,,),cn une suite de CN vérifiant

VneN, u, ,=au,, +bu,,
avec a,b € C, b # 0 et soit A le discriminant de son équation caractéristique.
‘ Si A # 0 et rq, 7y sont les deux racines distinctes de I’équation caractéristique, alors
JI(A\;u) € C? tel que YneN, wu, =Ar;™ + ury™.
‘ Si A =0 et r est la racine double de I’équation caractéristique, alors

I (A;pu) € C? tel que YneN, wu, =X+ pun)r™.

Remaraue : L’hypothése b # 0 assure qu’il s’agit bien d’une relation de récurrence d’ordre 2.
En particulier, 0 n’est pas solution de I’équation caractéristique.

Preuve :
|_ SOW dabord que @‘W admelte dewce sollubions 7 # 7.
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Analyse : Sou/[v[wbmb que noun touwt n € N, u,, = Ar] + pry.
On derdle (A5 1) € €2 mm{%amoe&gw?anm

A =
ﬂ)o«mn:()e,tn:Lo%o@Ume e to
ATy 4 pry = uy
gmmTl#TZanwad/nwtwnewnWonMﬁmb
U1 — TolU U1 —ru
()\,,u>:<1 20;1 1[)).

Ty =Ty To —T1

%Aaummmmwmw@@mwww@

dofno@ecouTQeO\,u)MW
Synthése:JULwnwaoﬁowabwwnéamwd'm2mnerQ@W

P(n): u, =\ + pry,
%LWWMnEN
?and,égmwomde (A ), P(0) & P(1) m{m@m
Soo{l:neh\lteﬁﬁue?(n) ot P(n+ 1) soienk waies.
?MW&Q&@’I@O\A}W w, = AP+ el eb uy, o= M 4 i done

Uy o = att, g + bu, = a(MrPT + prd ) 4 o(ArP + prt)

= M (ary +b) + pri(ary +b) = A2 4 2,
can 12 =ary +beb 73 = ary +b.
Jimsi, P(n+2) esk waie.
En condlusion, Yn € N, P(n) est wwaie.
2] SOWWMW@WMWWW&T#a
Analyse : Sow[v[\;o&wmb que poun toub m € N, w,, = Ar" + unr. On derndle (A;p) € C?

AT+ pr = uy

?o«mnzOeJ:n:Lo%O@Umw{)‘zuo
&@wwm&wwm%tr#o,mﬁmmwmmm
S
FU ecite, bo couglle (A1) sona wnique.
Synthése : Jbontrons alows pan nécamnence dordne 2 sun n € Nl propuiste

P(n): w, = A" + unr".

Ron dggvm de (A;p), P(0) e P(1) sonk wm%m

Soou:neh\lt&crw?(n)etﬂ’(n—kl)bomtmm.
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Ron QAJ,Poﬂ%eue de nécwvence, U, = Ar™ + unr’™ et u, ;= A" 4+ p(n 4+ 1)r"t done

Up o = Gy y g + b, = a(Ar™ 4 p(n + 1)r™ ) + oM™ + punr”™)
= M"(ar +b) + unr™(ar + b) + pr"a

= A" 2 4 pu(n+2)r"*2 can 2 =ar+b r:%.
Finsi, P(n + 2) esk wwaie.

En condlusion, Yn € N, P(n) est wwaie.

Cas réel : K=R

On suppose ici que (a;b) € R%. On cherche une suite & valeurs réelles.

Théoréme IO : Soit (u,,),cy une suite de RN vérifiant
VneN, u,,.,=au,, +bu,,

avec a,b € R, b # 0 et soit A le discriminant de son équation caractéristique.

Si A > 0etry, ry sont les deux racines distinctes et réelles de I’équation caractéristique,

alors
I (A;p) €R? tel que YneN, wu, = Ary™ + ury™.

‘ Si A =0 et r est la racine double de I’équation caractéristique, alors
I (A;pu) €R? tel que YneN, wu, = (\+ un)r™.

‘ Si A < 0 et re*™ sont les deux racines complexes et conjuguées de 1’équation caracté-
ristique, alors

I (A\;u) €R? tel que VneN, wu, = (/\cos(wn)—i-usin(wn)) r'.
NS .
Preuve:feudmrnmmmm&o@u%ﬂmwmmdmw@ewbmﬁm&fﬁ%m

FA;M)WW%W%WMM@@WMW@@%

‘ ?WWQ‘WMWWWW(W%>WHZTeiw
el 7y =77,
@'WQ@WM%W%&W(A;B)ECzbe?aﬂ,wa[w«mbwbnED\L
u, = Artelnw 4 Brne inw,

MMWB:KZGWMW:

Uy — T Ug

= A_—
A+B—U0 r 7

+ Br, = L h T#T carn T R
{Arl (8] Uy B—M (1 1 1¢ )

I
>

="
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JO(:imbL, [vou)u touk n €N, on a :

Arneinw +KT”€_inw

=" x 2Re (Ae!™)
r”(QRB(A)chnw)——2hn(A)shﬂnw)>

Up,

=7r" ()\ cos(nw) + ,usin(nw)).

—

4 )
Exenple O (Suite de Fironnacal 4 - Un exemple classique de chez classique, la suite de Fibonacci
définie par F;, =0, F; =1et Vn € N,

Fn+2 = Fn+1 eI e
Cette suite a pour équation caractéristique x2 —x — 1 = 0 dont le discriminant est A = 1+4 = 5 et dont les

racines sont :
_1++v56 1 1-+5

t ==
¢=—> o Y=-g=—
L. . e - 1
On peut donc écrire F,, = A¢p™ + pap™ puis, avec les conditions initiales qui imposent A = —p = ﬁ :
1
F,.=— (o™ —vy").
n=glen—vn)
\ W
uy=—1,u; =0

Exercice S : Déterminer u,, pour tout n € N sachant que

Uy g = 4y g —duy,

Correction : E 72 —4r+4 =0 o wne solution double 2.

c

@W@@M@tﬁmklde b@?@ﬂu@

VneN, wu, = (kmn+ky)2"
uy = —1 N ky =—1 N ky =—1
u; =0 (ky +ky) x2=0 ky=1

YneN, w,=(Mn-—1)2"

|4]. FIBONACCI Leonardo, italien, 1175 ?-1240 ?. De son vrai nom Léonard de Pise, dit Fibonacci (signifiant

« fils de Bonaccio »), Leonardo est le fils d’'un administrateur de la ville de Pise. Commergant et grand voyageur,
il parcourut ’Europe et les pays d’orient tout en s’imprégnant des mathématiques de son époque inspirées des
mondes grecs, indiens et arabes.

Dans son Liber Abaci (Livre de calcul), publié en 1202, principalement consacré aux calculs commerciaux, il
affine et résout des problémes algébriques déja rencontrés dans I’ceuvre du mathématicien Al Khwarizmi.

Fibonacci fait grand usage des nombres dits « arabes » (systéme décimal positionnel), du calcul fractionnaire et
de la méthode de résolution des équations, dite de fausse position. Il publiera aussi un traité de géométrie, Practica
geometriae (1220), ou il applique des méthodes algébriques & des problémes géométriques, et un traité sur le calcul
des racines carrées et cubiques (Liber Quadratorum, 1225).

Le Liber Abaci est aussi un recueil de « petits » problémes comme celui, resté célebre, de la reproduction des
lapins :

1
S

Possédant au départ un couple de lapins, combien de
couples de lapins obtient-on en douze mois si chaque
couple engendre tous les mois un nouveau couple a
compter du second mois de son existence ?

|
T T el |
| e T T T
T T T

=i 4 4
Eie 44 4 4
- -+
Lt e+ 44
L g wad
- ]
IR
Il

Tt

On est ainsi conduit a la célebre séquence des nombres de Fibonacci.
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