XIX

Suites récurrentes

Deux suites adjacentes décident d’aller s’éclater dans une soirée « mo limit ».

Mais elles se font refouler a Uentrée... )
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Q SUITES ADJACENTES

s 2
Dérfinition | (Suites adjacentes) : Deux suites (u,,),en €t (V,)nen Sont adjacentes si et
seulement si :

m (U, ),ecn €st croissante.
m (U,)nen €st décroissante.

# lim v, —u, =0.
n—+o00 n n

Théoreme des suites adjacentes

Lenanie |- Solent deux suites (u,),en €t (v, )pen remplissant les conditions de la défini-
tion (1) .
Alors,
vneN, u,<uv,.
Théoréme | : Si deux suites sont adjacentes alors elles convergent une méme limite £. 2!

Remarque : En particulier, Vn € N, u, < ¢ < v, : u, et v, sont des valeurs approchées de ¢,
respectivement par défaut et par exces a v,, — u,, pres.

n
. 1
Exercice | : Montrer que les suites (S,,),>; et (T,,),>; définies pour n > 1 par S, = E 2 et
k=1
1
T, =S, + — sont adjacentes.
n

n

1
En déduire que S,, = Z 2 converge.
k=1

Approximation décimale

Proposition 2 :  Soit z € R.

10™
Les deux suites définies par a, = L IO”xJ’ et b, = a, +

1
Ton sont adjacentes et ont pour
limite commune z.

Le décimal a,, est appelé approzimation décimale par défaut de x a 10™" pres, et le décimal b,,
approzimation décimale par excés de x a 10~ pres.

Exemnple | © Si x =, on obtiendra a; = 3,141 et by = 3, 142.

|2]. Pas de soirée « no limit » pour nos suites adjacentes !

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIX : Suites récurrentes
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Ei' Dichotomie

\
Proposition 3 (Méthode de dichotomie) : Soit f une fonction continue sur un segment
[a; 0], telle que f(a)f(b) <O.
On construit deux suites récurrentes (a,,),cn €t (b,,),cn €n posant :

ma,=aetby =0
= Pour tout n € N*,
a, +b a, +b
o sif(a,)f (%) <0, on pose a, ., =a, et b, , = %,
. a, +b
e sinon, on pose a, , = % et b, , =0b,.
Les deux suites (a,,),en €t (by,),cn sont alors adjacentes, et elles convergent vers une limite
commune « vérifiant f(«) = 0.
b—a
De plus, Vn € N, b, —a, = o Ce qui majore ’erreur commise en approchant « par
\(an)neﬂ\l et (bn>n€[N‘ J
f(bo)
floy
ag=a . %2 b2 bo =10

: @ SN by .

T fay

: fla1)

«

Figure XIX.1 — Méthode par dichotomie

Remaraque : a, est une valeur approchée de a par défaut a

rés, b, est une valeur
on > On

approchée par exces.

4 3\
Exemple 2= © On cherche & étudier les variations de la fonction f définie par

f(z) = x* + 422 + 4x — 5.

Cette fonction est continue et dérivable sur R, de dérivée f’(z) = 4(z® + 2z + 1).
11 est donc nécessaire de connaitre le signe de g(z) = 3 + 2z + 1 donc de connaitre ces racines.
La fonction g, étant continue et strictement croissante, elle établit une bijection de R sur R.

En particulier, elle s’annule en un unique réel a € R.

On aimerait déterminer une valeur approchée de . Ayons pour cela recours & la dichotomie.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIX : Suites récurrentes ﬂ
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def dichotomie (f,a,b,epsilon): # f continue et f(a)xf (t) <=0
# avec a<b
while b—a >= epsilon:
milieu = (a+i)/2
if f(a)xf(milieu) <= 0: # f s’annule dans la
# premieére moitié
b = milieu
else

© 0w N O s W N

a = milieu # f s’annule dans la

-
o

# deuxiéme moitié

return (a+i)/2.

=
=

Figure XIX.2 — Dichotomie en Python

(" )

= On commence par trouver un premier encadrement de o en constatant que g(0) =1 et g(—1) = —2.

La racine de g se trouve donc dans l'intervalle [—1; 0].
= On calcule ensuite g(—0, 5) qui se trouve étre négatif, donc « € [—0, 5 ;0].
m Puis on calcule g(—0, 25), qui est positif, donc « € [-0,5;—0, 25].

On sait donc déja que o ~ —0,375 a 0, 125 pres.
On aura naturellement recours a la calculatrice ou & 'ordinateur pour effectuer ce genre d’algorithmes de

fagon plus poussée.

Remar@ue : Pour obtenir une valeur approchée a € > 0 pres, il suffit de choisir n tel que :

b—a
b ln( )
e s N €/
2n In2

\ v

<n

' SUITES RECURRENTES

Dans tout cette section, f est une fonction continue sur un intervalle I & valeurs réelles.

ug €1

On étudie la suite (u définie par
(tn nco P VneN, u, ;= flu,).

qul

Upi1 = VU, +1, Vn eN.

Exercice 2 : Soit (u,),cn la suite réelle définie par

Montrer que Vn € N, 0 < u,, < u,,; < 2.
En déduire que (u,,),,c) converge et déterminer sa limite.

‘ Représentation graphique d’une suite récurrente

4 \
Méthode | (Reeprésentation dune suite) :

?mmmmde%mwwwvmunﬂzf(un)mmw
= On trace b counlle ; neprsventative de la fonction f associse o de b premisne bissectnice

(A): z+— .

= Ofrb(ﬁo@@e[\wﬁl (ug;0).

m On touse u; = f(ug) & Paide de %f.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIX : Suites récurrentes
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-Onmrmbe@e(ul;O)d@'owe@@&m@.

T
1,7 Uy =9,5

—
!
T

(L SR -

— 4
£
S

Figure XIX.4 — u,_ , = cos(u,,) avec u, =0, 3.
Figure XIX.3 — u, ., = y/5u, avec u, = 2 et
uy =9,5.

Figure XIX.5 — Exemples de suites convergentes

Stabilité et définition

Définition 2 (Intervalle stagle) :  On dit que I'intervalle I C Dy est stable par f si

f@cL

Proposition 4 (Existence de la suite) :

Soit f: Dy R et I C D, stable par f.

Si ug € 1, alors la suite (u,,),,c) est bien définie et, Vn € N, u,, € L

—4
ATTENTION Yo

I |

ne définissent pas une suite !

Les relations
un+1 - ln(un)

Upi1 = f(un) = 1+ Uy
la fonction associée est définie et strictement croissante de [—1; 4+-o00[ sur RY.

=8
Exenple 3 © On considére la suite (v,,),,., définie par {uo o, frxr—V1i+a ]

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIX : Suites récurrentes 5_|
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( )
T -1 0 8 +oo
+o0o
e
0
L Un intervalle de stabilité peut-étre [0; 8], [-1;8], [0;4oo[ ou [—1;+oo[ mais pas [—1;0] ou [8; +oc0]. )
Variations
Proposition S © Pour tout « € I, on considere le nombre §(z) = f(z) — =.
Si, Vo € 1, 6(z) > 0, alors la suite (u,,),cy est croissante.
Si, Vo €1, §(z) <0, alors la suite (u,, ),y est décroissante.
\

Exensple 4 : Reprenons la suite (v,,),q de I’ exenple (3) .

1++5 1-+v5
14z —a? T2 T2
Onad(z)=vVi+z—z= = .

\/1+w+w_ Vitxz+x

. 7 1++/5 8
2

f(@) - 0 +

Comme on a choisi I = [0; 8], la quantité é(x) n’est pas de signe constant sur I. On ne peut pas utiliser cette
propriété.

On aurait pu si on avait opté pour les intervalles de stabilité

1 1
+2\/3 ;8] ou [0; -l;/ﬂ plutét que [0 8].

. .

/

Proposition £ (Lien avec les fonctions monotones) : Soit f: Dy +— R, I C D, stable
par fet (u,),cn définie par

ug €1
VneN, u, = flu,).

» Si fest croissante sur I alors la suite (u,,),,c) est monotone et sa monotonie dépend de
I'ordre de ses premiers termes :
o Si f(ug) —ug =0, alors (u,,),cn est croissante.
o Si f(ug) —uy < 0, alors (u, ),y est décroissante.

= Si fest décroissante sur I, alors les suites extraites (ua), )pen €t (Uayi1)pey SONt MoONO-
tones et de monotonie contraire.

. v

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIX : Suites récurrentes ﬂ
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ATTENTION { Ug

Pour les suites du type w,,; = f(u,)pen -
f(dé)croissante >< (U, ) pen (dé)croissante.

Considérez, par exemple, la fonction définie
par f(x) = = + cos(2mx) et la suite (u,),cn
définie par :

17
f(uy)

= u, + cos(2mu,,).

un+1

Un rapide raisonnement par récurrence mon-
trerait que u,, = n+1, Vn € N donc (u,),en
est croissante et pourtant, f ne l'est pas le

moins du monde.

Exemple S : Reprenons encore I’ exemple (3) .
La fonction f :  — /1 + x étant croissante sur [0 ; 8], on peut en déduire que la suite (v,,),,c, €st monotone.
Comme de plus vy = 8 et v; = 3, on en conclut que (v,,),,oy est décroissante.

Comme par ailleurs elle est minorée par 0, on peut en déduire que (v,,),,cy est convergente.

Vs

Méthode 2 (Suite récurrente associée a une fonction décroissante) :
@wm?emdlwwgwnaﬁmdémmm@iﬂdwm:
dswnmd@u%ngofebdewmmm%wmgommnbwmm&mem@a

monolonie deb suille, (Usy, )pen & (Uoni1)nen:
d,dl;dm@em%mede@@@omtbmu x> g(z)—z Wd@b@vmm%@@mmobomede (Yo ) nen
el <u2n+1)n€D\l :
m o g(ug) —ug =0 (vw,c?
<0

m s g(ug) —uy (’wav

) (s )pen ebb croinsambe (rebn. décroinbamte).

0
0) (Ugpi1)nen eob décroinbante (“"“1”’ croisbante).

A\VARV/AN

ATTENTION

Dans le cas ol (Ugy, ),ep €t (Ugy 41 )pen cOnvergent, on ne pourra pas en déduire que la

suite (u,,),ey converge.

sous-suite diverge ou que deux convergent vers des limites distinctes. Rien n’est, a priori, assuré.

Convergence et point fixe

R.appel | (Point fixe) : Soit une fonction f définie sur un ensemble I.

On appelle point fixe de f sur I tout réel x € I vérifiant f(z) = x.

Pour ce faire, il faudra, par exemple, montrer que ces deux suites sont adjacentes et/ou qu’elles
convergent vers la méme limite. Prouver une divergence pourra se faire en montrant qu’'une

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIX : Suites récurrentes
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-
Proposition T (Si (u,, ),
définie par

f continue sur I
Sig et

. converae) o Solent f: I+ R avec I stable par f et (u,),ecn

ug €1

Uy = flu,), Yn eN.

, alors £ est un point fixe de fi.e. f({)="/.

(uy, ) pen converge vers £ € 1

~

En particulier, si f n’a pas de points fixes sur I alors (u,,),,cy ne peut converger.

1
Figure XIX.6 — u,, , = u, + — avec u, = 1.
U

fn’apas de points fixes et (u,, ),y diverge vers +oo.

Figure XIX.8 — Exemples de suites divergentes

Figure XIX.7 —u,., = (u, + 1)(3 —u,,) avec

f a deux points fixes et (u,,), . diverge vers —oo.

R.emarque :Pour déterminer les points fixes de f, on étudie les points d’annulation de la fonction

x+ f(z) —x sur L

ATTENTION

Ce théoreme ne donne qu’une condition nécessaire sur la limite. Il ne permet en aucun
cas de prouver que la suite (u,, ),y est convergente.

Lycée Jules Garnier

CHAPITRE XIX : Suites récurrentes
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Si f n’est pas continue, la suite (u,,), <y ne converge pas forcément vers un point fixe

de f.
e A
Contre-Exemple b : Soient f: [0;1] ———> R et (u,,),en
>~@ar—> @Gl@E [0;2{
ATTENTION x 1
sixz € [f 5 1}
2
= 1l
définie par tho
un+1 = f(un)
1 1 1 . .
Alors, Vn e N, u,, = 5 (1 — §> converge vers - qui n’est pas un point fixe de f.
\,
e A

Exemple T : Revenons & I’ exemple (3) .
La suite (v,,),cy est convergente et la fonction « — v/1 + = est bien continue sur [0; 8].

Par conséquent, la limite £ de la suite vérifie v1 + £ = £.

1 5
Dol 1+ £ = £% et £ > 0. Finalement, on obtient £ = +2f.
1
Donc, lim v, = + \/5
n—+oo 2

Remarques :Dans le cas d'une suite (u,,),,c, définie & partir d’une fonction décroissante o les
suites extraites (g, )pen €6 (Uopy1)nen cONvergent :

— Celles-ci convergent vers des points fixes de g = f o f. Lors de la recherche de ces derniers il
sera bon de remarquer que les points fixes de f sont aussi des points fixes de g. Cela aidera
pour d’éventuelles factorisation.

La réciproque est fausse : les points fixes de g ne sont pas nécessairement des points fixes

de f.

1
Contre-Exemple 8 : La fonction f : z — — admet deux points fixes 1 et —1 mais fo f n’admet
T

que 1 comme point fixe.

— Si les deux sous suites convergent vers le méme point fixe, la suite mere (u,, ), oy y converge
aussi. A défaut, si elles convergent vers deux points fixes différents, la suite (u,, ),,c) diverge.

Définition 3 (Fonction contractante) :  Soient I une partie de R et f : I — R une
application.

On dit que f est contractante sur 1 si f est k-lipschitzienne sur I avec 0 < k < 1.

En particulier, d’apres I'inégalité des accroissements finis, si f est dérivable sur I et telle que
|f'| <k <1surlalors fy est contractante.

s N\

Théoréme 8 (Théoréme du point fixe) : (Hors-Proaramme)
Soit f une application contractante sur un segment I stable par f.

Alors, toute suite (u,, )¢ définie sur I par la relation de récurrence w,_ ; = f(u,,) converge
vers I'unique point fixe ¢ de f.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIX : Suites récurrentes ﬂ
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En particulier, Vn € N, on a :

lu, — €] < k" Jug — €. (XIX.1)

Ce théoreme donne, de plus, un algorithme de calcul du point fixe, appelé « méthode des approxi-
mations successives ».

De plus, I'énoncé donne un majorant de I’erreur sous la forme de (XIX.1).
Calcul approché du point fixe : Le terme u,, constitue une estimation du point fixe ¢ de f

avec une précision au moins égale a k™ |uy — £|.

Bien remarquer que la convergence de (u,, ), €st

ATTENTION une hypothése dans la proposition (7).

[2] une conclusion dans le théoréme (8).

U0:6

un-i—l =V 5+2un

Exercice 3 : Etudier la convergence de la suite (u,,),c, définie par {

II.5I[ Plan d’étude des suites récurrentes d’ordre 1

Lorsque I'énoncé de 'exercice ou du probleme ne pose pas de questions intermédiaires, voila un
)
petit rappel des points essentiels de ce qu’il faut faire pour étudier une suite récurrente d’ordre 1.

Soient f: D+ R, J C Dy un intervalle et (u,,),cy une suite définie par la relation

ug € J
Uy = flu,), Yn eN.

La premiere chose a vérifier est que la fonction f est continue sur J ou, au moins sur un
sous-intervalle I qui vérifiera un maximum des propriétés listées ci-dessous :

— Si fn’est pas continue, alors tout ce qui va suivre ne s’applique pas.

ATTENTION — S'il n’existe pas d’intervalles bornés stables, (u,, ),y diverge. La réciproque

est fausse.

@ I est stable par f et contient au moins un terme de la suite a partir d’un certain rang.
C’est la proposition (4) .
@I est un segment [a;b] i.e. fermé (pour retenir les lim\ites) et borné (pour pouvoir
y appliquer les théorémes de convergence monotone). A défaut, on devra parfois se
contenter d’un intervalle semi-borné et/ou semi-fermé sur lequel on essaiera d’adapter
ce qui suit.
@‘ Pour étudier la monotonie de la suite, on étudiera celle de f sur I ainsi que le signe de
d(x) = f(x) — x, en espérant qu’il y soit constant. C'est la proposition (5) .

On récupeérera les éventuels points fixes au passage.

Remarque : Le signe de 0 dépend de la position de la courbe représentative de f par
rapport a la premiere bissectrice.

I doit nécessairement contenir un ou des points fixes de f. C’est le contenu de la propo-
sition (7) et du théoréme (8).

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIX : Suites récurrentes m
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S’il n’en contient pas (u,,),cy diverge. Il restera a déterminer le type de divergence : un
théoréme de comparaison ou l'extraction de deux sous-suites divergeant/convergeant vers
des limites différentes suffisent souvent a conclure.

Si f possede des points fixes dans I, plusieurs cas se présentent alors :

@ Le cas le plus facile : c’est celui ou f est contractante sur I ce que ’on aura prouvé
généralement & ’aide de I'inégalité des accroissement fini dans le cas d’une fonction
dérivable et telle que |f’| soit majorée par une constante strictement inférieure a 1
sur I.

Dans ce cas il y a un unique point fixe a € I, vers lequel la suite (u,,),,c) converge. On
ne peut pas appliquer le théoréme (8) directement car il n’est pas au programme
mais on pourra mener la méme démonstration.

— La fonction f n’est pas nécessairement croissante !
ATTENTION

— La suite (u,, ),y n'est pas nécessairement monotone !
(b) Le deuxiéme cas le plus facile : c’est celui ot f est croissante.
Dans ce cas la suite (u,,),cy €st monotone, et comme elle est bornée elle converge. Il

restera a trouver vers lequel, souvent par un argument de monotonie partant de u,.

— La fonction f n’est pas nécessairement contractante !

ATTENTION — La fonction f peut avoir plusieurs points fixes!

— La suite (u,, ),y n'est pas nécessairement croissante !

Exemples : f(r) = 22 n’est pas contractante sur [0;1], elle a plusieurs points fixes
(deux), et les suites récurrentes u,, ; = f(u, ) sont décroissantes.

@ Un autre cas « gérable » est celui ou f est décroissante méme si cela se passe en général
moins bien. La plupart du temps, on sera dans le cas @

ATTENTION

— f n’est pas nécessairement contractante !

— f peut avoir plusieurs points fixes!

Dans le cas contraire, les suites (uy,, ),,cp €t (Ugy,41)nen SONt monotones, I'une croissante
et 'autre décroissante. Comme elles sont bornées elles convergent toutes les deux, mais
pas nécessairement vers la méme limite qui sera nécessairement un point fixe de fo f.

i. Si le point fixe est unique, les deux suites convergent vers lui ainsi que la suite
(un)nED\I'

ii. S’ils sont pluriels, tout dépendra de si les sous-suites convergent vers le méme ou
pas.

En général, vous rencontrerez deux cas de figure :

o les sous-suites sont adjacentes donc convergentes (vers le méme point fixe)
ainsi que la suite (u,,),,cp-

o les sous-suites convergent vers deux points fixes différents : (u,,),,c) diverge.

@ Dernier cas : on n’est dans aucun des cas précédents. Alors il faut réfléchir un peu ..
faire preuve de jugeotte et d’initiative ... Etudier le signe de f(z)— z, ..L’énoncé vous
aidera !

Exercice 4 : Soit (u,),cy la suite définie par la relation de récurrence suivante :
ug=a€l0;1] et VneN wu,4=u,—ul.

[1] Montrer que (u,,),cy est minorée par 0.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIX : Suiles récurrentes
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Montrer que (u,,),,cy €st convergente.
[8] Montrer que la limite de (u,,),cy est 0 .

Supposons maintenant a < 0. La suite (u,,),,c) converge-t-elle ?

@ SUITES RECURRENTES LINEAIRES

( A
Définition 4 (Suite récurrente linéaire dordre 2) :  On appelle récurrente linéaire
d’ordre 2 toute suite définie par la relation de récurrence :

Upo = AU, 1 + bu, avec (a;b) € K2 (XIX.2)

Remarque :Sib =0, la suite (u,, ),y est géométrique de raison a. Il s’agit d’une suite récurrente
linéaire d’ordre 1.

( )

Définition S (E quation caractéristiaue) :  Soit (U, )pen une suite récurrente linéaire
d’ordre 2 définie par (XIX.2).

On appelle équation caractéristique associée a la suite (u,, ), I'équation

2 —ar—>b=0.

Cas complexe : K=C

4 )
Théoréme 9 : Soit (u,,),cy une suite de CN vérifiant

VneN, u,.,=au,, +bu,,
avec a,b € C, b # 0 et soit A le discriminant de son équation caractéristique.
Si A #0 et rq, ry sont les deux racines distinctes de 1’équation caractéristique, alors
I (A;pu) € C? tel que Yn €N, u, = Ary™ + ury™.
Si A =0 et r est la racine double de I’équation caractéristique, alors

I (A;pu) € C? tel que VneN, wu, =X+ pun)r".

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIX : Suites récurrentes £|
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Cas réel : K=R

Théoréme IO : Soit (u,, ),y une suite de RN vérifiant
VneN, u, ,=au,, +bu,,

avec a,b € R, b # 0 et soit A le discriminant de son équation caractéristique.

SiA > 0etry,ry,sont les deux racines distinctes et réelles de 1’équation caractéristique,
alors
I (A;pu) €R? tel que YneEN, wu, = A\ry™ + ury™.

|zl Si A =0 et r est la racine double de I’équation caractéristique, alors
I (A\;pu) €R? tel que YneEN, wu, = (\+ un)r™.

Si A < 0 et re*™ sont les deux racines complexes et conjuguées de 1’équation caracté-
ristique, alors

I (N\;u) €R? tel que VneN, wu, = (/\ cos(wn) + usin(wn)) .

—_——
Exemnmple 9 (Suite de Fironnacel) :  Un exemple classique de chez classique, la suite de Fibonacci
définie par Fy =0, F; =1et Vn e N,

Fropp=Fpo+F,.

Cette suite a pour équation caractéristique 22 —x — 1 = 0 dont le discriminant est A = 1 +4 = 5 et dont les
racines sont :

1 1 1—
¢ = + /5 et PYp=——= \/5
2 1) 2
On peut donc écrire F,, = A¢™ + pyp™ puis, avec les conditions initiales qui imposent A = —p = ﬁ :
1
F, = — (o™ —ym).
n= gl = )
g Y.

. Uy =—1,u; =0
Exercice S : Déterminer u,, pour tout n € N sachant que 0 P
Upyo = 4un+1 - 4un

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XIX : Suites récurrentes ﬂ
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