Feuille dexercices n°18 Suites récurrentes

Suites récurrentes

Q COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

Exercice | :
n

Montrer que les suites (u,,),cn €t (V,,)nen définies par u,, = —etv, =u, +

1
£ k! n(n!)

sont

adjacentes.
n

1
x -
@ On pose I, = /0 oy el=® dx. Calculer I, et montrer que (In)nEN converge vers 0.

1
=1 pour tout k € N*.

@ En déduire que u,, = e —1I,, pour tout n € N puis déterminer lirf Uy,
n—+oo

(v) Montrer que I, ; — I,

En déduire que e est irrationnel.

Correction :

@mwam:
1

T U= e O
1
— Uy — Uy m}Od@m@@W(u,b),beN%tmm@ewtouLneN*.
1
- — =— < done lo sui i Coub IN*.
Upi1 — Up R Do 1) 0 swile (V,,) pen %tmmamberoun n e

Efe)b, suibes (un>new b ('Un)ne[N nonb ad.a;aoembe@ donc oo/rweh%,e/nbeb, vent Q@ méme Qmmbe
1
@Ioz/ el’xdx:[fel’x](l):efl.
0
1
?m[();l],()éx"elﬂgedmxg cwisbance de Lints ,Oglngﬁ/ de =
pon mitgpale, 0 <1, < 0y |

n!

@0/[\/1,9@ Qe)b, ﬂ%mhmkd,emmdhe/memb, <I”)new wn/mefua,e wend 0.

D * - - 1 . b » ,
JMkGN,IHk!&II—)e sont de dasse € m[o,l]mwwmww

weol s L . s ) 1 1k ) 1
kalz/ ezdw[e“’} +/ —elrdr = — +1,.
b (k—1)! k! 0 3 k! k!

1
Done, VEEN, T, —1, = o

@%w@xwm&béﬁu&mw@bwkmwlanew;

1
D —Li=Y = =1L -lj=u, < u,=e—1,
k=1 k:lk'

Emuozoze—lwmdam%tmwmnew_

@W%tﬁm&m&m@%md@mmmmwnhm u, = €.

—+00

Remaraues :ﬁmwneN*,ungegvn%thmanmde edumphédm‘m&w

1
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Fewille dexercices n°18 Suites récurrentes

1 1 1
@fwa,,[w)bavoTnTEe,u3=1+1+2+6=2+3N2,67%tumeaﬁ'\nmmqude ecvu/n,@[\)leo.)ax.o'n,
gam?,aﬂwndawﬁmﬁm, eZEEQ.
@mcuu \e<v awec U, %bmhahmvneﬂwrwtdmw@mm%@oﬂmf NeN

q

@naaﬂoﬁb/:

N 1 N1 1
ug= < e=2 <ugt—=—+— o N<plg— DI <N+~ <N+1.
g q a! ¢! qq! q

i'mp(q—l)!wmmwmummmmméuNetNﬂﬂww

n
. 1
Exercice 2. : Montrer que les suites (u,,),>; et (v,),>; définies pour n > 1 par u,, = E et

1
v, = U, —|— 5 sont adjacentes.

Correction :
1

—VnEN*,un+1—un:m2O.
Donc lo suike (U, )p>1 ebb croibbambe.
1 1 1 —(n?+3n+1)
-V IN* —v, = - =—>—-—<0.
mMEN U T = T Y T T T Tt e

Donc o suite (v,,),; est décroissante.

@m&m’m(n)n>let nn>1wntada'owm’

+o<>1

Un peu dhistoire : Lo limite de lo suite (u,),51 esk notée Z it

@fn,d.egwwb Wowwﬁe ?@Kwnmd@%mmmb%gw

=3
@%m@nbdmwdauo{)bctueCé@bdé@i/Mem&@nWm@medéb@quua&mﬂaﬁmﬂéedeC@)

¢(3) ~ 1,2020569

3)%twe9éewmwedﬁwm®ﬂmmde%o%mwwammm 1977 lo Réorsme

d‘ﬁgM:

¢(3) ent vationnd.
?wmwmwmmwmmk>l,%wwmwwkmmw
it s Raband, wiaient; aucun, fodteun, commun, eat égall & TC(K), on peticalien, b prolfilis poun trois

nombres d e remiensy enine euco ebl Q%J@ & Linsorse de la, constamte d'ﬁw %g(:a) ~0,831907 ....
En 2015, on connainsait & o aed 400 000 000 000 décimales de ¢(3).
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Fewille dexercices n°18 Suites récurrentes

Exercice 3 : Soit a un réel strictement positif.

Un peu dhistoire : Les babyloniens (2000 avant J-C) ont, semble-t-il, utilisé comme approxi-

1 a
mation de \/a la quantité 3 (b+ E> ot b est un nombre arbitraire, en pratique proche de \/a,
par exemple sa partie entiere. Le procédé peut étre itéré.

On définit les deux suites :

b, est arbitraire, élément de ]\/a ;00|
a
a, = —
T by
a,+b 1 a
b _n n_ [y el
\ n+1 9 ( n + bn>

Montrer que Vn € N, a,, < va < b,
[2] Montrer que les suites (a,,),cy et (b,),en sont convergentes.

3 n dequire que (a converge vers & = 4/a.
En dédui n/neN g \/_

Correction :
‘ ?MWWWHGN,m@bO2\/&I\mdégAN¢UmMQOZ%<\;L&:\/&.Sgo,mmébé%t

b — 2
by —Va= % > 0. (XVIIL1)
Doty by > Va b apyy = < —= = a
o o bn-‘rl \/a

glmdwmwmmwwneﬂ\l.

2] @ bui—b :aH’ —b, a"*b oﬂ)m(”)”ewbtmm@ﬂtmw\fﬂe

anH—an: —520. @om/o (@, ) nen ebb cwinsante. MWFM\/@JQQWWW

bn+1

u/n/’veeﬂa \f
l% mebufbectue nnewmw%emwne&/m&eaet(n)n@dumume&m@ﬁ

&LW %mmﬁwmdg%mm @) ment & (b)) ners on obbient :

a a+p
et ok —
8 ‘T

o =

= a=p.

Dot B2 =0 awec B> 0 a =B =+
?WQIWT&®GZQ,WW®6022.
@no@bp/nl}bupoebb,{/ue/mgnb:

a, = 1 1.333333333 1.411764706 1.414211438 1.414213562
b, = 2 1.500000000 1.416666667 1.414215686 1.414213562
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Fewille dexercices n°18

Suites récurrentes

© 0 N s W N

— e
=]

def heron(a,p):
u = 2 # premier terme quelconque strictement plus grand que sqrt(a)
delta =1
n=20
while delta >= 10%x(—p):
prec = u
u= 0.5 % (u+ a/u)
delta = abs(prec — u)
n+=1

return u,n

ﬂ;[whb\)bd,e XVHI.l),m@KG(A’BmﬂM@VHGNb a—v< JCE/CTMA/!WC&/F\A%ECTM/@d/%

Exercice 4 : Soient uy > 0 et vy > 0. On considere les suite (u,,),cyn €t (v,),cn définies par :

1 2 1 1
Up 11 :§(Un+vn> et v :U_+v_
n+1 n n

Montrer que Vn € N*, u,, > v
Montrer que les suites (u,,),,cn €t (v,,),en SONt convergentes.
Déterminer lim w,,.

n—oo

n*

Correction : R nécunrence immediate, on o V1 € N,u, >0 e v, > 0.

u, +v 2u,,v (u,, —v,)?
VneNu, ,—v =+ nno—n >0.dod, Ve N u, >uv,.
n+1 n+1 ) u77,+vn 2( +’U) n
?a)umbaﬂu@nb
u, + v v, — U
- Vne D\‘*vunleiun:%*un: - 2 . =0 : (un>neﬂ\l owil.
2u,,v (u,, — v,)v
- VneN v, 4 —v, = —" —p, =120 (v déoroik.
n+1 n un+vn n un+vn X ( n)ne[N

@%@MVHEN*,unévnévo:Q@Wb@(un)new Mmmmnbeeb«noame%e%mm%ema

@em@nanGN*7vn>u

n

2“():&Lm<vn)new dewmnteetmmeﬂpewvw%emb

b 2ab
Ofn,cbaza+ ek b= a noilb @ = b.
a+b

@%WWW\VTIEN, nUp = Ugy.
Tmmbeﬂue/r@ eﬂbrﬂbbamb@@a/@umbe,} a2 =wuyvy b lim u, = lim v, = /uyv,.

n—+0oo n—+0oo

Exercice S : Soient 0 < b < a et (u,),ens (V) nen les deux suites définies par

U, + v,
uO:a,vozb,unH— 2 yUnt1 = VU

On admettra (ou on démontrera) que les suites (u,,) et (v
v,, = 0 pour tout entier n.

n

) sont bien définies avec u,, > 0 et
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Fewille dexercices n°18 Suites récurrentes

‘ Démontrer que pour tous réels positifs x et y, on a

r+y

VZY < 5

Démontrer que, pour tout n > 1,u,, > v,,u, = t,q €t v, = v,.

1
[3] Démontrer que, pour tout n >0, on a 0 < U, — v, < 5 (u,, —v,).

Démontrer que (u,,) et (v,,) convergent vers la méme limite. Cette limite est appelée moyenne
arithmético-géométrique de a et b et est notée M(a, b).
Ecrire une fonction Python nommée moyenne(a,b,ecart) qui donne un encadrement de

M(a, b), avec une amplitude inférieure ou égale & ecart.

Correction :

.‘%m»@bdemanﬂmw f—\f Oebdedwe%@odﬁeumﬁaﬂbe
qu n/ngbbwnewwec}umwm/m@dwbedega%mhmrnmnb@wmx—unlet
Y=y

@BPQMAQO/R/Q/:

@efm@m@,

Unt1 = VUnpUp = \/E:vn'
‘ @nw&deaaqueun Upy1 2 0@9‘1&1@,
un+vn_2\/m

Upy1 = Upy1 = B

TR 0<y, <u, e cwissance de lo, jon T — /T, on o /U, U > v . On en déduib

u, +v, —2v 1
Upy1 = Vppy S ——p— ; == E(un_vn)'

‘ @e%h%ﬁmrﬁ%m@md@b@mmuwm@@wwmmwn omn
a
Ogun—vn<%(1lo—v0).

Jo(aunm (u,, — v, oozwue)u%eumO

foﬂxam»%mmpre%mmm&gudwwm(un)newet ""ENWQO@WU —w,, <ecart.
?mmwbm%de@nmmmwgmmwwwgw%m% mljmjhb,

def moyenne(a,b,ecart ):

u=a

v=Db

while ((u—v)>ecart)
w=u
u=(u+v)/2
v=math.sqrt (wxv)

return u,v

[ e . L 2
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Fewille dexercices n°18 Suites récurrentes

Exercice L (Séries aternées)

(=D*

n
Soit (u,, ),en la suite définie pour tout n € N* par u,, = Z p

=1
() Etudier les suites extraites (ug, )pey €t (Ugp 1) nen-

(v) En déduire que (u,,),ey converge, et donner un encadrement de sa limite.
n

Soit (u,,),cp une suite décroissant vers 0. On définit Vn € N*, v, = » (—1)*u,.
k=1

(=) Montrer que (vg,),en €t (Vgpny1)pen sont adjacentes.

@ Conclure.

Q SUITES RECURRENTES

Exercice T : Dans un repére, représenter les suites suivantes :
UO:_l uO:O,]. UO:5
1
B {Un+1 =+/2+u, 2] {unH =2u, (1 —u,) _ A, —1

Correction :

[ Sp—
[«]

2]

Exercice & : Etudier la convergence des suites suivantes :
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Fewille dexercices n°18 Suites récurrentes

uy =0 uy =1 ug € R
1
B {unH — /5t 2u, (4] {unﬂ S w2 + 16

uy =0
.2 1 .

E

u =
T3 u,,

'LLO = 1
3 — -
{unJrl = ln(un + 3) Yn+1 = Un * u

n

(=]

Exercice 9 : On consideére la suite v définie par la récurrence :
VneN u,.q=u,+2u,? et u,eRL
Justifier que (u,, ),y tend vers +oo.
Correction : gagomwuwmaéef:me+2x2 esb croissante sur Lintevsalle stalle R done la
suite (Uy,),cp ebb d,egm‘w@, monotone i cwisnambe.
Done (“n>new n'ent P,ob 'm,oa,o’vee o ofle dA/ue)ua/@ wens +00.
Exercice O : Soit (u, ),y la suite vérifiant uy = 9 et pour tout n € N, u,,,; = /6 + u,,.

On définit la fonction f par f(x) = 6 + x pour z > 0.
Montrer que [3;+o0[ est stable par f. Qu'en déduit-on? Donner les limites possibles de

(un)nGD\l'
‘ Montrer que (u,,),,cy €st décroissante et conclure sur la convergence de (u,, ),en-
1
Calculer sup (f’) et en déduire que pour tout n € N, 0 < u,, —3 < =
[3;+00]

Convergence de (u,,),en ?

Correction :
‘ ?MWMWW f est dinement croissante sun [3;+0ol. o, suite (W) e etb
Eorm/m;efebbwnbvnuew)b [3;+00mewemnﬂipyfeco'me)ﬂ@/nwde(un)new be@ehaumwmd%lu)«mf@
Kmoeudefda/w [3;+oc[.(€yrvéwanmb—2,@eb&£[wmx,%e%t3.

?M@Wwdeﬁ?@hu&e(un)n€N%tmwfo«w.ﬁzmulzx/6+u0=\/ﬁ<9=u0,eyﬂe%t

SDQ/[\)U% Q@ c?u,e)ab\m» l'vmdefmte, on en déduil nl—lﬂloou" =3.
EE@KOMKHMf%JSdéMGQ»QeM]—GﬁOO[domm 35 +00[ ot lon o -

1 1 1
= = Vaze[3;+o0f, |f(z)] <

06tz S/ 6
Poun tout a,b de [3;+00], f esk continue sun [a;b] ef (au moins) dénisalble sun Ja; b, @W Q‘.-mé(ag&té
de}a,acmmbbeﬂnm@vw ofrbo,qﬁonb .

0< f'(x)

| =

17(0) ~ fla)| < glb—al.
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Fewille dexercices n°18 Suites récurrentes

&owﬂqwmbc&tevn&aaﬂi@ 35, 4] ; ool o«vo@b\emtgumﬂ@/rrwmb

1
|un—3|<6|un71—3| = 0<u,—3< E(unfl—S).
(Uyn,e, p . sdial e
1 1
Vn e N, |u, —3| < 6—n|u0—3| =g
80/m/m;@0<1<1 lim ——O lim wu, =3.
6 n—-+oo Gn—1 M n—+oo
B uO - 1

Exercice | : Etude complete de la suite (u,,),,cy définie par 1

Upt1 = 1+ —

n

Correction : Onwdmwf:xH1+%53@@(mnmf%Ld@umﬁﬁemRidem

f’(x):—é<0€@Qeebtdmpbtmcb@memtdémmmamtem}—oo;0[et]0;oo[.

P allowns, f(z)—x = oot :_($—$1)(33—$2)}wx1:1_7\/59t 1+\fm@%[‘“’“m

T x 2
gwoeudef.

On nésume toub cda dans un tableaw, de saniations :

x —00 Ty 0 3wy 2 +00
e - - - -
1 +00
\ \é v
Y 3\m
f xl\ 2\§
2\
—00 1
flz)—=x + 0 - + 0 -

@nMW%WMmeZWaQ@WW
QWWWMMWW@W@%%MW@M@WWBWM%M
M%[l;QL%WWW@%W%WW&l&ZW%
3
12[5;2].
Bien, sin, 1, %I%W@rmdo&mbmm%emwd%bwmw.
ﬂm%mawl%tm%wf:

?wl,f%tmmn@exmaf@)zg f(2) =2 done
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Fewille dexercices n°18 Suites récurrentes

)
Il
1

0 w U2 Uz iy

1
Figure XVIII.1 — Premiers termes de la suite (u,,),,¢ définie par ug =1et Vn e N*, v, ., =1+ —.

I%J;utaﬂﬂewf.
%d@mma&mgwﬁemwwmw Vn e N, u, € L $honsdits stant immediatement
mmrwu@@smﬂ&&bédewa.
@ep&i@mmbwmb@wofﬂel,mrwwﬁwuoﬁwnaﬁbo&wdegamdef:
4
9

GWWMW@VWMWWW%WxZU"ety:xQHJ‘
On oltient -

Veel |f'(z))<=- <1

4
§|un_m2| Aand ‘Un+1—f($2)‘<

() = f(zs)] < gltn — |-

9

n

@@«LWWWWW Vn e N, |u, —x,] < (;91)711 lu; — xq).
@®) Comme lim (3>n1 =0 o |u; — 5] etb bowng, lo Héorome dencadrement assune que

n—+o00
nggloown—xz\:Ow.
i 145
it = =

mwmummwmwammn%%m&w%%ww,
$Wmmwmamwmg@mamw

Exercice [ : Etudier la suite (u,,),c, définie par uy > —1 et Vn € N, u,,; = In(1 + u,).

|1]. On choisira toujours le terme général de la suite et le point fixe qui sera la limite pour appliquer 'TAF dans
ce genre de cas
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Feuille dexercices n°18 Suites récurrentes

Correction : ﬂaowmf:a:l—)ln(l—l—a:)etg:x»—>f(x)—xd,é%m;eum]—1;+oo[etdéuxua%%.

g'(z) = 112
x —1 0 +o0o
g'(x) + 0 -

—0

&Pmrw@m Vael—1;400)] g(:c)gOetOeoLQemﬂrmmJ:gAmdef
o ug >0 comme Va >0, f(z) =In(l+ ) > In(1) =0, Q'MMM%@I:]O;+OO[%£bboﬁﬁermf$@
W(un)neN%tdé%md:%twuct@anWu&

Comme Vz €1, g(z) <0, Q@m(un)neN %tdedw}obo/nbeetwmra/b()dmwwmue)uje

gcvm/mef%l?orynﬂ/nuemo&wwbe nneNmeUmmW%mO

[2] % o =0, bo suite (u,) e eb comstante.

T neste done & dudien lo cas ot 1y €] — 1;0].
megoﬁbm%uﬂmmwl%nobeﬂwungg—l
&WW\LQ@@W VneN u, > —1 Lo suite (u,),cy eob donc & valewrs dams | —1;0]

ammﬁwqu lo suite (u nnewwmmmm@@
(el-1; O[&mf—owm&»rmmdmmmde(n)new

%h@tedmmdmm:

- ?abfe]—l;O[etlmmoombifwbédgﬁ@@w@mWWmmeraadew

Kxﬂmdwwwtvnwwo&edlwwmmﬁw&o’m
- %ﬁz—loﬂohbiﬂmbtewmmtheﬂwuNé—Qg.
szmaﬂowa, UN+1<IH(—O,9+1)§—2,3<—1wqubmmﬁ@edewummwnbwduﬂo«u

@W&m@mwnowﬂwu%g—leﬂ@m(un)new n'%brabdé%&m@d,[\onhn
d,u/ruc@d'a/i/mha/n%.

.Muo 400, um(n)neNmW@m@W@mq
[2] s o =0, o suite (1), et conslante,

[3] e o uo €)= 1;0] b suite (1), n'%brabdé%mxedw&'mmwﬂ%,
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Fewille dexercices n°18 Suites récurrentes

Exercice [3 : Etudier la suite (u,,),c, dans chacun des cas suivants :

uy € Ret VneN, u,,, =sinu,. uyg € Ret Vne N, u, ; = cos(u,).
Correction :
@g)mtoutcﬂmdeuo, ulE[—l,l].@mwﬁwmdm@nmua/ntwuoe[—l,l].

.SOouo—O bo, suibe (u n)nen sl consbante.

@%uo [—1;0], considénons la suite u’ dé%&/mrwbu{):—uoetVnEN,u;LH:sin(u;L).fa

gomb»mstmxd:wntumW%«Q%chmnpmmmmWVneN,u;:—un.
@nhuwmmdu@wuwnbwuo E]O,l].
Fuisque 10,1] € }0; g} on o sin(]0,1]) €J0, 1] o intovsalle 1=]0, 1] ook skalle pan.
FKinsi, si uy €]0,1], dors, V€N, u,, €J0,1].
?o«mose[(),l],rmozmg(x):sinxfx.gecl‘,dém/uoﬁgem[0,1]QLWJ:E[O,l],g’(x):cosx—l.
glgbtmmminé%uﬁ/uem]o,l]etdmnpmmdémmmnbem[0,1].©n%d,édmtwrmjb
x €]0,1], g(x) < g(0) =0.
Mm%wwnmmpﬂmuw_sm( n) < .g@w,{be(un)newebtmmbl’hm\t
WWWO&MW%KG[OI]
ffu,gwn&mxHSIDl‘%thwem[0,1]&dmwgwtmngmdef5€'&udedegmmmw
fo,umetwn,w&w%medmnb [0,1] dwmvvo.fgawteuwbdo/mwwencfmbeet lim w, =0.

n—+oo

gf,ehidevhe&mummemmﬂeum nnermw@zxaemOWMcﬂmdeuo
.%uowtwnﬂwegwwfw%ul 1, |:2,2j|r/\l/\b/u2

@nwmwdm@nmm@wuoe[o,l].

On o cos([0,1]) = [cos1,cos0] = [0,504...,1] C [0,1]. Done, lo gombm z > cosz lainse stalile

Cinberwalle T=[0,1].

GW%MWWEN, u,, € [0,1].

?oun,a:e[0,1],cmrmg(x):cosx—x.g%tmmdedmm@ommwmmmtdmmnb%m
[0,1}&%tdomobbwie/me/mtdémmbbombemm[0,l].

@erfwg%tmmm[0,1]a;uémgwg(0)=cos0>0etg(l)zcos1—1<o.
domowned;um,ebeuﬁe@owm[o,l]%wwce}maéega.

Jinsi, fwmetm[o,l]mwwwama.?wf@wmmmkw[o,l],
mwbww%w@(un)neNm%o'%bma.

fﬁm@omdjmf: z > cosz et déninalle sun [0,1] ethe[o’l]/
|f'(z)] = | —sinz| <sin(1) < 1.

ilimﬂa;o' Jite deb accroivbements gA/rwu montre alorns que

v (x,y) € [0,1]%, |cosx — cosy| < sin(1)]x — y|.

tni1 —al = [f(u,) = f(@)] <sin(D)]u, —al,
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Fewille dexercices n°18 Suites récurrentes

amwmmwn

[u,, — af < (sin(1))"ug — af < (sin(1))".
gcvm/m,eo SlIll<1Q@MAJJ@(Sln1 wweh;c&em@etdomum nnewwn/uemcaeuma

Remaraues :
- GWWWWw%Wchosxmmm@m[0,1],8%a,mo
swibets (tg,,)pen & (g 1)pen sonk shvicement monotones, de sens de saniations conbraines (dams
le can ot g € [0, 1].

— On el moter Q%Jmmt que si 1 (10 0 _ = 26,6..., dlows (sin1)" < 1072, Ror suibe, uyy est

inl)

mwﬂemwm&%d@a@m— W.Sﬁamcﬂmwauzo,m...(etmgwﬂgm

a =~ 0,739087042 ...).
Exercice 4 : Etudier la suite (u,,), o, définie par ug € Ret Vn € N, u,,,; = u2 — 2u,, + 2.

Correction : Run zeR
?—2r+2=z&2>-32+2=0(z—1)(z—-2)=0r=1loux =2.

@m@%&bwbe(un>newa%meM@?wwwwlw2.

Run n € N,
Up g — Uy, = (U2 —2u, +2) —u, = (u, — 1)(u, —2) (XVIII.2)
Upq — 1 =u2 —2u, +1=(u, —1)? (XVIIL3)
Upyq — 2 =uZ —2u, =u,(u, —2). (XVIIL4)

1°* cas. % Uy =1 ow uy =2, lo, suite (Uy, ) pen ebb conabante.
2tme cag § uy €]1,2[ (XVIIL3) et (XVIILA4) W@mwmw VneN, u, €]1,2].

(XVIIL2) montre alors que lo, swite (u,,),,cy etb shuictement décroissante.
&mzmméew 1,ermm%em%néewe[1,u0]q1,2[.
Dans co cas, la suite (u,) e conenge verss 1.

38me cas. $ uy €]2, +00|, (XVIILA) pevmel; de montnen par nécumnence que V' € N, 1, > 2.
Mois alors, (XVIIL2) montre que bov swite (u,,),,cp etk shvictement cwissante.
R () en conwenge, cenl; uen wn néell € € [ug, +00[C]2, 00|,

WWW@ngmmemaQ@a lo suite (u (tp ) nens dinsenger oy (1) pery St sbnictoment

, on o lim u,, = —400.
n—+oo

4émecas.50i,uo ]Ol[aﬂo’v@ul (uo—l) +1€]12[wwwwwwdmmm@wb

gol suibe (un)new co/n/u@ua,e, werd 1.
5°me cag, Sai,uoz(),aﬂonam:QetQ@W (U, ) pen ebl&oofrwbwnbedwﬁmdww\% 1.

@mwm@mm nnewwn/um%ew,uQ
6°™e cas. Souuo<0020twu1—u —2u,, —|—2>20@ctu~m/nwnewbw1mmneoab

Lo suite (u,),,cp tend, vens +oc.

&LMMUOE]O,2LQ@M&@(nnewmvw%ewwlmuOG{OQ}&LwAbe nnewwn/w)uaeue)w2
et 8i 1y €] — 00, 0[U]2, +00], o suite ( (Uy,) e tend, wens +o00.
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Fewille dexercices n°18 Suites récurrentes

@ SUITES RECURRENTES LINEAIRES

Exercice [S : Dans chacun des cas suivants, calculer u,, pour tout n € N sachant que :

Uy = Uy g — 2uy, Up o = 10w, 1 —21u, +12n
uozl,ulzl U():l,u1:3
Upyg = =2y — 2u, UpUpi2 = 2“%-&-1

’LLO == 1, ul =2
Up i = DUy yq — By, + 2

Correction :
Bette nuile et nécurrente lindaine dondne 2.

SB'W»MWEC%T2—3T+2=OMQ%MWlet2.
@'W@@,m{ﬂm@klgb@b@&w:

VneN, wu,=FkI1"+ k2"
uy =0 . ky+ky =0 . ko =-—1
up =1 ki +2ky =1 ky =1
VneN, wu,=2"—1.

ECZTQZ—QT‘—QQ,I\WLbOQMth\/—liZ':\@ei%.
@'Wgewu}wiﬂmbbeklebkzteﬂbw:

3nm 3
VneN, u,=(/2)" (klcos 1 —l—kzsm%).

uy =1 . k=1 . k=1
up =1 V2(ky ;[ kz\g) 1 ky =2

VneN, u,=(V2)" (cosg%JrQl 3%)

Cette. suibe n'est nas néowvente linsaine & cause du +2. On va, done appliguer une méhode de
) e cprbiquer procke
—Memﬂedfumaboﬁuho&mrnw%(an)-
@nM@WWW@M%@oﬂmd'WWMWVHEN, a, =\

n

VYneN, o,,=5x,,—06q,+2 & A=5\—-6\+2
= =1

To suite (o wmbm@a%aﬁealw»g«e&wh%ﬂmp

VneN, oa,.,= 5an+1 — 6oy, +2
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Feuille dexercices n°18 Suites récurrentes

- Mmrﬂedeeu,m&hamummo?énswewm&hmdeVneN, vn+2:5vn+1—6vnqw;%twne
suite nécunnente lingaine dordne 2.
EC:T2:5T—6aPounhop/m‘mb29t3.
@Wgewww&wbbedmwkleth tchTALe

VneN, w,=k2"+ky3".

— Jolltion, genenal -

YneN, u,,.o=>5u, 4 —6u,+2
= Uy iy — Ouy, + 9 — B0y, + 60,
= VneN, u,o—o,0=>5(u, —ao, )—6(u,—ao,
= VneN, (u—a),»=5u—a),,; —6(u—a,
= Tk ky €RVYREN, (u—a), =k2" + k3"
e Tk ky ERVYREN, wu, =k 2" + k3" +a,
= Jk,ky €R,VneEN, u,= k2"+k3" + 1
A= e

-Mwﬂade&»mm%mbewmmmz
{u0=1 {k1+k2+1:1 {klz—l
= =
u, =2 2%y + 3ky +1 =2 ky =
Blan : VneN, u,=3"—2"41
© Jalltion ponticullione -
@mcﬂ@cﬁemw&ﬂm‘mﬂﬂm&mmg@gommed'wmm%m%n:OznZ)\n-‘ru.

2
@fwbwue: anzn—l—g

g’o&hmuﬂanwﬂmdzunH:lOunH—?lun
Ec:r2:10T—2lmww®¢me3d:7
SD'W@@W ey ky €ER VR eN u, =k 3" + k7"
@.%Q%@w.a?e:
Sﬂammﬂmﬁ@wmwvnew, un:k13”+k27"+n+§o/ueokl,kQG[R.

(@) Bonditions initialles :
uy =0 ky=—1
{ulzl :>{k2:1
3

En condusion, Vn € N, un=—3”+%+n+§,
6] Lidse enk de binsaninen can au loganiime.
—@nd@rwnbwrmnéoumwnmcrueVneN,un>O.
—@n[ueutaﬁwwwvn:ln(un)wo@wrm:
VneN, In(u,u,.,)=n2u, )

U, + V0 =02+ 30, .
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Fewille dexercices n°18 Suites récurrentes

— On en déduit :

1 n - n
VneN, U, = 5 €XP (kl (3+2\/5> + ky (3 2\/S> )

- %Mklakgmmw&bwmmﬂmmz

V5

1
k= =In2+ X2
1= 5t

1
(2In3—1In2) &b k2:§1n2—\1/—§(2111371112).

1
0 |.
0
[1] Calculer A® et A®.
Justifier 'existence de deux suites réelles («,,) et (5,,) telles que :

1 1
Exercice [ : On considére la matrice A = ( 1 0
10

VneN, A" =, A + (3,A%.
Déterminer les réels «,, et /3,, en fonction de n.

Exercice [1 (Suite de Fironacai Bis) :  Soit (F,,),cn la suite définie par Fy =0, F; =1, et

‘ Calculer F,, pour tout entier n.
Montrer que Vn € N, F2 , —F F ., =(-1)"

n

F
\ Montrer que la suite (;—H> converge, et déterminer sa limite.
n>1

n

Montrer que Vn € N, Z (Z) F,=F,, et Z(—l)k (:) F,=-F,.
k=0 k=0

Correction :

(Bo):r?=r+1 M@%mezlz\@g@md‘m&@:l—;@

@mtﬁwﬁb@d@mw@n@&eﬁﬁ@@e@w

vneN, F, =ap"+ 0"

a&ﬂmmwﬁwmmmﬂw:

1

a=—

Fo=0 N a+ =0 . \/51
F,=1 ap+ fp=1 _
V5

vneN, F, =
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Fewille dexercices n°18

Suites récurrentes

ﬂaa)vhéauvwnce:
- F3,, —F)Fy,=1"-0x1=1=(-1)"
— Souﬂmmw%tgmf/aHGN@QCTMQF%+1—FnFn+2=(—1)n.

‘JG(JQ‘OM’ F n+1Fn+3 - F721+2 - Fn+1(Fn+1 + Fn+2>
- F2 - F12’L+1 - F’I’L+1FTL+2

- F721+2 [(_1)n + FnFn+2]

n+1 Fn+2 (%fﬁ’)

= (_1)71,—0—1 + Fn+2 [Fn+2 - Fn _ Fn+1
=0

— (_1)n+1

F,  ap"+82" o |a+B(@/e)"]
)’VH-l

B vass, P s eg o fak 0]
:¢OK+5(¢/</’
at+p@/e)"

F
n+1 ©

n—+oo

eom/me @/(p S ]—1;1L

© o B vont solubions de 12 =7+ 1, done 2 =1+ o 2 =1+5.

Dos, VnEN,i(Z)Fk—i:(Z> (o + 55*) = aki: (n)sﬁ +5Z( )

) — a@Qn _~_ﬁ¢2n

F2n
Done, V1 €N Z(Z)Fk F,,
k=0
1+v5
l—p=1-— =p
@a/nb@a'rr@meideema/ 2 ek f=—«
_ 1—+5
1l—-p=1— 5 =@

=~ 67" + "]
= _Fn
Done, ¥n €N, i(—nk (:) F,=—F,.
k=0

0
=a(l+¢)"+A(1+2)" =a(p*)" + (@
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