Deveir surveills n’4

Mathématiques

Commentaires : Arrétez de me balancer des composées partout. Ce m’est pas la solution miracle et cela vous

occulté les vrais problémes!

Exercice | :

1]
2]

La relation (E) pour z =y = 0 donne f(0) = 2f(0) soit f(0) = 0.
D’apres la relation (E), f(z + h) = e®f(h) + " f(x).
Ainsi f(z + h) — f(z) = e®f(h) + (e — 1) f(x) puis

veew, LEER1E) S0 o (@ 21)

f(z) (XVL1)

f(h) _ f(h) — f(0)

h  h—0
Comme f est dérivable en 0 par hypothese, son taux d’accroissement en 0 admet une limite
finie lorsque h tend vers 0 qui est f/(0) :

lim Jh) =f(0)=a

h—0 h

Puisque f(0) =0,

eh — ,
Lo ey ) =1.

De plus, lim
h—0
fl@+h)— f(z)

limite finie, ce qui prouve que f est dérivable en z. Elle est donc dérivable sur R tout entier.

On en déduit que, ¥V x € R*, le taux d’accroissement de fen z admet une

Par passage a la limite sur i en 0 dans (XVI.1), on obtient :

Ve eR, fl(z) =a+ f(z) < f'(x)— f(zx) =ae”.

Commentaires : f était seulement dérivable en O et pas sur R. Sa dérivabilité était justement le théme de

la question.

La forme générale des solutions de 1’équation homogene est yy(z) = Ae®, A € R.

On cherche maintenant une solution particuliere de notre équation différentielle de la forme
z+— Cre®.

Apres un petit calcul, la fonction de la forme précédente est solution de notre équation
différentielle si, et seulement si C = a.

Ainsi z > yp () = az e® est une solution particuliere, et f(x) = (ax + A)e”.
Finalement, comme f(0) = 0, nous avons A = 0.

Ainsi, si f vérifie la relation (E), nécessairement f(x) = axe®.
Réciproquement, toute fonction de la forme précédente vérifie la relation (E).

Finalement, ’ensemble .7 des solution de (E) est :

S ={xr— Aze”, A e R}.

Proerleme | (Matrices) :

Partie I : Un peu de calculs
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1] On a les égalités suivantes :

2 1 1 1 00 1 1 1
N=A-I3j=| -1 2 -1 |- 00O |=|-11 -1
-2 0 -1 0 01 -2 0 -2

Puis,
1 1 1 1 1 1 -2 2 =2
N2=| -1 1 -1 x| -1 1 -1 |= 0 0 O
-2 0 -2 -2 0 -2 2 =2 2
Enfin,
1 1 1 -2 2 =2 000
N3=NN?2=| -1 1 -1 0 0 0 |=[000|[.
-2 0 -2 2 =2 2 000
Conclusion,

1 1 1 -2 2 =2
N=| -1 1 -1 |, N2=| 0 0 0 |, N3=04
-2 0 =2 2 -2 2

La matrice N est donc nilpotente d’indice 3.
x

2] Soit A€R. Soit X= |y [ € R3. On a les équivalences suivantes :
z

2 1 1 T x
<= -1 2 -1 yl=Aly
z z

-2 0 —1

2r+y+z AT
= |—z+2y—z| =[Ny

—2xr—z Az

2=Nzx+y+z =
—r+(2—Ny—=z
—2r—(1+ XNz =
—rz+2—-Ny—z =
2—Nz+y+=2
—2r—(1+XNz =
—z+2—-Ny—2z = 0
(I+2=N))y+(1—(2-N)z =

e { —22-MNy+(-1=X+2)z = 0

SO O O O o

o

—r+2—-ANy—2z =
(M= +5)y+(A—1)z =
20 =2)y—(A—1)z =
—r+2—-ANy—2z =
(M= +5)y+(A—1)z =
(N =22+1)y =
—r+2—-ANy—2z =

(M =aA+5)y+(A—1)z =
A-1?% =

Commentaires : [l ne peut pas rester des inconnues principales dans le second membre.

OO OO o O oo

e
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Deveir surveills n’4

) Soit A # 1. Alors,

—x—z = 0
Xed\ << A=-1)z =0
y = 0
—x—z = 0
= z = 0 carA#1
y = 0
Dans ce cas,
S\ = {0gs}
1) Soit A = 1. Alors,
—r+y—z2 = 0
Xed = 2y = 0
0 =0
e | Tz = 0
y =0
r = —z
= y = 0
z = z
Ainsi,
—Z —1
S = 0 | eR¥zeRy = Vect 0
Z 1

3] Soit n € N. Par définition de N, on sait que A =I5 + N.

De plus, N® = 05 donc pour tout k > 3, N¥ = 0,.

Or, N et I3 commutent. Donc par la formule du binéme de Newton, on a

Am = (I, + N)" = zn: (Z) Nk[—k = zn: (Z) NP,
k=0

k=0

Sin>2,

A" = <Z>NO+ (T)N—F (Z)N2+03:13+nN+n(n2_1>N2.

On note que cette formule reste vraie sin =0 oun = 1.

Ainsi, pour tout n € N,

00 1
O)—Fn(—l
1 —2
0 1
O)—Fn(—l
1 -2

+ 2n — n? n?
—n n+1

n? —3n n—n?

An =

O =R O O =

1
0
0
1
0
0
1

O = = O ==
|1 =
N =
\—/
+

2n —n?
—n .
n®—3n+1
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4

2]

S

Conclusion,

14 2n —n? n? 2n —n?
VneN, A"= —n n+1 —n
n? —3n n—n? n>—3n+1

Commenttaires : Comme je ’ai dit maintes fois, ma lecture de vos réponses n’a commencé qu’a
partir du mot « commutativité ». S’il n’y était pas, point de lecture ni de points.

En particulier, pour n = 5, on a

14+10—-25 25 10 — 25 —14 25 —15
A5 = —5 6 -5 = —5 6 —5 .

25—15 5—25 25—15+1 10 —-20 11

—14 25 15
A5 = -5 6 -5 .
10 =20 11

Soit n € N,n > 2. Les fonctions z — 2" (x—1)3, 2 +— Q,,(z) et # +— ax®+bxr+c
sont deux fois dérivables sur R en tant que fonctions polynomiales et

VzeR, na"!=3x—-1)2Q,(z)+ (x—1)3Q,(z) + 2a,x + b,

Conclusion,

En dérivant une seconde fois, pour tout z € R,

nn—1)2"2=6(zx—1)Q,(z) + 3(x — 1)2Q,(z) + 3(x — 1)Q(z) + (z — 1)3Q/(x) + 2a,,
=6(x—1)Q,(z) +6(x —1)2Q,(z) + (x — 1)3Q/ () + 2a,,

Conclusion, pour tout € R,

na" ! =3(z —1)°Q,(2) + (z — 1)°Q(2) + 20,2 + b,
n(n—1)z"2 = 6(z — 1)Q, () + 6(z — 1)*Q () + (v — 1)°Q} (2) + 2a,

Commentaires : Encore une fois, sur des questions aussi simples, on vous demande plus que
des affirmations de terminale. Pas de points si la dérivabilité n’est pas justifiée par une phrase,
un mot, une lettre, un truc.

Soit n € N,n > 2. Par la question précédente, en prenant x = 1, dans les deux
égalités on a

n=2a, +b n=2a, +0b,
{n(n—l):2an N an:n(n;l)
b, =n—2a,=n—n(n—1)=—n(n—2)
= n(n—1)
Uy = ——5—

Et puisque pour tout x € R,2" = (v — 1)3Q,,(z) + a,z® + b,x + c,,, en prenant
x = 1 encore une fois, on obtient

—1
1:an+bn+cn:n<n2>_n(n_2)+cn
—1
= c=nn-2)- "
2 —dn—n’+n+2 n’=3n+2 (n—1)(n-2)
B 2 - 2 - 2
Conclusion,
—1 —1)(n—2
Vn>2, an:n(n7>7 bn:_’rl(n_Q)etcn:w
2 2
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7] Soit n € N,n > 2. Par la relation 2" = (z —1)°Q,(z) + a,2* + b,z + ¢, on en
déduit que :

A" = (A —T5)° Qu(A) + 4, A2 + b, A + ¢, 15 = N° Q,(A) + a, A2 + b, A + ¢,

03
=a, A% +b,A +c,l;.
Et d’apres la question précédente,
—1 —1)(n—2
A" = %AQ —n(n—2)A + (n>2(n)13.

2| En particulier, pour n =5, AS =10A? — 15A + 61;.

Or,
2 1 1 2 1 1 1 4 0
A2=1| -1 2 -1 -1 2 -1 |=]| -2 3 =2
-2 0 -1 -2 0 —1 -2 -2 —1
Ainsi,
1 4 0 2 1 1 100 —14 25 —15
A°=10| -2 3 —2 |-15] —=1 2 —1 |46 0 1 0 | = -5 6 =5
-2 -2 -1 -2 0 —1 0 0 1 10 —20 11

Conclusion, on retrouve bien le résultat de la question |4} :
—14 25 —15
AS = =5 6 -5 .
10 —20 11
9] Rapidement, on a :

Donc,

Puis,

010 0 01
M3=| 0 0 1 0 0 0 | =0
0 00 0 00
En particulier, M¥ = 05 pour tout k > 3.
10 Soit S € . Alors, par définition, S2 = T. Par suite,
TS = $28 = S3 = SS? = ST.
Donc S € €. Ceci étant vrai pour S € Zp quelconque, on en déduit que :

Commentaires : Cest S qui doit commuter avec T et non S2.
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11| Soit S € Zyp. Alors par la question précédente, on a S € € et, d’apres I'énonce,

J(a,b,c) € R®, S =aly +bM + cM?.
D’ou

S% = (aly + bM + cM?) (aly + bM + cM?)
= a?I53 + abM + acM? + abM + b>M? + beM? + acM? + beM? + ¢>M*
= a?I; + 2abM + (b* + 2ac) M? + 2beM? + ¢2M™.
D’apres 9, ona:

1 0 010
=a*| 0 0 |+2ab| 0 0 1 |+ (b*+2ac)
0 1 000

a’? 2ab b%+ 2ac
= 0 a? 2ab .
0 0 a®

12 Soit S € Z. D’apres la question précédente, il suffit de résoudre le systeéme

1 10 a? 2ab b% + 2ac
T=5° < 011 ]l=] 0 a 2ab
0 0 1 0 0 a?

a? = 1
= 2ab 1
b2+2ac = 0

O = O
o O O
o O O

S O =
N~

a = 1 a = —1
1 1
= b = 9 ouU b = D)
1 1 1 1
1+2C = 0<:>C:—§ 1—20 = 0<:>C:§
Avec S = al; 4+ bM + ¢cM?, on trouve finalement :
1 1 1 1
1 = — —1 —= -
2 18 2 81
=S=19 1 2 OoU S= 0 -1 —= | =S
2 2
0 0 1 0o -1
=S,
Ainsi,
1 1 1 1
e [ e s
Ry C 1 1
0 1 = ’ -1 —=
2 0 2
0 0 1 0o 0 -1
1 1
1 - —
2 8
Réciproquement, si S = S, = 1 1 , alors
2
0 1
1 1 1 1 1 1
) 2 8 2 8 110
So = 1 = ; L=l o11]=T
2 2 0 01
0 1 0 1
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De méme, si S = —S, alors S% = (—S;) (=S,) =S3 =T.
Donc {Sy; =Sy} € Zr.

Conclusion, Z1 possede exactement deux éléments :

1
2
Gy = 0 1
0

—= -1

1 1
2 8
1
-1 —=
2

0 -1

13| On applique I'algorithme de Gauss-Jordan en procédant sur les lignes :

K

K2

K

K

<z

[

|
[t

N

= o O = o O

o O

S O =

| | |
N = O HL\D\HO — O[\D\H._‘ '—‘l\’JM—‘,‘_l

—_

—ol = PO O | R0 | O | RO | O | 0 | D |
oo O = O 1Ol D] 0| O | | D | O O

_ o O = o

L;+—Ls+ L,

Ly <+ L,

L, < 2L,
L; < 2L,

1 —2

VY
S O =
o = O
_= o O
u

VR
—_ O
O = O
= o O
~

1 0 0
1 0 1
-1 1 -1

—2

On obtient donc que P > I;, donc la matrice P est inversible et

Commentaires :

PPl = (

-2 2 -3
P1l= 2 0 2

1
0
-1

-2 2 =2

) |

On n’a pas oublié¢ naturellement de vérifier son résultat :

Lycée Jules Garnier
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14] A laide de la question précédente, on a :

1
2 1 1 1 %—1

PIAP=P'| -1 2 -1 o 11
—2 0 -1 2 2

-1 0 1

Conclusion, P~'AP = T.
15| Soit B € #5(R). Posons S = P~!BP. On a les équivalences suivantes :
Be#y, < B?’=A <+ P !B?P=P AP
< (P7'BP)(P7'BP)=T d’apres la question précédente.
= $2=T
= SeZr.
16| Avec les notations de la questions précédentes, pour B € M5 (R)

BeZ, <+ Se&%;.

L1
2 8
Donc, par la question | 12| en posant S, = 0 1 1 7
2
0 0 1

BeZ, <+ S=5, OU S=-5,
< P'BP=S, OU P~1BP = —§,
< B=PS,P! OU B =—-PS,P~ L

Calculons,
1 1
s =3 -2 2 -3
PS;Pt=P| , ; 1 (2 0 2)
2 -2 2 =2
0 0 1
| 37 7
_ 11 (4 11
- 0o = = 1 1 1
g i)\ 2
7 1 3
4 4 4
I
51 1
4 4 4
Conclusion,
1 7 1 3 1 -7 -1 -3
TR R
-5 1 -1 5 —1 1
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Commentaires : Il est possible de controler son résultat en vérifiant que Sg = A.

1| Par hypothese, g est deux fois dérivable donc € sur |a;b[. De plus, z — = — a est

%1 sur Ja;b[ en tant que fonction polynomiale et ne s’annule pas sur cet intervalle.
Donc par quotient, 7, , est €t sur Ja;b|.

De plus, on a directement,

Va €la;b 7 (z) = g (x)(z —a) — (g(x) — g(a))
30l Tga @ —a) .

2| Soit = € Ja;b|. La fonction g est continue sur [a;b] donc sur [a;x]. De plus g est deux
fois dérivable sur Ja ;b] donc dérivable sur |a ;x|

Donc par l’identité des accroissements finis,
de, €la;z |, g(x) —g(a) =g (c;) (x —a).

Donc par la question précédente,

(@) = g@e=a=gw)=gl@) __ . _ g@z=a=g)&=a
g,a (z — a)? g,a

Conclusion,

Vaelasb],Ie, €lash], 7.(z)= W

3| Par hypothese, g” est positive sur ]a;b[. Donc ¢ est croissante sur ]a;bl.

Soit = € Ja;b[. Alors avec les notations de la question précédente, a < ¢, < x. Donc
par croissance de ¢’,

Or x —a > 0, donc

Ceci étant vrai pour z € ]a; b[ quelconque, on en déduit que

vV €layb|, Toa(2) =0

Conclusion, la fonction 7, , est croissante sur I'intervalle Ja; b].

4| La fonction arcsin est continue sur [—1; 1] et deux fois dérivable sur |1 1[. La fonction

c: x> 12 est deux fois dérivable sur [0;1] & valeurs dans [0;1] ou ]0; 1[ suivant que
I’on prend les bornes ou non.

Donc par composée, g est continue sur [0; 1] et deux fois dérivable sur |0;1][.

De plus, pour tout x € ]0; 1],

W=l 2x (—4z?)

gl(x)zi% et g'(z) = 2v1—gt _2(1—a) +dat
V1—at 1—azt (1—a)®?
2+ 224
(1=t
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On observe donc que :
vz el0;1[, ¢"(z) >0

arcsin (z?) — arcsin(0)  arcsin (z?)

Enfin, Vz €]0;1[, 7, 0(2) = - = ” = f(x).
s L : g9(x) —g(0)
5] D’aprés la partie précédente, la fonction 7,4 : = +— ———0 = f(z) est donc

croissante sur |0;1[.
6] Comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas, la
fonction f est dérivable sur ]0;1[ et on a :

2z x — arcsin (z2?)

veelol, Jie) =

2 arcsin (z?)

V19—t x?

7| Par ce qui précede, la fonction fest croissante sur |0 ; 1] donc par la question précédente,

2 arcsin (x?)
: / : _
Veelo;1[, f(z)>0 = Vzel0;1], N 2 20

2 arcsin (x?)

= VYzel0;1], >

relol, > ¥

22° . 2 2

= Vzel0;1], ——— >arcsin(z?) car z* > 0.

VvV1—2z4

Posons t = x?, alors quand z décrit |0;1[,¢ décrit ]0; 1] et on obtient donc que :

2t

Vte]0;1], arcsin(t) < .
1—1¢2

2 arcsin(2?)
V1—z4 2 '

arcsin (z?)

2] Soit x € ]0;1[. On sait que f'(z) =

Or, arcsin (?) > 0 et 2% > 0 donc > 0.

22
Conclusion,

veelosl], f(z)<

S

9] Soit x € ]0; — [ Alors,

1 1 3
<4<7 = 121— 421—7:7
Os2is<y o 11

3
— 12\/1—1‘42\2[>0
—  2< 22
CVI-at T VB
2
2 4
. < —.

Donc par la question précédente,
1
Ve } 0;

Commenttaires :
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Attention, ce résultat seul ne suffit pas!

) 4
Montrer que liml f/(?“) = % sans autre argument me suffit pas non plus a montrer que
C )75 «
f(z) < 4 tout x d }0 ! {
T — pour tout x de s —1.
V] V2

De plus, d’aprés la question |5 |, f est croissante donc [’ est positive sur |0;1] et en

1
articulier sur |0; —|.
P ] ﬂ[
D’ou,
1

V2

[, @) = F () < .

Vaxe |0;
| 7

2
1
: E [ , x # y. Alors fest continue sur [z ;y] ou [y; x] et dérivable

sur |z ;y[ ou Jy; x| donc par le théoréme des accroissements finis,

Enfin, soit (z,y) € ]0

@) — f@) < sup |7(0)] |z —y] < jgrx—yr,

t€]z;yl

ce qui reste vrai si x = y.

4 1
Conclusion, la fonction f est —=-lipschitzienne sur ]0 ; E [

V3

. L : o . arcsin (u
| Enreconnaissant le taux de variation en 0 de la fonction arcsin dérivable, hH(l] 7() =1
U—

u
arcsin (z?)

5 =1<o0.

puis lim
z—0 xT

arcsin (z?)

D’otu, lim ¢(x) = lim = X 5 = 0.
z—0 z—0 X
>0 x>0

De plus, lim p(z) = lim z = 0.
z—0

z—0
<0 <0
Donc lim ¢(x) = lim ¢(x) = ¢(0) = 0.
z—0 z—0
>0 <0

Par conséquent, ¢ est continue en 0.

(2
arcsin (x
Or, z +— # est continue sur |0; 1] (car la fonction arcsin l'est sur [—1;1] ) et

x
x + x est continue sur [—1;0[. Donc ¢ est aussi continue sur [—1; 0] et sur |0;1].
Conclusion, la fonction ¢ est continue sur [—1;1].

Commenttaires : Cessez de confondre « définie » et « continue ». C’est lassant a la fin et ¢ca me fait

mal au coude de tout barrer.

11] La fonction ¢ est continue sur |—1;1[.

(2
arcsin (2%) est €1 sur |0;1[ et & > z est €' sur |—1;0[. Donc ¢ est

De plus = +—
x
€t sur |[—1;0[U]0;1].
Enfin, regardons la limite de la dérivée en O :
Vael]0;1],¢(x) = f(x) donc par la partie II,
2 arcsin (z?)

vz el0;1], ‘P/(x):m 72

: 2
. arcsin (x
Or, lim 7()
z—0 2
>0
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Ainsi, lim ¢’ (z) =2—-1=1.
z—0
x>0
Pour tout z € |—1;0[, on a (z)" = 1.

Donc lim ¢’ (z) =1 = lim ¢’ () i.e. lim ¢’(x) existe et lim ¢’(x) = 1.
z—0 z—0 z—0 z—0
<0 >0 z#0 z#0

Il n’y a plus qu’a dérouler le théoréme de prolongement 6! : f est continue sur |—1; 1],
€1 sur |—1;0[U]0;1] et lirr(l) ¢’ (x) = 1. La fonction ¢ est de classe € sur |—1;1] et
r—

z#0
ona ¢ (0)=1.

Lycée Jules Garnier
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