Fewille d exercices n°19 Décomposition en elements simples

Décomposition en éléments simples |

Exercice | : Soient p et ¢ dans N, et P = (1 +X)?, Q = (1 + X)4.
Calculer de deux manieres différentes le terme en X™ du produit PQ.

Quelle relation peut-on en déduire ?

Exercice 2. : Déterminer le degré et le coefficient dominant des polyndémes suivants :

P (X)=X3 - (X —2+1)?

2] Py(X) =[] (2X*—k), ot n € N*
k=1
[3] Py(X) = (X+1)20 — (4X? +aX)"""’, o a € R.
Exercice 3 : On consideére la suite <T”)neh\l de polynémes définie par :

TO — 1, Tl — 2X’
VneN, T,,,=2XT,  —T

ne

Calculer Ty et T),.

‘ Démontrer par récurrence double que, pour tout n € N,deg(T,) = n et le coefficient
dominant de T, est 2™.

Exercice 4 : Déterminer les polynémes :
P,Q € R[X] tels que Q? = XP2. P € R[X] tels que P'2 = 4P
P,Q,R € R[X] tels que P2—XQ? = XR2.

Exercice S (Exponentielle dune matrice nilpotente) @ Pour A € ., (K) matrice nilpo-
tente donnée, on pose :

Ak
exp(A) = Z o la somme étant finie. (XIX.1)
k>0

Montrer que si A et B commutent et sont nilpotentes alors A + B est nilpotente.

En déduire que exp(A + B) existe et que
exp(A + B) = exp(A) x exp(B).

Montrer que exp(A) est inversible et donner son inverse.

01 0 .. 0
Calculer exp(A) ou A = 0
: S|
0 .. .. 0

On supposera que la définition (XIX.1) se généralise a une matrice quelconque.

Calculer exp(M) pour les quatre matrices suivantes :

a 0 0 0 a b 0 1 10
ObO’OOC’—lo’OO'
0 0 ¢ 0 0 O

[5] Chercher un exemple simple ott exp(A + B) # exp(A) x exp(B).
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fewille dexercices n°19 Décomposition en elements simples

Exercice £ : Déterminer tous les polyndmes P tels que :
P(2) =6, P’(2) =1, P”(2) =4, et ¥Yn > 3,P™(2) = 0.
. 1 2
Exercice T : On pose A = 9 5
Vérifier que A2 — 6A + 91, = 0
En effectuant la division euclidienne de X™ par un polyndéme bien choisi, déterminer une
expression de A" pour tout n € N.
Exercice & : Effectuer la division euclidienne de A par B :
[1] A=2X"-3X?+4X? —-5X+6; B=X*-3X+1
A=2X>-5X3-8X;:B=X+3
3] A=iX?+X*—iX;B=X—-1+1
[4] A=X*+iX3+2X —i; B=(1-9)X* +iX+ 1+
Exercice 9 : Dans chaque cas, former une CNS pour que :
[1] X?+2 divise X* + X? + AX? 4 pX + 2 dans R[X].
[2] (X —1)* divise aX"*! + bX" 4 1 dans Z[X]. Former alors le quotient.
Exercice [O : Soit P € K[X]. On suppose que les restes de la division euclidienne de P par
X —1, X—2, X — 3 sont respectivement 4, 9 et 16.
Quel est le reste de la division euclidienne de P par (X —1)(X —2)(X—3)7

Exercice | : Déterminer le reste de la division euclidienne du polynéme (cosf + Xsin )™ par
le polynéme X2 + 1.

Exercice 12 : Soit P = X* 4 4X3 4 5X2 + 3X + 2.
‘ Déterminer un polynoéme de Z[X] de degré 2, ayant pour racine 2 + V3.
[2] Calculer P (2 + \/5)

Exercice [3 : Soient P € K[X] et a,b € K.

On suppose a # b. Calculer en fonction de a, b, P(a), P(b) le reste de la division euclidienne
de P par (X —a)(X —0).

‘ On suppose a = b. Calculer en fonction de a, P(a), P’(a) le reste de la division euclidienne
de P par (X —a)2.

Exercice 4 : Démontrer que X?—2X cos §+1 divise le polynéme X" cos(n—1)0—X" cos nf—X cos 6+1.

Exercice IS : Donner une condition nécessaire et suffisante sur (a;b) € C? pour que P = X*+aX3+bX+1
ait une racine d’ordre de multiplicité au moins 3.

Exercice |6 : Déterminer I'ordre de multiplicité de la racine 2 dans le polynome :
P =X%—-7X% 4 17X* — 16X3 4 8X?2 — 16X + 16.

Exercice [T : Soient P € C[X] et a € C.

Démontrer que si a est une racine multiple de P” et si P”|P, alors a est une racine multiple de P
et son ordre de multiplicité est au moins 4.
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Exercice & : Factoriser dans R[X] :

(X2 —X+2)2+(X—2)2

@ X -1 3]
2] X°+1
X611 EI 6X° 4+ 15X* +20X3 + 15X2 +6X + 1
- Ll

X8+ X441

[4] (X2-X+1)2+1
Exercice [9 : Factoriser Q dans R[X] et R, S dans C[X], sachant que Q n’admet que des racines
multiples, et que R, S admettent une racine réelle.

[1] Q=X"—13X"+67X® — 171X?* 4 216X — 108

[2] R=X%—(3+2i)X*+ (34 114)X —2(1 + 71)

S = 2X3 — (5 + 6)X2 + %X + 1 — 3¢
Exercice 20 : Factoriser les polynomes réels P = X3 — 9X2 4 26X — 24 et Q = X3 + 3X — 14

sachant qu’ils ont une racine commune.

-
A retenir | (Décomposition en éléments simples dans C) :  Toute fraction rationnelle F & co-

efficients complexes peut se mettre, de maniére unique, sous la forme :

ng
>‘k olb

F(X +ZZX o)

k=11=1

ot E € C[X] est un polynéme & coefficients complexes.
Vke [[1 ;p]]a X, vie Hl;nk]]a >‘k,l € Cv Ny € Nv

On dit alors oy, est un pole de f de multiplicité n,,.

N

-

A retenir 2 (Décomposition en éléments sivples dans R) :  Toute fraction rationnelle F

a coefficients réels peut se mettre, de maniére unique, sous la forme :

F(X) :E(X)+§p:§: Z% OrgX ¥ s - (XIX.2)
k=1 i=1 _O‘k = =1 (X2 +5kX-|-7k)

ou E € R[X] est un polynéme a coefficients réels.
Vke[l;p], a, Vie[1;n], A €R, ny €N,
VEke[lsdl, Br Ve, Vi€ [limg], by €x 5 € R, my €N
Ay = B* — 4y, <O.

On dit alors que o, est un pole de f de multiplicité n,. )

Exercice 21 : Décomposition en éléments simples guidée :

2x* + 13 + 322 —6:6—1—1

¢ =
223 — x?
42?2 — 62 + 1
‘ Par division euclidienne, montrer que ® =z 4+ 1+ &, avec &, = %

‘ Montrer qu’il existe trois réels A, B et C tels que :

A B C
Q)= +—+—7. (XIX.3)
X X Xr — 5
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Décomposition en elements simples

Exercice 22 : Décomposition en éléments simples guidée :

_ 22° — 823 4+ 822 —4dx + 1

P
x3(x —1)2

4ot — 1023 + 822 — 4z + 1
x3(x —1)2

A B C D E

P R e s A

Expliquer comment la méthode de ’exercice précédent permettrait de trouver A et D.

Montrer que ® peut se mettre sous la forme : & = 2+, ou &, =

‘ Expliquer pourquoi ®; peut s’écrire sous la forme : ; =

On ne demande pas de déterminer A et D ici mais on va plutot appliquer une méthode plus
efficace ici : la division suivant les puissances croissantes :

En effectuant la division suivant les puissances croissantes de 1 — 42 + 822 — 1023 + 4z par
(r —1)2 = 1 — 22 + 22 montrer que :
1 —4x + 822 — 1023 +42* = (1 — 22 + 22) x (1 — 22 + 32?) + (—22% +2%). (XIX.4)

[5] En déduire A, B et C.

[6] Terminer la décomposition.
Exercice 23 : Décomposition en éléments simples guidée :

428 — 225 + 1a* — 23 + 1122 + 22+ 3

b =
x(x? +1)3

En vous aidant de (XIX.2), donner la décomposition générale de ®.

25 — 22t + 223 — 2% + 22 4+ 2
(IZ‘Z + 1)3 :
En divisant successivement suivant les puissances décroissantes le numérateur de ¢, par

3
Montrer que ® — o= ®, o &, =

22 4 1, puis le quotient obtenu par 2 + 1, donner la décomposition en éléments simples de
(bl-

‘ Donner la décomposition en éléments simples de &.
Exercice 24 : Décomposer en éléments simples

X3 -3X2+X -4 (3—2i)X —5+3i

) 10 C.
(1] X1 sur R X2triXx+2 OO
2X3 4+ X2 —-X+1 X+
11| ——— C.
‘ X _ax 12 oW R. X2y o
2X3 X2 X +1
12f ——— C.
‘ X2 _oX 11 sur R. - <X+i)2 sur
X4 42X2 41 X241

sur R et sur C.

5|

T sur R. 1
X
m sur R.

X4 +1

iy R et sur C.
(5] }w sur R. XQXJZ)jjl sur R et sur C.
5 4
‘ w sur R. XS);}_(l—i_l sur R et sur C.
(8] (XX_5 ;:3)?;(111)2 sur R. }G;:(;iglﬂ sur R et sur C.
@ m sur R. X2 sur R et sur C.

XIXZ+ X +1)2

Lycée Jules Garnier

4

PTSI Vinci - 2023



Fewille d exercices n°19 Décomposition en elements simples

X2_3
sur R et sur C. 20 R et C.
T DXE D) sur R et sur

X
(X2 +1)(X2+4)

Exercice 25 : Décomposer en éléments simples dans C(X) les fractions rationnelles suivantes :

X2 +3X+5 X6 +1
‘ )(21_3)(_—::22 X5—$(4+X3_’;X2+X—1
X2 41 X741
B (X—l)(Xj—2)(X—3) <X2‘+;+1>3
1 X241
B X<X;<21)2 X(X—1)4J(FX2—2)2
+1 1
X 12Xt 1) X+1)7 X' —1
D x—wrEry X"l—ll
6
8 w1 XD 1)
1 n!
11 2 (X=X —2)..(X =)
X2 43 X
X5—3X;(—i—5X3—i 7X2 46X — 2 X4 —2X2cos(2a) + 1
ey ey X2"1+1
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