Fewille d exercices n°19 Décomposition en elements simples

Décomposition en éléments simples |

Exercice | : Soient p et ¢ dans N, et P = (1 + X)?, Q = (1 + X)4.
Calculer de deux manieéres différentes le terme en X™ du produit PQ.

Quelle relation peut-on en déduire ?

Correction : %t n e N,

[1] Comme (1+X)P(1+X)7 = (1+X)P* lo torme de degns X7 ent (p:q> dapnes b @mwﬂe du
@{/nfyme.
[2] %ot (@) nens b (b )nen len weg@am de P e Q nespediement et (¢, )y coucs de PQ. On o

n n p q
= b, = .
NS S (A

Fnaloment, V1 € N, <p+q>=§n:<p>< 1 ).3dmmmb9dgﬂmmde.

n = \k n—=k

Exercice 2. : Déterminer le degré et le coefficient dominant des polyndémes suivants :
[} P(X)=X% - (X—2+41)

n

Py(X) =[] (2X* — k), ott n € N*

k=1
P, (X) = (X +1)2020 — (4X2 + aX)'""" ot a € R.

Exercice 3 : On consideére la suite <Tn)neN de polynémes définie par :

TO — ]., Tl — 2X,
VneN, T,,,=2XT,  —T,.

[1] Calculer T3 et T,.

‘ Démontrer par récurrence double que, pour tout n € N,deg(T,) = n et le coefficient
dominant de T, est 2™.

Exercice 4 : Déterminer les polynémes :

P,Q € R[X] tels que Q* = XP2. P € R[X] tels que P2 = 4P
[2] P,Q R € R[X] tels que P?—XQ? = XR?.

Exercice S (Exponentielle dune matrice nilpotente) : Pour A € ., (K) matrice nilpo-
tente donnée, on pose :

Ak
exp(A) = Z —, la somme étant finie. (XIX.1)
k!
k>0
‘ Montrer que si A et B commutent et sont nilpotentes alors A + B est nilpotente.
En déduire que exp(A + B) existe et que
exp(A + B) = exp(A) x exp(B).

‘ Montrer que exp(A) est inversible et donner son inverse.
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Fewille d exercices n°19 Décomposition en elements simples

0 1 0 0
[3] Calculer exp(A) ott A = ~ 0
: 1
0 .. .. 0

On supposera que la définition (XIX.1) se généralise a une matrice quelconque.

Calculer exp(M) pour les quatre matrices suivantes :

a 0 0 0 a b 0 1 1o
0b 0],/ 00 c|, 1000 )
0 0 ¢ 0 0O

[5] Chercher un exemple simple ott exp(A + B) # exp(A) x exp(B).

Correction :
[1] Somwp@'mdemf?owa@/x@MW@W@B&’WA@BW@&J

Wm&md@ﬁmw

L PE (pra- .
(A+B)p+q 1 Z L AFBpPta—1-k
k=0

@wnboeﬁ]@bmn/me
“sik>p AF =0 ef done AFBPTITITE =
‘e k< p *1ofahbp+q*1*k/qeb@nmume@oiaBpﬂﬁl*k:o.

p+q—1
Frnalement, (A + Byrrat = 3 <p+q 1) AFBPHIR = 0 o A+ B et nilfotente dindice

k=0 k

ek
exp(A+B)—§k, A+B)* Z D AZB7
k=0 i+j= k
-0 v j=0

= exp(A = x exp(B).

%A%Lm%o@nfe, —A Dest aussi o commule anec A.

Done exp(A) x exp(—A) = exp(A — A) = exp(0) =1,

exp(A) est inseorsible & %WR@ o, @wﬁwm & dnoite, done insensible b (exp(A))~! = exp(—A).
%WdeAm&mmethmmm

; 11 1
1 2 (n—1)!

0 :

o 1

exp(A)=1] * 2!
1

1

0 . .. 0 1
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Fewille d exercices n°19 Décomposition en elements simples

Exercice £ : Déterminer tous les polyndmes P tels que :
P(2) =6, P’(2) =1, P”(2) =4, et ¥Yn > 3,P™(2) = 0.

Correction : ?Wd&WMWW.@%@WWd}QWP”WM@

Diapnen ba formule de Talon -

P// (2)

5 (X—=2)2+40

P(2)+P(2)(X—2)+

:6+(X—2)+%(X—2)2

=6+ (X—2)+2(X—2)2
P =2X% —7X 4 12.

Exercice T : On pose A = ( _12 g )

Vérifier que A2 — 6A + 91, = 0

‘ En effectuant la division euclidienne de X™ par un polynoéme bien choisi, déterminer une
expression de A™ pour tout n € N.

Exercice & : Effectuer la division euclidienne de A par B :
A=2X*-3X34+4X2 -5X+6;B=X%2-3X+1
‘ A=2X5-5X3-8X;B=X+3
A=iX34X2—iX;B=X—-1+1
A=X1+iX3+2X—i;B=(1—-9)X?+iX+ 1+

Correction :

A=29X*_-3X344X2-5X+6;,B=X2-3X+1

Q=2X?+3X+11
R=25X—-5

A=2X5—5X3—8X;B=X+3

Q = 2X*4 — 6X3 + 13X2 — 39X + 109
R = —327
A=iX34+X2 iX;B=X—-1+1i

Q=iX?+ 2+ )X + (3 —2i)
R=1-5i

[4] A=X'+iX?+2X—i; B=(1—i)X>+iX +1+i

L g
{Q: R e

4
R_9—MX_%+%
4 2

Exercice 9 : Dans chaque cas, former une CNS pour que :
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Fewille d exercices n°19 Décomposition en elements simples

[1] X?+2 divise X* + X? + AX? 4 X + 2 dans R[X].
(X —1)2 divise aX" ™! + bX"™ + 1 dans Z[X]. Former alors le quotient.

Correction :

[1] @mmmewcj&dm/mmdeX4+X3+/\X2+uX+2rmX2+2:

XA X3 A2+ pX +2=(X2+2)[X2 =X+ (2= N)] + (g —2)X + (6 — 2))

X2 42X+ X34+ AX2+ X +2 <= (u—2)X+(6—2)\) =0
—9 =
— {F 0
6—2\=0

= p=2
b

X2 421X+ X3+ AX2 + uX +2 <= {/;

[2] Foir P = aXm+ +bX7 + 1.
(X—1>2|P <= 1%%&%%%@1@?@@]?
P(1)=0
<~
P(1)=0

a+b+1=0
(n+1la+nb=0

n

A {b:—(n—i—l)

X —1)2[aX"H 4 pXn 41 = 397"
(X—1)%a ST

P =nX""l — (n 4+ 1)X" + 1.

Tmm%wmww&m%Wde@%h:

n+1 P(i

) ,
P= ; Z,!(l) (X —1)

n+1 P(Z)<1)

P=P1)+P' (DX -D+X—-1)2Y ——=(X—1)0~2
R=0 2 "
Q
Vi e [2.n]. P@ = anﬂ—z _ D" xnei
1€ 2.n], S — (n+ D=5
b P = n(n +1)!
ko,

Exercice [O : Soit P € K[X]. On suppose que les restes de la division euclidienne de P par

X —1, X—2, X — 3 sont respectivement 4, 9 et 16.
Quel est le reste de la division euclidienne de P par (X —1)(X —2)(X—3)7
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Fewille d exercices n°19 Décomposition en elements simples

Correction : Yo disision eudlidienne 5écnit

P=X-1)X-2)X—-3)Q+R
degR < 3.

@nFmR:aXQ—Q—bX—i—c.

4=Pl)=a+b+c a=1
9=P@2)=a+2b+4c  donc {b=2
16 =P(3) = a+3b+9c c=1
R=X*+2X+1
Exercice | : Déterminer le reste de la division euclidienne du polynéme (cosé + Xsin )™ par

le polynéome X2 + 1.

Exercice [2 : Soit P = X* 4 4X3 + 5X? + 3X + 2.
Déterminer un polynome de Z[X] de degré 2, ayant pour racine 2 + V3.

‘ Calculer P (2 + \/§)

Exercice [3 : Soient P € K[X] et a,b € K.

‘ On suppose a # b. Calculer en fonction de a, b, P(a), P(b) le reste de la division euclidienne
de P par (X —a)(X —0).

[2] On suppose a = b. Calculer en fonction de a, P(a), P’(a) le reste de la division euclidienne
de P par (X —a)?.

Exercice 4 : Démontrer que X?—2X cos 641 divise le polynéme X" ! cos(n—1)§—X" cos nf—X cos +1.

Exercice IS : Donner une condition nécessaire et suffisante sur (a;b) € C? pour que P = X*+aX3+bX+1
ait une racine d’ordre de multiplicité au moins 3.

Exercice |6 : Déterminer I'ordre de multiplicité de la racine 2 dans le polynome :
P=X6—-7X%4+17X* — 16X3 + 8X? — 16X + 16.
Correction : @m@m@%@@%WZW&W
P=X0—-7X"4+17X* —16X3 +8X% — 16X + 16

P=X6—7X5+17X* —16X3 +8X? — 16X + 16 P(2)=0

P’ = 6X° — 35X* + 68X® — 48X2 + 16X — 16 P’(2) =

P” = 30X* — 140X3 4 204X? — 96X + 16 P’(2)=0
P®) = 120X? — 420X2 4 408X — 96 P®(2) =0
P = 360X? — 840X + 408 P (2) = 168

2 esb une nacine de P dondre 4.

Exercice [T : Soient P € C[X] et a € C.

Démontrer que si a est une racine multiple de P” et si P”|P, alors a est une racine multiple de P
et son ordre de multiplicité est au moins 4.

Exercice & : Factoriser dans R[X] :
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Fewille d exercices n°19 Décomposition en elements simples

X®—1 (X2 =X +2)2+ (X —2)?

2] X5+1

X8+1 [6] 6X° 4+ 15X* 4+ 20X3 + 15X%2 +6X + 1
3

(X2 -—X+1)2+1 X8+ X4 +1
Correction :

4

X5—1:H(X—e¥)
k=0
=(X-1) (X—e%) (X—e*%) (X—e*) (X—e*)

2 4
= (X—1) (X2 —2Xcos§ + 1) (X2 —2Xcos§ + 1)

2 4
X5 —1=(X-1) <X2—2Xcos§+1> <X2—2Xcos§+1>

B . X5 —1=X-1)(X*+ X3+ X2+ X +1)

X"’H:ﬁ(xfei(%ﬂ%)
k=0

= (X +1) (X2 —2Xcos% + 1) <X2 —QXCOS%W + 1)

X5 41=(X+1) (X2—2Xcosg+1) <X2—2Xcos3£+1)

- (XeF) (x5 (x—eF) (x )
(- %) (x e ¥) () (X )

X2 —2Xcosg +1) <X2—2Xcos3§ﬂ- + 1)

<X2 72Xcos5§7r + 1) <X2 72)(00578—7r + 1)

X8 4 1= <X2—2Xcosg+1> (XLQXCOS?’%H) <X272XCOS5§+1> (thxcos%”H)

= (Xt = X2V2+1) (X4 + X2V2+1)
= [ +1)° = (2+v2) X [ +1)° - (2-v2) X*]

= (XZ—XW+1> (X2 Xm—i—l)
<X2+X 2+\/§+1) (Xg—i—XM—kl)
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Fewille d exercices n°19 Décomposition en elements simples

Done,
X8 +1= [XQ—XW+1} [XMXWH] [XQ—X\/E+1} {XQ—%XM—Fl}

= (X2 —2Xcosg —I—l) <X2 —2X0053§ + 1) (X2 —2XCOS5§ + 1) (X2 —QXCOS% + 1)

(X2 —X+1)2+

(X2 — )(Jrl—z][)(2 X+1+1]

(X+8)(X =1 =)][(X=i)(X =1 +1)]
=(X +z)( — )X —=1—4)(X—1+1)
= (X2 +1)(X2-2X+2)
(X2—-X+1)2+1

(X2 =X + 1) — (i)?
[

=(X2+1)(X2—-2X+2)

(X2 —X+42)2+ (X —2)2

=(X2-X+2)?2—[i(X—2)

(X2 =X +2) —i(X=2)] [(X* =X +2) +i(X - 2)]
(X2 4+ (=1 — )X + (2 +20)] [X2 + (=1 + )X + (2 — 2i)]

[X — 26 [X — (1 — )] [X 4 2i] [X — (14 )]

[X — 20] [X + 2] [X — (1 — )] [X — (1 +1)]

= (X2 +4)(X2 —-2X +2)

(X2 —X 422+ (X—-2)2=(X24+4)(X2-2X+2)
[6] P =6X+15X%+20X% + 15X% + 6X + 1 = (X +1)° — XC.

« enb une nadme de P <= P(a) =0
= (a+1)¢—-a=0
1 6
(1+4) =1
(0%
1
1+EE[U6

=

=
1 2ikn

<~ Jke]0,5], 1+—=e"5
(0%

=

ke [1,5], a= 5
6

{W\/gw 1\/§L 2”}
0[6637 6)573 6,€e 3

§

3 3

P:6(X+%) (X—e %) (X =€) (X_\f ) (X_\fe>
=6(X+%) (X2 + X +1) <X2+X+%>

; 1 1
6X‘J+15X4+20X3+15X2+6X+1:6(X+§> (X2+X+1) <X2+X+§>.

X8+ Xt +1=(X*+1)2-X*

[X*—X2+1] [X* +X?+1]

=[(X2+1)2-3X?] (X2 +1)2 - X?]

= [X2-XVB+1] [X2+XVB+1] [X2 =X +1] [X2 + X + 1]
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Fewille d exercices n°19 Décomposition en elements simples

X+ X441 = [X2-XVB+1] [X2+ XVB+1] [X2 =X 4+ 1] [X2 + X + 1]

Remaraue : (X8 +X*+1)(X*—1)=X2 -1

xXE+xt+) [[x=-0= [ X=0

Cely, ¢eU,
XEpXt41= [ X-¢

¢eUnN\U,
Exercice [9 : Factoriser Q dans R[X] et R, S dans C[X], sachant que Q n’admet que des racines
multiples, et que R, S admettent une racine réelle.

Q= X% —13X* 4+ 67X3 — 171X2 4+ 216X — 108

R=X%—(3+2)X*+ (34 11)X —2(1 + 74)

S=2X3—(5+6i)X%+9iX+1—3i

Correction :
Q =X? —13X* 4 67X% — 171X? + 216X — 108

Q=(X-3)*X~-2)7?
R =X3 — (34 2i)X2 + (3 + 119)X — 2(1 + 7i)

R=(X—-2)[X*—(142)X + (14 7))
R=(X-2)(X+1-3i)(X—2+1)
S=2X3— (5+6i)X2+9iX +1—3i

S = (2X — 1)[X2 — (24 3))X + (—1 + 3i)]
S=(02X-1)(X—=1—4)(X—1—24)

Exercice 20 : Factoriser les polynomes réels P = X3 —9X? 4+ 26X — 24 et Q = X3 +3X — 14
sachant qu’ils ont une racine commune.

P = X3 —9X? + 26X — 24

Correction : SOOUJ Q. wne hacime commune & 3
Q=X"+3X—-14

Mors o esb une nacine de P — Q = —9X2 + 23X — 10.
@cvn/o a:2wa:g.

@%w@f@w?%ﬁ@i@vmmmdpet(g,

P — (X — 2)(X? — 7X + 12) P — (X —2)(X — 3)(X —4)
Q= (X—2)(X24+2X+7)  1Q=(X-2)(X2+2X +7)

( )

A retenir | (Décomposition en éléments simples dans C) :  Toute fraction rationnelle F & co-
efficients complexes peut se mettre, de maniére unique, sous la forme :

ot E € C[X] est un polynome a coefficients complexes.
VEke[l;p], ap, YI€[1;n,], Ay €C, ny €N,

On dit alors «, est un pole de f de multiplicité n,,.
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Décomposition en elements simples

fewille dexercices n°19
N

Toute fraction rationnelle F

-
A retenir 2 (Décomposition en éléments simples dans R)

a coefficients réels peut se mettre, de maniére unique, sous la forme
Dk 0, X+ € .
k] T (XIX.2)

FX)=EX)+)_ D = X—ap) Zz; X2+ B X + ;)

k=1 =1 k=13

ou E € R[X] est un polynome a coefficients réels
VEke[L;p], o, Vi€ [Ling], Ay €R, my €N,
Vke [[I;Q]L /Bkv Ve V] € Hl;mk]]v 5k,j7 €k.,j € [R7 my € N
Ay = B,° — 4y, <O.
' y

On dit alors que «ay, est un pdle de f de multiplicité n,

Exercice 21 : Décomposition en éléments simples guidée

2zt + 23 + 322 —6:1:+1
b =
213 — 2

422 — 6z + 1

1 Par division euclidienne, montrer que ® =z 4+ 1 + ®; avec &,
213 — 12
Montrer qu’il existe trois réels A, B et C tels que
A B C
¢1_E+E+ —1 (XIX.3)
2
Correetion :
(XIX.2).
A B C
@1 - 72 + - 1-
X T xr — 3

1

waWmO(Az—U,
1 - 1
2

- @nM@«n@mCrmmugﬁT&wﬁme—f&mhgde@@WWxt@ndm

C—72
Powux—>oo(B=4).
%maﬂcynwnb, . 5 )
2% +2° + 3z —6x+1:m+1_;12+é_ 21.

203 — 22 T or—3

Exercice 22. : Décomposition en éléments simples guidée
225 — 83 4 822 —4x+1
P =
x3(x —1)2

xt — 1022 + 822 —4x + 1
x3(x —1)2 ’

PTSI Vinci - 2023

.‘ Montrer que ® peut se mettre sous la forme : = 24+®, ou @,

2]
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Fewille d exercices n°19 Décomposition en elements simples

A+B+C+ D n E
¥ 22 x (r—1)2 -1

‘ Expliquer comment la méthode de 'exercice précédent permettrait de trouver A et D.

Expliquer pourquoi ®, peut s’écrire sous la forme : ®; =

On ne demande pas de déterminer A et D ici mais on va plutot appliquer une méthode plus
efficace ici : la division suivant les puissances croissantes :

‘ En effectuant la division suivant les puissances croissantes de 1 — 4z + 822 — 1023 + 42* par

(z —1)? =1 — 2z + 2 montrer que :
1 —4x + 822 —102% + 42* = (1 — 22 + 22) x (1 — 22 + 322) + (—22% +2%). (XIX.4)
[5] En déduire A, B et C.
@ Terminer la décomposition.
Correction :
‘ %W@W@%WWMW O =24 D, awvec

4zt — 1023 + 822 —4dx + 1
a3 (x—1)2

d, =

Lo décompasition, (XIX.2) séonit -

-2, B, ¢, D | E
Vo3 T a2 e (2—1)2 z—17

&m@@'mfwwd'MWA@Dwmwwﬁ@
e (x —1)% mais b nesterail encone we%«'denfbddét@vmﬂnm.

[4) Lo division suisant les i cwissantes, & lordre 3 (qui esb du x) du

wmé)mbewu1—4x+8x2—10w3+4x41wn(x—l)zjm[u&»tétrml—Zx—ﬁ—xz sl

1 — 4z +8z% — 102° 4 42 = (1 — 2z + 2?) x (1 — 2z + 32?) + (—22° + 2?). (XIX.5)
‘ &me@%d&mm@mﬁhmde(%ﬂ%B)wxs(LfD%mo@W&Aj B@LCdJIU/n,beuQcouTu:

o1 2.3, a2
Vo 22 ' (2—1)%

-2 _(@-1-1_ 1 1
IE‘ &M@D&E%MWWW&@ Jj—l (J:—I)Q T r—1 (J:—l)Q.
22° — 82 4+ 8z% — 4z + 1 1 2 3 1 !
3 2 =2+ 53— 3t~ 2t ’
3z —1) x x z (z—1) x—1

&emaraue-ﬁmmé&@@%te%wmw WW%W \WdBB @%W
(

u—x—amwwumwwmm@m@@aw&

Exercice 23 : Décomposition en éléments simples guidée :

425 — 2% + 112 — 23 + 1122 +233+3
z(z? +1)°

b —

En vous aidant de (XIX.2), donner la décomposition générale de ®.
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fewille dexercices n°19

x® — 22 + 223 — 22 4+ 22 + 2
(2 +1)3 '
‘ En divisant successivement suivant les puissances décroissantes le numérateur de ®; par
22 4+ 1, puis le quotient obtenu par z2 4 1, donner la décomposition en éléments simples de
Q.
Donner la décomposition en éléments simples de ®.

3
‘ Montrer que ® — — = &, ou ¢, =
x

Correction :

A Bz +C Dax+ E Fz+ G

— - . XIX.6
z @il @1 #Erl (XIX.6)

b =

Remaraue :&mﬂmmwmwdo@t@mA,mBetc<wmmz
mﬂuﬁ&mnmmmwmﬂmd@@@ﬂ?%)wx2+1,w&/mwxmmiwm

A Bz+C ) 5
Wmuwm,w&%mwx +1,ooﬂouﬂmDetE...

@nmmwwnb@nbe)bd@bwuwa(AZ3),M@0M@Q@WDUO@@1=@—%.SDM%WL®
On trowse (

3 =20t 2% — a2 420+ 2

i GRS -

dAAWo'mdmwm@wbetmxs—Qﬂ:4+2I3—l‘2+2x+2WI2+1,MMW0@WWI2+1.

b =

& — r+1 n 3 +ZL’*2
L (z2+1)3  (z2+1)2 2241
Gfrvn,qﬁanwmt,
3 r+1 3 r—2

¢ =— - .
:L'+(:c2+1)3+(x2+1)2+x2+1

Remaraue :@mm@ﬂo@mmmwmww?@%m&mawa

Exercice 24 : Décomposer en éléments simples

(1] - 3;((2_t - sur R. [6] —Xi;; >E4; ! sur R.
5 2X;;Lj(;zf1+ 1 sur R. (XX_5 ;;3)5;2111)2 sur R.
%surﬂ?. @ (X;ST—i_iwsur[R,

(3—2)X —5+3i

C.
X2 +4iX+2 b

i
(o)

X
m sur R.
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Fewille d exercices n°19 Décomposition en elements simples
X+i X54+X+1
I SurC Wsurﬂ?et sur C.
X X5 +X+1
(X+) sur C. Xﬁ—-ll_sur[RetsurC.
3
X2 + X3 —2
o - 18 sur R et sur C.
X4+1sur[RetsurC. XIXZ 1+ X +1)2
X X
_ 19 sur R et sur C.
X4+1sur[RetsurC. [ 19] X2 1)(X2 1 4)
X2+ X+1 X2 -3
S TaAT - 20 sur R et sur C.
X1 sur R et sur C. | 20] X251 1)(X2 1 4)
Correction :
X3 —3X?4+X—4 5
=X2-2X—1———.
X—1 X—1
2X3 + X2 —-X+1 3 19
X2—3x+2 A TTTXoiTx—2
2X3 + X2 - X +1 3 7
= 92X +5 .
X2 —2X + 1 ARG S IER
Xt 42X2 41, 2 2
IS GRS U T
X 1/2 1/2
X2-4 X+2 X-2
XP+X'+1 1/2 3/2
AR Al xeixi1-4 S
e] X3 —X LR S E e
LW_1+1+ 3 + 6 + 10 + 4
XX—-14 X X—=1DF (X—-13 (X-1)2 X-1
X5+ X4 +1 PR 7L S 7. 37/16  1/8  5/16
(X—13(X+1)2 (X—13  X—-12 X—-1 X+1)2 X+1
EI X7 +3 g 7X +13 7X + 21 14
X2+ X +2)3 (X24+X+2)3 (X2+X+42)2 X24+X+2
(3—22)X—5—|—3Z_2+i 1—3:
X2 4iX+2  X—i X+2
X+z’_#+§z‘+ V22 _ V3,
X2+i7X_\/§*2ﬂi X_M'
X 1 i
(X+i)2 X+i (X+14)?2
X241 1/2 1/2 =Yy . V2 . V2 . — V2
X241 X24V2X+1 X2—V2X+1 X2 2 X v24 V2 X4 V2402 X2 2y
X V24 V2/4 B —3i N i N —1i N 1i
XP+1 X244 V2X+1 X2 VX +1 X2 V2 X V22 X V22 X V22
X24X 4l (2-V2)/4 | @eVR)A MR B S B
X141 X24+V2X+1 X2—VoX+1 X —¥2¥2j X Y242 Xy vZivl X4 V2o
XP+X+1 3/4 1/4  X+3 3/4 1/4  —i+4i 11
1 =X _ 2 _Xx 2 T 1 2 1
Xi_1 XXl el XXyl X T X
X5+X+1  1/2 1/6 3X—2 1/2 1/6 3J 352
= = — — 5 de
X6 1 X1 X41 'X2-X+1 X—-1 X+1 X4j Xqgzoromer*
1 V3
gombba/ndohd —§+§¢.
—2 2 4 2 3 X+l 3X+5
X4(X2+X+1) X4 X3 X2 X (X24+X+1)2 0 X24+X+1
2 4 2 3 if Lj 3 28; 34 285y
. S ~ /de/
TR TR X T XA X X-j?"“mc”?m foson
1 V3
W@gz—§+gz‘.

Lycée Jules Garnier
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Fewille d exercices n°19 Décomposition en elements simples

X X X 1/6 1/6 1/6 1/6

X2+ 1)(X2+4) X241 X2+4 X—i X+i X-—2 X+2i
X2 -3 43 /3 _ 2i -2 N —Li Li
XZFD)(X2+4) X2+1 X2+4 X—i X+i X-—2  X+2i

Exercice 25 : Décomposer en éléments simples dans C(X) les fractions rationnelles suivantes :

X2 4+3X+5 X641

X2 —3X+2 X0 —X44+X3-X24+X-1
X2 +1 X7 +1
2 -
X —1)(X—2)(X—3) (X2 +X+1)3
1 XZ+1
3 e —
X(X —1)2 X(X — 1)4(X2 —2)2
X% +1 1
4
(X—I)Q(X—I—l)2 (X+1)7—X7—1
1 1
(X —2)3(X +2)3 X —1
X6 = 1
e 15
(6] (X3 —1)2 (X—1)(X"—1)
1 n!
7 16
S 1 XX =X =)
X2 +3 X2
X5 — 3X4 4+ 5X3 — 7X2 + 6X — 2 X4 — 2X2
— — — — cos(2a) + 1
X 1
2] ]

(X2 +1)3(X2 1) X2 4+ 1

Correction :

X?+3X+5 X2 +3X+5
) o p=oo 2 20T
X2-3X+2 (X—-1)(X-2)

1&2%MWWMW%WX2+3X+5&MF%t@&mvboubgo!vn\amnédu,cﬂ%.fa/
i entitne de F dtant dainement 1, F o'écnit sous la, :
Pazztw

a b
F=lr gt x—o
ol @ eb b sonb deuce néds.
1 4
o= lim(z — DF(2) = 2355 9 & b= lim(z — 2)F(z) = 22955 _ 15 Dong,
r—1 1—2 r—2 2—1
9 15
Fel-—oro 2
X—1 X_2
X241
%L F = o ds i dements. bi de F 'éoumm,&mgonm:
(X —1)(X —2)(X _3) —= decomqouilion en simple N
a b c
F*X—1+X—2+X—y
oﬂ,a,bethomtbwibhéJb,
1+1 441
=lim(z - 1)F@#)= —— =1L nun b= lim(z —2)F(z) = ——— = 5 &
a=lim@—F@) = g5 gy =~ L e b= il —2F@) = G353
. 941
1 5 5
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Fewille d exercices n°19 Décomposition en elements simples

1
S%U;F:m.

F=ly b4
X X—-1 (X—1)2
anec
1 1
1 _ _ _1)2 _ _ T T
Z_i%’%xF() 1l c= hrq@ 1)°F(x 1&%”\/33 1gouh/rwt 1 —|—4 4etdofmo
Tmbwmb,cyrurmboumémme(@ema%m)OzmgrglooxF(x):a—i-betdormc?ueb:—a:—l.
11 1 1-X=1PP-X . XP+X 1
XX—-1)22 X (X-1)2  XX-12  X(X-1)2 X-1
gDom/o,
1 1 1
F_X_X—1+(X—1)2'
1 _X-1-X 1 B 1 _X-1-X 1
X(X—1)2 X(X—-12 XX-1 (X-12 XX-1) (X-1)2

S S
X X—-1 (X—-1)2

50th:( X) +X1+1 JwaWumW%MW@F%LdQQ@

p__G n b _a n b
X1 (X—1)2 X4+1  (X+1)%
— 2 A = — =
b_il—%(x 1)?F(z) = is, T = O@ou/vm,t —2a+2b=1 e donc a =0.
1 1 1
F:

s x—y T )

1 s . ). .
5"04th(X72)3(X+2>3.%wFwW%W%MW@F%M@?@

a b n c _a n b B c
CX—-2 (X—-2)2 0 (X—=-2)3 X+2 (X422 (X+2)3

1 1 1 64— (X+2+(X—2)% —12X?448
B &((X—2)3 B (X+2)3) 64X —23(X+2)8 T 64(X—2)3(X42)3
3 X2 -4 3 1

T16(X—2)3(X 123 16(X—2)2(X+2)?

o 11 13 13 g, ,
Joan, b= lim(e = 2F@) ~ (=55 ~ @rap) = 6@ ZE - 36 O ¢ = 0 feund
3
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Fewille d exercices n°19 Décomposition en elements simples

1 3 6 8 3 6 8

“5x—a X—27  X—2P7 X+2 (X+27 (X+2)3>'

[6] Jor F = (}(3(61)2 @fn/cud/%/d (X3 —1)2 = (X — 1)2(X — ))2(X — j2)2. TuwF otk néele, o,

t %/2/ t . 2 d/@FbaI/ t
Fol4 0y b ¢, 4 & | d
X1 (X102 X (X)) X2 (X =)
. ) 1
b=lim(z—1)*F(z) = = &
z—1 9
j6 1 1
d = lim(z — j)?F(z) = — ‘7‘ - = - = - -
=) = GG e T G- PP -2+ 1)
I S
CA=39)29
Ruis,
L A S (J+5%)X% —2(j + 54X +2
X=1?  X=j)? X-=j2)? (X-=-1)? (X=X =7?)
1 N —X2+2X+2  (X2+X+1)?24+ (X-1)H(-X*+2X+2)
X -1)? T X=X =) (X2 —1)
_6X?+3
(X312
fpc)bwte,

1 1 2 j X6 2X3 +1
A TR SR U R g L X

9 (X=1p2 X—=j)? X-=5) X-1) 3(X3 —1)?

CBXO—3(XP—-1)2—2X3 -1  4X3—4

B 3(X3 —1)2 - 3(X3—1)2

_A

C3X3 -1

) 1 1 52 j 4 1 4

- =1 —1)(F(z) —1— = = - =
Heoies oty @ = lim(z — 1)(F(2) 0 o TG T o) T aTeia 5 D
méme,

_ , 11 72 j 4 1 452
= lim(z — j)(F(z) =1 — = + — + ——) ==+ —— = ——.
I e T T eI T e TG 9

@om,o,
1. 4 1 452 2 4j j

F—14-( + LY J J iy

X1 T X1 X T X X X2
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Fewille d exercices n°19 Décomposition en elements simples

po1gp it g1 PP+ 45X =) | PP +IX =)
9°X—-1 (X—1)2 X24+X+1 (X24+X+1)2
1, 4 1 —4X+4  —X242X+2
=1+ —( + + )
9°X—-1 (X—-1)2 X24+X+1 (X24+X+1)2
:1+1( 4 N 1 N —4X +4 +—X2—X—1+3X+3)
9'X -1 (X—1)2 X24+X+1 (X24+X+1)2
:1+1( 4 N 1 N —4X +3 3X +3 )
9°X—-1 (X—-1)2 X24+X+1 (X24+X+1)2

1
Joit F = o

k=0 k
ST 2k
ot wy, = e/ F ). Moais,
P
FT6wd 6w 6
k k
@cvmo,
1 1 i i eiﬂ/G e*iﬂ’/6 e1'71'/6 e*iﬂ'/ﬁ

X+l 60 X—i  Xti X_eh  X—e il Xierfo T X e

X2 +3
SDaLF: .
X5 —3X4 4+ 5X3 —7X2 +6X —2

X5 —3X4 4+ 5X3 —7X2 46X —2= (X —1)(X* —2X3 +3X2 —4X +2) = (X - 1)3(X® - X2 + 2X — 2)
=(X—12(X3(X—-1)+2(X—1)) = (X —1)3(X% +2).

a b c d d
e ' x—e " xor Tk Txrive

Ruis,
= lim (z—1 zZ) = (i\/ﬁ>2+3 = ! = !
= zim( V2R() = (V2 —1)3(vV2+iv2)  (2ivV2)(=2ivV2+6+3iv2—1) —4+10iV2

2 4 5iv/2
=~
&umrp,,

d d 1 245vV2)X+iv2)+ (2-5iv2)(X—iv2) 1 4X—-20 —X+5
X—z’ﬁ+x+i\/§__ﬁ X2 +2 T108 X242 27(X2+2)
Mooie allons,
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Fewille d exercices n°19 Décomposition en elements simples

a . b . c B X2 +3 ~ —X+5
X—-1 (X—-12 (X—-183 (X—-13X2+2) 27(X2+2)
27(X2 4+ 3) — (=X +5)(X—1)2 X*—8X3 4 45X? — 16X + 86

27(X —1)3(X2 +2) B 27(X —1)3(X2 +2)
(X2 +2)(X2—-8X +43) X2 -8X+43
T TX—1)3(X%+2) 21(X—1)3
X2 —2X+1—-6X+6+36
B 27(X —1)3
1,1 1 36
~ X1 (X—1)2+(X—1)3)'
Fnalement,
1,1 1 36 1 2+5ivV2  2—5iV2
“axoi (X—1)2+(X—1)3)7E(X—i\/§+X—i-i\/ﬁ)'

X P . . P Py |/~ .
IE SOOUSFZ(X2+1)3<X2_1).TWF%bheeﬂgeetum1\om%W@W%MW\T&@@

P a n a b c d n b n c n d
CX—1 X+1 X—i (X—i)?2 (X—i)3 X+i (X+4)2 (X+4)3
lim (& — 1)F(2) R
= l1m — = =
¢= YT a3 16 M
1,1 1 8X —X(X2+1)3 —X7-3X5-3X3+7X

T e ew 8(XZ+1)3(X2—1) B8(X2+1)3(X2—1)
X(X2—1)(—X4—4X2—7)  1X*+4+4X247

8(X2+1)3(X2—1) 8 (X241
Moais lors,
d = lim(z —i)3F(z) = lim(x — i)3(F(z) — i(L + ! )
T—1 xr—1 16 x—1 ZZJ+1
R e o e U
8 (i+i)3 16
Ruin,
1XA44X247 4 1 i 1 1X'44X2 47 13X2 -1 X2 +6

TR XEr1)P TI6X—ip X+ 8 (X41P B HIP  BRELIP

%+ 6 5
Crnie, ¢ = —— > = — = R,

8(i+1i)2 32
X% +6 5 1 1 C2(X246)+5(X2—1) 7
TS GNP 16 s A vy v A T76 I R T G
) _ 7 _ g
%b_lﬁ(i—i—i)_ 35 malemen;
11 1T, 1 1 51 1 i1 1
AT SRS ES AT Sur il il 105 euw v o S PR TAYG eur R s g ik
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Fewille d exercices n°19 Décomposition en elements simples

X641
10] %L F = .
X5 X4+ X3 -X24+X—1

X5 -X4X3—X2+X—1=XX-1)+ XX -1+ (X—1)=(X—-1)((X*+2X% +1) — X?)

=X-DX24+X+1)(X2-X+1)
=X -1)X=HX =73 X+ )X+ 7).

%WF%M@%Q@WW%%M@W@F%M@%@MW

FoaXabpCy 4 o 4 ©
= a .
X—-1 X—j X—72 X+j X-—j2
. F(x) .oaxd.. _ 1641 2
“_JETOOT_lF‘mb_LETooF(m)_x)_xETooxT_l'?mC_5—4+3—2+1_5’
B P +1 B 2 2 el& (=)°+1 2 !
b4 —43 4352 -2j+1 352+3;—-3 —6 T 543 +32+2j+1 372+7j+5 2j+1

omngG,

2 1 1 1 1 1 1 1 1
F=X+1+;

1
3X—1 §X—j7§X—j2+2j+1X+j+2j2+1X—j2'
X7 +1
M) St F=—————
—s

XT4+1=(X24+X+1)(X° =X+ X2 -X)+X +1
= (XX HD[(X2+X+1)(X2—2X2+ X +2) —4X —2] + X +1
=(X2+X4+1)2(X3—2X2+X+2)— (UX+2)(X2+X+1)+X+1
=(X24+X4+ D) X24+X+1)(X—3)+3X+5]— (X +2)(X2+X+1)+X+1
=X+1-UX+2)(X2+X+1)+BX+5)(X2+X+ 1)+ (X—3)(X?2+X+1)3
Done,

3X+5 4X +2 X+1
X24+X+1 (XZ+X+1)2 (X24X+1)%

X?+1
500{J3F=X(X_1)4(X2_2>2.52@décom?wﬂmdeF%J@m@n@b@ﬂe@%ﬁd@@@@oﬁm@

F=X-3+

by €1 Co dy dy

XX TR X T E D X vE T X v XevE (X v

1
a—rlblir(l)xF( ) T Ruis,
N 241 B 3
e mlinf@_\/i) Flz) = V2(V2 - 1)4(V2+ V2?2 8V2(4—8V2+12—4v2 + 1)
3 = 5 5 = (24 + 17V2).

T 8V2(1T—12v2)  8(—24+17v2) 16
%Mwwdz 24—17\[)@%@@71,5“@

3(24+17\/§ 24—17\/5)_§6X2+17X+12
1 2 (X2-2)2

6 (X V22 | (X+v2)
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Fewille d exercices n°19 Décomposition en elements simples

Riin,
36X% + 17X +12  2(X* +1) = 3(6X* + 17X + 12)X(X — 1)*
2 (X2-2)2 2X(X —1)4(X2 — 2)2
~ —18X7 + 21X° 4 60X5 — 90X* — 30X® + 95X — 36X + 2
B 2X(X — 1)4(X2 — 2)2
_ —18X5 +21X* 4 24X3 — 48X? 4+ 18X — 1
B 2X(X —1)4(X2 —2)
Moais allorns,
—18.4v2 +21.4 +24.2/2 4824+ 182 -1  —13—6v/2 1
¢ = TIBAVZH 2144 242V2 82 H18V2 -1 V2 Liges 1 a58v3),
2v2(vV2 — 1)4(vV2 + V2) 8(17 — 12v/2) 8

b pon um caledd conjuqué, d; = —é(365 —258v/2). Ensuite,

L 36542583 365 - 958V3, 136X 4516
8 X—+v2 X ++v2 4 X2-2 -

Riin,

36X* +17X 412 | 1365X +516  —18X° 4 21X* + 24X% — 48X + 18X —1 | 365X + 516

F=3 (X2 —2)2 tiTxe—2 ~ 2X(X —1)4(X2 —2) + 4(X2 —2)
2(—18XP 4 21X* 4 24X3 — 48X? 4 18X — 1) + (365X + 516)X (X — 1)*
AX(X —1)4(X2 —2)
365X% — 980X° + 168X* + 1684X? — 1795X? + 552X — 2
- XX —1)4(X2—2)
365X* — 980X? + 898X? — 276X + 1
B AX(X— 1)1
Cnsuite,
p_ 30X +17X 412 1365X+516 1 _ 365X' — 980X° +898X* — 276X +1 1
2 (X2-2)2 4 X2-2 4X AX(X —1)* 4X
(365X* — 980X? + 898X2 — 276X + 1) — (X —1)*  364X* — 976X3 + 892X2 — 272X
B AX(X — 1) - AX(X — 1)
182X3 — 488X? + 446X — 136
B 2(X — 1)

18223 — 48822 4 4462 — 1
%b4:lim(x—1)48x 88x~ 4 446x 36:2

z—1 2(.T — 1)4 ’
182X° —488X* +446X —136 2 91X® —244X* + 223X — 70 _ 91X* — 153X + 70
2(X —1)4 (X—-1)4 (X —1)4 N (X —1)3
9122 — 153z + 70
. T _1\3 _
Ruis, by = lim (z — 1) CEE 8,
91X? — 153X 4 70 8  91X?—153X+62 91X —62
X—1)* X-1F X-1p X-1)2
_9IX—91429 91 29
O X=1)2 X—1 (X—1)2
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Fewille d exercices n°19 Décomposition en elements simples

cecTuA}@o«WnAbb2=299Lb1=91.

1 91 29 8 2 365 +258v2 1 3(24 + 17V2) 1
F=—_+ - + + — +
4X  X—-1 (X—-12 (X-1)3 (X—-1) 8 X -2 16 (X —/2)2
365 —258v2 1 N 3(24 — 17V/2) 1
8 X+ V2 16 (X ++v2)2
1
ot F =

X+1)7—X7—1

(X+1)" = X" —1="7X5+21X5 + 35X* + 35X3 4 21X? 4+ 7X = 7X(X® + 3X* + 5X3 + 5X? + 3X + 1)
=7X(X+1)(X* +2X3 +3X2 +2X +1) = 7X(X + 1)(X2 + X + 1)?

ﬁmwlmvabdeW\écTueX4+2X3+3X2+2X+1=(X2+X+1)2 <[\O)LWTQ€9%WCTM9]
%tmmwmwmmm@mb@w@nﬂbe (Cb+b+c>2=a2+b2+82+2(ab+ac+bc)>,(yrv'{\eub

ptiquen comme s

1 1 1 1
XA 42X343X2 42X+ 1=X2(X2 4 5 +2(X+ =) +3) =X2(X+ )2 +2(X + =)+ 1)

X2 X X X
:XQ(XJF%+1)2:(X2+X+1)2
a b c d c d
F = .
e i T X "Xy X=X
1 1
= =1l b= =—1. R
T 0T D010+ 1)2 (—1)(1—1+1)2 e
B 1 - 1 - 1 1
JG+DG =22 J=RPA=2+57) =235 3
&wml}e,
1( 1 1 )_(X—j2)2+(X—j)2_2X2+2X—1
3(X =4 (X—42)27 3(X2+X+1)2 3(X24+X+1)2
Fin,
- 2X24+2X —1  3—-X(X4+1)(2X2+2X—1) —2X*—4X3—4X?+X+3
3X24+X+1)2 3XX+D)(X2+X+1)2 3X(X+1)(X2+X+1)2
. —2X2-2X+3
XX+ D)(X2HX+1)
Mooie allons,
. -2 —2j+3 5 b
3jG+1DG -5 =307 3V3
Gfmwﬂ@mmut,

B l(l B 1 . 5% 3 - 5i . 1
77X X+41 3\/§(X — ) 3(X —4)2 3\/§(X —2) 3(X — j2)2
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Fewille d exercices n°19 Décomposition en elements simples

S%U;P=X"—1ethé.&WmdeF%tm%et&b@&ud@?mW(m

n—1
P=X"—1e P =nX"! nm&rﬂbdewwmwwmwmdanw%) @er&mf, P= H(X_wk) ol
k=0
_ 2ikmw/n F = N
w, =e¢ . Lomng, ol
= X —wy,
TP (w) ot onwl o on
1 1 n—1 e?ikﬂ/n
n_ 1 _ p2ikm/n’
X —1  négX—e2ikr/

n—1 ) 1
i = — no__ — _1)\2 N _ p2ikm/n . — ) N
(18] %ot P= (X —1)(X"—1) = (X —1) gwkwwk e St F P.&W@nnmd@Fm
mu%,@'owwra&?od/m&wrépgdmﬂge,dwml&n—lréﬂegwlfﬂmdwm&bwk:e%kﬁ/"}
gkgn—l.@cymo,

n—1

a b >\k‘
F= .
x—1+(x—1)2+;x—wk

1 1 Wy, ®
)\ = = = R A )
T A D —nep T =1 n(l—wP ) n(w,—1)
1 1
T o 2 — —
b=lim(e - V@) = gy
I neste & calolen a.
. 1 =X X2 X 1) X2 2X B L (n—2)X — (n— 1))
nX—-1)2 aX-12X 14 +X+1) n(X—1)(X"1+.. +X+1) '
. 1 —n—1)4+n—2)+..+2+1] n—1
= —1)(F(z) — = = .
Done, a = lim(z = 1)(F(2) w12 n(l+1..+1) 2n

Fnaloment,

polc -l 1 +"z:‘1 we 1
T (X —1) 0 (X—1)2?2 Hw—1X—w,

k=1
= lim(x — T) = m = n! — n(—1)kCkE-1
A, = lim (z — k)F(z) IL,,G-0 ~ (D (e Dl — ) (—1nkChL
Dons,
n! N (=) R ChTy
(X—1)..(X=n) £ X—k

Poons P = X4 — 2X2 cos(2a) + 1.

X4 —2X2cos(2a) + 1 = (X2 — 219)(X2 — ¢720) = (X — €')(X — 1) (X 4 €*)(X + e79)
(= (X% —2Xcosa + 1)(X? + 2X cosa + 1)).

P@dm%mammei“#ie_mwwwdagégl.
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Fewille d exercices n°19 Décomposition en elements simples

/Ie)bcab.soi/aEﬂ'Zj

F X2 a N b a N b
C(X2—-1)2 X—1 (X—-1)2 X+4+1 (X+1)%
1 1
1 o 2 I . — ; e g = —
bfilir%(x 1)°F(x) T ()Komxm,tO 2a+2b b donc a =10 1
X2 1.1 1 1 1

P ikt xoe x71 T Xt

Zé/rnemlﬁaEg-i-WZ,

B X2 _a n b _a n b
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