XX

Contenu
L. Lensemble KX ...t e 1
L1 Opérations sur K[X] . . . ... ... . . . 2
1.2 Degré d’'un polynéme . . . . . . ... 5
1.3 Notions de polynémes de matrices . . . . . . .. .. ... ... ... .. 6
IT. Dérivation dans K[X] ... ..o e 7
II.1  Polyndme dérivé . . . . . . . .. e 7
II.2  Degré du polynéme dérivé . . . . . . . ... ... oo 8
II.3  Dérivation et opérations . . . . . . .. ... ... . 8
II.4  Fonction polynomiale associée a un polynéme . . . . . . .. .. .. ... 8
1.5 Formulesde Taylor . . . . .. ... ... .. ... .. ... .. ..., 9
ITL. Arithmétique dans K[X] .. ... e e 10
.1 Divisibilité . . . . . . . . 10
II1.2  Division euclidienne . . . . . . .. .. ... ... . 11
III.3  Polynomes irréductibles . . . . . . .. .. ... oo 13
IV. Racines d'un polynome . ... 13
IV.1 Identification entre Pol(K) et K[X] . . . . . ... .. .. .. ... 14
IV.2  Ordre de multiplicité d’une racine . . . . . .. ... ... ... ..... 15
V. Décomposition en facteurs irréductibles ......... ... ... . 16
V.1 Polynoéme scindé . . . .. .. ... 16
V.2 Factorisation dans C[X] . . . ... ... ... ... 16
V.3 Factorisation dans R[X] . . . .. ... ... ... ... ... 17
V.4 En pratique, . . . . ... 18
V.5  Algorithme de Horner . . . . . . . .. ... ... ... ... ... .. 19
VI. Somme et produit des racines . ....... ...t 20
VI1 Degré2 . . . . . e 20
VI.2 Casgénéral . . . . . . . . ... 20

Q L’'ENSEMBLE K[X]

Définition | : On appelle polynéme a une indéterminée a coefficients dans K, toute suite
(@) pen d’éléments de K nulle & partir d’un certain rang.

On note K[X] leur ensemble.

VP = (a,),en €KX], INEN, Vn >N, a, = 0.

n

Remarque : N peut étre aussi grand que I’on veut, mais il est toujours fini.

Exemple | © (1,-2,3,0,4,0,0,...) = 1 — 2X + 3X? 4 4X°.

Vocarulaire :
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— Pour n fixé, a,, est le n+1° coefficient du polynome.

— On note X le polynéme défini par X = (0, 1, 0, 0, ...) c’est-a-dire défini par la suite (a,,),,c\
telle que :

ay=0,a,=1etVn>2a,=0.
ATTENTION I X n’est pas un nombre !

— On appelle polynéme constant, tout polynéme de la forme (A, 0, 0,...) ou A € K.
On le notera abusivement .

— Le polynoéme défini par la suite nulle (0, 0, ...) est appelé polynome nul et noté Ok x]» ou
dangereusement 0.

Par définition, un polynome est donc nul si, et seulement si tous ses coefficients
sont nuls :

V P=(a,),en €KX], P=0yx < YneN,aq,=0.

Opérations sur K[X]

r

Définition 2 (Somme de polynSmes) :  Soient P = (a,,)pen €6 Q = (b,)nen deux poly-
némes de K[X].

On appelle somme des polynémes P et Q, notée P + Q, le polynéme défini par :

p + Q = (a’n + bn)nED\I'

La définition sous-entend que la somme de deux polyndmes est un polynéome. C’est la
raison de la preuve ci-dessous ou nous allons nous en assurer.

ATTENTION

Laloi +: K[X] x K[X] — K[X] est appelée loi de composition interne (a K[X]).
P;Q — P+Q

( N\
Proposition | : L’addition dans K[X] :
est associative : VP, Q, R € K[X], P+Q)+R=P+(Q+R)=P+Q+R.
est commutative : VP, Q e K[X]|, P+ Q=Q +P.
admet un élément neutre : le polynéme nul Oyx; = (0, 0, ...) vérifie :
est symétrisable : Tout polynéme P = (a,,),cy admet un symétrique, noté —P, et défini
par —P = (—a,, ),y vérifiant

Vocarulaire :On dit que ([K[X], —i—) est un groupe commutatif (ou abélien)
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Corollaire Il : Deux polyndmes sont égaux si, et seulement si leurs coefficients sont égaux :

VvV P= (an)nGD\hQ = (bn)neh\l S [K[X]? P =KX] Q < VneN, Ap =K b

n-

Définition 3 (Loi externe) :  Soient P = (a,,),cn € K[X] et A € K.

On définit le produit d’un polynéme par un scalaire, noté X\.P ou AP, le polynéme défini par :

)\P = (A X an>neN.

Corollaire 12 : L’ensemble K[X] est stable par combinaisons linéaires.

Vocarulaire : On dit que ([K[X], -+, ) est un espace vectoriel sur K.

( )
Définition 4 (Produit de polynSmes) :  Soient P = (a,,),cn €8 Q = (b,,)en deux éléments
de K[X].

On appelle produit des polynémes P et Q, notée P x Q ou plus simplement PQ, le polyndéme
défini par :

n
PxQ=(c,)pen OUVREN,c,= Zakbn,k.
k=0

n
Vocarulaire :La suite de terme général ¢,, = Z ab,,_;. est appelée produit de Cauchy des suites

k=0
(an)nEN et (bn>n€[N .

En particulier, on a :
[ CO = aobo [ ] Cl = albo‘l‘aobl [ ] CQ = a2b0+a1b1+aob2 o ..

R_emaraue importante :

VneN, Zakbn,k = Z a,b,. (XX.1)
k=0

pt+q=n

Proposition 2~ : Le produit dans K[X] :

est associatif : VP, Q,ReK[X], PxQ)XxR=Px(QxR)=PxQxR.
est commutatif : VP, Q € K[X],PxQ=Q x P.
admet un élément neutre : le polynéme 1y;x; = (1, 0, 0, ...).

est distributif sur ’addition : VP, Q, R € K[X],Px (Q+R)=PxQ+P xR.

\,
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est compatible avec la loi externe :

VAeK VP, QeKX], M(PxQ) =(AP)xQ=Px (\Q)

On dit que ([K[X], +, ><> est un anneau commutatif et que <[K[X], +, X, ) est une algébre com-

mutative (unitaire) sur K.

ATTENTION | (IK[X], ><> n’est pas un groupe!

ATTENTION On le démontrera plus loin mais les seuls polynémes inversibles pour la loi x sont les

polynoémes constants non nuls.

Détinition/Théoreme S (Notation détinitive) :  Soit n € N. On définit la suite des mo-

noémes (X"),,cn par :
X0 =(1,0,0,..)
Xl = X" x X

X =(0,1,0, ...) est appelée I'indéterminée et,

VneN, X" = (0,0, ..., 0, ! L0, ...) (XX.2)

(n+1)®M€ coefficient
Tout P = (a,,),en € K[X] s’écrit alors :
n
P=aqay+a;X+ayX?+ - +a,X" = Zaka.
k=0

. .

Voceagulaire : On appelle monéme tout polynéme de la forme a;, X* ot k € N et a;, € K.

Remaraue : On adopte diverses notations pour un polynéme comme

o P= (an)n€N7 o Zakxk, o Zakxk,
k=0 k>0+oo
k
o> a, X", o P(X), e ou ;“kx ’

en convenant toujours que Yk > n, a;, = 0 7.e. la somme est finie et on écrira toujours un
polynoéme dans ’ordre croissant ou décroissant des puissances de X.

ATTENTION I X n’est pas un nombre!

Définition & (Composition) :  Soient P =) ;X" € K[X] et Q € K[X].
k>0

On appelle polynéme composé Q par P, noté P o Q, le polynéme P o Q = Z a, QF.
k=0

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XX : Folynémes 4]
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Remaraue :SiQ=X+aouac€KetP= Zaka alors PoQ =P(X +a) = Zak (X +a)k
k>0 k>0
4 )
Exemples 2 (Opérations dans K[X]) : Soient P =1+3X —X? et Q = X + X2.
Somme : P+Q=1+4X.
Loi externe : 2P = 2 + 6X — 2X?2.

co =apgby =0

k|10 1 2 3 4
7 T ¢y =agb; +a;bg=1
Produit : b: 0 1 1 = ¢y =agby +ab; +ayby =4
¢, |0 1 4 2 -1 c3 = agbs + a by + ashy +azby =2

¢y = agby +a,by+ayhy +azby +asby =—1

PQ =X +4X2 +2X3 — X4,

L Composition : PoQ =1+ 3(X+X2%) — (X +X?)2 =1+ 3X —2X2 -2X3 — X%,

v
Exercice | : Soient P(X) = X2 +3X —2 et Q(X) = 6X — X? + 1.
Déterminer P + Q, 3P — 2Q, P3?, PQ et P(Q(X)).
Proposition 2 (Bindme de Newton) :  Soient P et Q deux polynémes sur K.
n n n—1
VneN, (P B PFQ"F et Vne N, P"—Q" = (P — prQr-1=F,
nem @+r =3 ()Pt o vaew p oot - -0 3 P
Exemple 3 : VneN, 1—-X"=( Zxk
Exercice 2 : Démontrer que pour tout n € N*,
2n
(X3 + X2 +X 4+ 1) Z(_l)kxk — X2n+3 + x2n+l1 + X2 +1.
k=0
Degré d’un polynéme
( )

n
Détinition 7 : Soit P = Z a;,X* un polynéme non nul.
k=0
On appelle degré de P et on note deg(P) le plus grand entier k tel que a; # 0.
On convient que deg (OM[X])) = —o0.

\

Exenple 4+ © Si P =X2+5X3+X° on a deg(P) = 9.

Remaraues :
n

— siP = Z a, X", on n’a pas nécessairement deg(P) = n. Ce n’est le cas que si a,, # 0.
k=0

Le coefficient a,, s’appelle alors le coefficient dominant, a, X" le monéme dominant.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XX : P&/ymfmea ﬂ
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— On dit que P est unitaire ou normalisé si P # 0 et si son coefficient dominant est égal a 1.
— SiP =(a,),y est le polynéme nul alors, par définition, Vn € N, a,, = 0. De fait, il n’existe
pas d’entier n tel que a,, # 0. C’est la raison de la définition ci-dessus.

— Les polynoémes constants ont un degré < 0.
ATTENTION R , R
— Les polynomes de degré nul sont les polyndémes constants non nuls.

4 \‘
Proposition 4+ :

VP, QeK[X], deg(P+ Q)< max(deg(P),deg(Q)).

deg(P) si A # 0
YAEK, YP e KX], deg(aP)= 4 BE)SIAFO,
—oc0 si A=0.

VP, QeKX], deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).
VP, QeK[X], deg(PoQ)=deg(P) x deg(Q).

Exercice 3 : Déterminer le degré et le coefficient dominant des polynémes suivants :
P,(X) = X3 — X(X — 2+ )2
Py(X)=(X+1)"—(X—=1)", ouneN.

Corollsire 4| :

Les seuls polynomes inversibles sont les polynémes constants non nuls.
VP,QeKX], PQ=0<« P=00uQ=0.

Voceaeulaire : On dit que ([K[X], -+, ><> est un anneau intégre.

Définition & : Soit n € N.

On note K, [X] 'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n.

Proposition S ¢ K, [X] est stable par combinaisons linéaires.

Exercice 4 : Pour tout P € R3[X] on définit f(P) = P(X + 1) — P(X).
Calculer f(X3), f(X?), f(X) et f(1) puis montrer que, pour tout P € Ry[X], f(P) € Ry[X].

|I.3| Notions de polynémes de matrices

Soit M € 4, (K) et P =) a,X* un polyndéme de K[X].

p
i=0

Depuis le chapitre sur le calcul matriciel, on sait qu’une combinaison linéaire et un produit de
matrices de ., (K) sont encore des matrice de .#,,(K), on note alors P(M) la matrice de ., (K)

définie par :

p
P(M) =Y aM =a,MP+ ...+ a, M+ agl, € .4,(K).
=0

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XX : Folynimes
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e N
Détinition/Théoréme 9

m Un polynéme en M commute avec la matrice M : P(M) x M = M x P(M).
» Lorsque P(M) =0 4 (x), on dit que P est un polynome annulateur de M.

= Soient P, Q € K[X], M € ., (K) et A € K.
Alors,

o (P xyx) QM) =PM) x 4 ) QM),
o (Ayx PHyx) QM) =A- 4 ) PM) + 4 ) QM).

Corolsire Sl : Soient P, Q € K[X] et M € ., (K). Alors,

P(M) X 4 1) QM) = QM) X_4 ) P(M).

Les polynoémes de matrices permettent d’introduire de la commutativité la ou il n’y en avait pas.
Vous verrez que cela a une grande importance.

-1 1 1
Exercice S : Soit A = 1 -1 1 .
1 1 -1

Montrer que A? + A — 2I; = 05. En déduire que A est inversible et calculer A1,

Q DERIVATION DANS K|[X]

IL.1] Polyndome dérivé

e - R
Définition 10 : Soit P =) _ a;X* € K[X].

On appelle polynéme dérivé de P, noté P’, le polyndme défini par :

n
= Z kakxkil
k=1

On définit également, par récurrence, le polynéme dérivé k-iéme de P, noté P par

PO =P
VkeN, PED = (p®)Y,

Remaraue : Il s’agit d’'une dérivation formelle : il n’y a pas de question & se poser sur la
dérivabilité d’un polynéme comme pour les fonctions de la variable réelle.

Exemple S : (14+3X—X2)=3-2X et (20) =0.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XX : Folynémes 7]
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Degré du polynéme dérivé

deg(P) — 1 si deg(P) >1
<0

Proposition 6 : VP € K[X], deg(P’) =
—00 si deg(P)

En particulier, VP € K[X], deg(P)<n = pnt+l) —

Remarque : VP € KX], P’ =0 < deg(P) <0 <= P est constant.

Dérivation et opérations

s

Proposition 7 :
VP,Q e KIX],V A\ upeK, AP+ uQ) =P +pQ".
VP, QeKX], (PQ)=PQ+PQ".
VP e KX],YneN, (P") =nP xPr 1L

La dérivation des polynémes est donc, comme pour les fonctions, linéaire

Exercice L : Déterminer les polyndmes :

P € R[X] tels que (1 —X)P" —P = X". [2] P e C[X] tels que (X* +1)P’' — 6P = 0.

P
Proposition 8 :

VP, Qe KX, YA\ u€KX],VneN, AP+ puQ)™ =AP™ + Q™.

VP,QeK[X],VneN, (PQ)(H) = (Z) P(k)Q(n—k).
k=0
Formule de Leibniz

Fonction polynomiale associée a un polynéme

4 )

n
Désinition | : Soit P =Y a,X* € K[X] oli n € N.
k=0
La fonction polynomiale associée a P est la fonction définie par

P: K — K
T Zakxk
k=0

On appelle fonction polynomiale toute fonction f € F(K,K) telle qu'il existe P € K[X]
vérifiant :

f=".

L’ensemble des fonctions polynomiales définies sur K a valeurs dans K est ici noté Pol(K). )

N

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XX : Falynémes 8|
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Exemple 5 SiP=X2+4+1,alo;sP: R — R

z — z241

Corollaire 8| : L’application ® : K[X] — Pol(K) est surjective.

P|—>AP5

ATTENTION X n’est toujours pas un nombre! On ne dit pas « Posons X = 1 », mais « Evaluons en

1 ».

Proposition 9 © Soient P,Q € K[X] et A€ K. On a :

[1] AP +1Q=XP+Q. 3] PoQ=PF-Q
2] PQ=PQ A

R[X] et R¥ sont dotés de notions différentes d’addition, multiplication, composition et
dérivation.

ATTENTION Dans la formule P o Q = P O’Q par exemple, ce ne sont pas les mémes « o » qu’on trouve

a gauche et a droite.

Pire, dans la formule P’ = P, la dérivée P’ est une dérivée formelle alors que la dérivée
P’ est la dérivée d’une fonction définie comme limite d’un taux d’accroissement.

Sachant que 1 est la fonction constante z —» 1, élément neutre de K¥ I'application P — P s'avere
étre un morphisme d’anneaux de K[X] dans KX.

II.5| Formules de Taylor

Vs

Théoréme IO (Théoréme de Taylor) : Soit P € K[X] et a € K. On suppose que deg(P) = p.
Alors :

3 2 _
Exemple T : Soit f(x) = 2 +(ix_ Bjx 4

Imaginons que nous voulions effecteur sa décomposition en éléments simples dans le but de calculer une
primitive de f par exemple.

d
On souhaite donc écrire f(x) sous la forme a + ] + @ _61)2 + o 1F

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XX : P&/yrw"mea
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( )

11 suffirait de savoir écrire 223 + 222 + 3z — 4 sous la forme a(z —1)3 +b(x —1)? +c(x — 1) +d pour conclure.

La formule de Taylor permet d’éviter les développements, 'identification, et la résolution du systéme.

P=2X3+4+2X?+3X—-4 doncP(1)=3

P’ =6X2+4X+3 donc P’ (1) =13
P’ =12X 44 donc P”(1) = 16
P® =12 donc PB)(1) = 12

P®)(1)

D’apres le théoréme de Taylor : P =P(1) + P/(1)(X — 1) + P 2(1) (X—-1)2+ 3 (X —1)3.
- B o e 3 13 8
DouP=3+13(X—-1)+8(X—-1)*+2(X—1)% et f(x) = EESIE + @12 +—— + 2.
g V.
: 4o — 3z + Tz — 1
Exercice T : Donner la décomposition en éléments simples de f : z +— * ( * ;_)33:
$ —
Corollaire IOl : Soit P € K[X] et a € K. On suppose que deg(P) = p.
Alors : e
P"™(a)
P(X +a) = Z;) X,
Théoreme [l (Théoréme de Taylor-Mac Laurinl)y : Soit P € K[X]. On suppose que
deg(P) = p.
Alors : o e
P™(0)
P= Z% X"

P
En particulier, si P = Z a, X", alors, par identification, a,, =

n=0

@ ARITHMETIQUE DANS K[X]

Divisibilité
( )

Définition I : Soient A, P € K[X].

= On dit que A divise P, noté A|P, §'il existe un polynéme Q € K[X] tel que P = AQ.

On dit alors que A est un diviseur de P ou que P est un multiple de A.
m On dit que A et P sont associés s’il existe A € K* tel que P = A A.

&

|1]. Colin Mac Laurin : écossais, 1698-1746

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XX : Fislyndmes 10 |
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Exemples &
X—1X?2—lcar X2—1=(X—-1)(X+1).
X — 3 et 2X — 6 sont associés car 2X — 6 = 2(X — 3).

Tous les polynémes divisent le polynéme nul.
VP eK[X], 0P < P=0.

( )
Proposition 12 :

VA EKX], AJA et Al0
AlB
BJA
AlB
B|C

VA,B € K[X], { < INeK, B=)A.

VA,B,C € K[X], { — AC.

\

Remaraue : La divisibilité dans K[X] n’est pas une relation d’ordre.

( )
Proposition 13 (Compatirilité avec les opérations) :

VA,P,QeKX], AP = A|PQ

AP
VA,P,Q e K[X], | — AP +Q
AlQ
AP
VA,P,B,Q € K[X], e —s AB|PQ
VA,PeKX],¥YneN, AP = A"P"
g vy

AlP
ATTENTION ‘ {B||P n’implique pas AB|P.

Exercice 8 : Montrer que Vn € N, X?|(X +1)" —nX + 1.

I11.2 | Division euclidienne

Théoréme 4 : Soient (A, B) € K[X]?, avec B # 0.
Il existe un unique couple (Q,R) € R[X]? tel que :

A=BQ+R et deg(R)< deg(B).

Lorsqu’on a obtenu cette écriture, on dit qu’on a effectué la division euclidienne de A par B.

A est le dividende, B le diviseur, Q le quotient et R le reste.

\,

Exemple 9 © 2X4— X3 4 6X2+7X — 14 = (X2 + X +1)(2X2 = 3X + 7) + (3X — 21)

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XX : P&/yrw"mea 11 I
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Exemple O @ Soit P = X* +5X3 + 5X2 — 5X — 6. Effectuons la division euclidienne de P par X — 1. Ry
1X* + B5X®* + 5X? — 55X — 6 [|X-1

—(X* - X3 1X34+6X2+ 11X +6

X3 4+ 5X? — 55X — 6
—(6X3  — 6X2)
X2 —- 55X — 6
—(11X2 — 11X)

6X — 6
—(6X — 6)
0

On obtient donc, P = (X — 1)(X® + 6X2 + 11X + 6).

Cette méthode de calcul est une alternative a l’identification lorsqu’on cherche a factoriser un polynéme

\comme ici, par exemple, aprés avoir trouvé 1 comme racine évidente. y
2 =21

Exercice 9 : Soit la matrice M =] 2 —3 2
-1 2 0

Vérifier que (M —I5)(M + 3I5) = 0.
En déduire I'expression de M? en fonction de M et de I5.
[3] On définit le polynéme P = X? + 2X — 3.
@ Déterminer le reste R de la division euclidienne de X™ par P.

@ En déduire M™
M est-elle inversible ?

( )
Méthode | (Caleul de la puissance dune matrice) :
SC{,P%twmro&d/n&nemmde%mmAb&MP(A):Qmw%dym

%cfide/ne de X Iuofu P .
3Q,, R, €K[X],X"=Q,P+R, o deg(R,) < deg(P).

Lo nellabion matricielle A™ = P(A) xQp(A) + R, (A) donne A" = R, (A). N4 w@@; done de
\ comvnaithe Rn. -0

Proposition IS : Soient A et B deux polyndémes avec B non nul.

B|A < le reste dans la division euclidienne de A par B est nul.

Exercice IO : Démontrer que X? — 3X + 2 divise le polynoéme (X —2)?" + (X —1)" — 1.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XX : Fislyndmes 12 |
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IV. RACINES D’UN POLYNOME

|III.3 I Polyn6émes irréductibles

Détinition 2 © Un polynéme de K[X] est dit irréductible ou premier si :

m deg(P)>1
= P n’admet comme diviseurs que les A (avec A € K*) et les uP (avec p € K*).

Un méme polynéme peut étre irréductible dans R[X] mais pas dans C[X] :

ATTENTION — X2 + 1 est irréductible dans R[X].

— X? +1=(X+14)(X—1) dans C[X] et donc il est non irréductible.

Théoréme |6 (Adwis) :  Tout polynéme de K[X] de degré > 1 admet une décomposition
en produit de polynomes irréductibles, unique & 'ordre pres des facteurs et aux constantes
multiplicatives pres.

On dit que K[X], tout comme Z, est un anneau factoriel.

-

Exemples || © Dans R[X], X3 —1=(X-1)(X2+X+1)= (%X + %) (2X2 42X + 2).

Dans C[X], X3 —1=(X-1)(X—j)(X—=7) = (%X + é) (2X —2j)(3X — 37).

\

Corollaire || : Tout polynéme de K[X] de degré > 1 admet (au moins) un diviseur irréduc-
tible.

Proposition [T - Les polynémes de K[X] de degré 1 sont irréductibles.

Q RACINES D’UN POLYNOME

Définition I+ :
Soit P € K[X] et o € K.

On dit que « est une racine de P (ou un zéro P ) lorsque ’15(01) =0.

\

Exenple [ : 1 est une racine de P = X2 —1 car P(z) =22 —1 et P(1) = 12 —1 = 0.

Théoreme 18 : Soit P € K[X] et a € K.

« est une racine de P <= P est divisible par X — a.
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Remarque : On a vu, au cours de la démonstration que le reste dans la division euclidienne de
P par X — v est P(«).

Corollaire 18] : Soit P € K[X].

n
Si P admet n racines distinctes a4, -, o,,, alors P est divisible par H(X —ay,).
k=1
Exercice | : A quelle condition nécessaire et suffisante sur n € N le polynome X2 4 1 divise-t-il
X" +17

Théoreme 19 : Soit P € K[X] non nul, de degré n > 0.

Alors, P posséde au maximum n racines.

ATTENTION I Dans R, un polyndéme de degré n ne possede pas forcément n racines.

Corollaire 191 :
Tout polynéme non nul possede un nombre fini de racines.

|zl Le seul polyndme admettant une infinité de racines et le polynéme nul.

Exemple |2 La fonction cos n’est pas polynomiale.

Exercice [2 (PolynSmes de Teherychev) :
Démontrer qu'il existe une unique suite de polynémes (T,,),,cn telle que :
Ty =1, T; =X et pour tout n € N, T, =2XT, ,;, —T,.
[2] Calculer Ty, Tj, et T,.
Démontrer que T, (cos ) = cosnf pour tout 6 € R.

En déduire les racines de T,,.

Identification entre Pol(K) et K[X]

Proposition 20 : L’application ® : K[X] — Pol(K) est bijective.

~

P +— P

Chaque fonction polynomiale f est donc associée de maniére unique a un et un seul polynéme P.

On se permettra donc par la suite d’identifier P et P, ce que 'on avait commencé a faire avec les
polynémes constants.

Corolisire 20I (PolynEmes de Laaranae) :  Soient n € N*, z,,%,,...,2,,; € K distincts
deux a deux et ¥y, Y, ..., Y41 € K.
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( )

Il existe un unique polynéme de degré inférieur ou égal a n tel que :
Vie[l;n+1], P(z;)=vy,.

Il s’agit du polynéme défini par la formule :

P(z) = Z (H M) Y

=1

Remaraue :Lorsque K = R, cela signifie qu’il existe une unique fonction polynémiale P de degré
inférieur au égal & n dont le graphe passe par les n+1 points du plan My (z1,9;) , ..., M, 11 (20415 Ypi1)-

IV.2” Ordre de multiplicité d’une racine

Définition IS - Soit P un polynéme non nul de K[X] et a € K.

Si « est une racine de P, on appelle ordre de multiplicité de la racine o dans P le plus grand
entier n tel que (X — a)™|P.

Théoreme 21 : Soit P un polynéme non nul de K[X] et o € K.
Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

« est une racine de P de multiplicité m.

[2] 3QcKX],P=(X—a)"Q et Q(a) #0.

P(a) =P/ (a) = - =P V(a) =0 et P (a) £ 0.

\

A retenir | : On dit que a € K, est racine de P € K[X] d’ordre de multiplicité au moins
m € N* si (X —a)™|P ou s’il existe Q € K[X] tel que P =(X—a)™Qousi Vm € [0;m — 1],
P*)(a) = 0.

4 )
Exemples 4 :

= Déterminer les racines de P = (X — 1)(X2% — 1)(X2 — 1)(X* — 1) € R[X] et leur multiplicité.

P=(X—1)(X2-1)(X3-1)(X*—1)
= (X - DX - DX+ DX - (X2 + X+ D][(X = 1)(X + 1)(X2 +1)]
=X -DHX+1)2(X2+X+1)(X2+1)

-1
-1

X2 + X + 1 n’a pas de racines réelles (A = —3) et X2 + 1 non plus.

P a donc deux racines réelles : 1 de multiplicité 4 et —1 de multiplicité 2.
s P =aX2+bX+cavec a # 0.

SiA=0,z,= —; est une racine double de P : P = a(X — z,)2.
a
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Exercice [3 : Montrer que, Vn € N, P,, = nX""! — (n 4 1)X" + 1 est divisible par (X —1)2.

Corollaire 21l : Soit P € K[X].
Si P admet n racines distinctes «a, -+, v, de multiplicités respectives m,, ms, -+, m,,, alors
n
P est divisible par H(X —ay,) k.
k=1
n Xk
Exercice [+ : Montrer que le polynéme P, = Z m n’admet que des racines simples.
k=0

Q DECOMPOSITION EN FACTEURS IRREDUCTIBLES

Polyn6éme scindé

e ™
Définition 5 - Soit P € K[X] un polynéme non nul.
On dit que P est scindé lorsqu’il est constant, ou s’il s’écrit comme un produit de facteurs
de degré 1.
Plus précisément, P est scindé si, et seulement si il existe A € K* et a;, aq, .., a,, € K tels
que :
n
P=A][(X—a).
k=1
\
s N
Exemples IS
5 (X —2)(X —3) est scindé.
m (X —1)8 est scindé.
» X2 4+ 1 ne peut s’écrire sous la forme (X — a)(X — 3) dans R[X]. Sinon, « et 3 seraient des racines
réelles de X2 + 1 qui n’en a pas!
Par conséquent, X2 + 1 n’est pas scindé dans R[X].
11 est scindé dans C[X] puisqu’on peut écrire X2 + 1 = (X — i)(X + ).
\

ATTENTION I La notion de polynoéme scindé dépend du corps K.

Factorisation dans C[X]

Théoréme 22 (de D'Alempert-Gauss) :  Dans C[X], tout polynéme non constant admet
au moins une racine (dans C).

Corollaire 22| : Dans C[X], tout polynoéme est scindé.

On dit que C est algébriquement clos.
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( )
Corollaire 22.2- : Dans C[X], tout polynéme P s’écrit sous la forme :

P=A]](X—a;)m
k=1

Factorisation dans C[X]

ol oy, Qy, -, sont les racines de P de multiplicités m,,my,---,m,, et A est le coeflicient
g dominant de P.

Corollaire 22.3 : Les seuls polynémes irréductibles dans C[X] sont les polynomes de

degré 1.
\
Exenple I Soit P=X"—1avecn > 1.
Dans C, les racines de P sont les racines n®™MeS de l'unité. Il y en a n distinctes.
n—1 .
Donc H (X — e%> |P.
k=0
n—1 ik
On a donc P = [H (X— e 1n7r):| Q avec Q € C[X].
k=0
Or, deg(P) = n + deg(Q) d’ot deg(Q) =0 et Q = X avec A € C*.
n—1 .
Do, P =\ [] (X —e*+).
k=0
Enfin, par identification des coefficients dominants, A = 1.
n—1 2ik
En conclusion, X™ —1 = H (X — esz> = H (X—=29).
k=0 eu,
. V.

Exercice IS : Pour n € N, on pose P = (X + i)?"Hl — (X — i)?n+L,

Factoriser P dans C[X].

|V.3| Factorisation dans R[X]

Proposition 23 (Racines complexes d'un polynSme réel) :  Soit P € R[X] et o € C.

Si « est une racine de P, alors @ est aussi une racine de P.

i est une racine de (X —4)(X + 2) mais i ne l'est pas.
ATTENTION

Pas de contradiction avec la propriété ci-dessous car (X —i)(X + 2) ¢ R[X].

Proposition 24 : Soit P € R[X] et « € C.

Si a est une racine de P de multiplicité m, alors @ est une racine de P de multiplicité m
également.
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En pratique,

4 )
Corollaire 24| : Dans R[X], tout polynéme P s’écrit sous la forme :

P = XX —ap)™ []X2 + ueX + v (XX.3)
k=1 /=1

Factorisation dans R[X]

ou :
m ) est le coefficient dominant de P.
B Oy, O, -, @, sont les racines réelles de P de multiplicités m,, mq, -, m,.
m (up,vy), (ug,vy), -+, (ug,v,) sont des couples de réels tels que V k € [1;s], ui —4v,, < 0,
i.e. X2 4+ u, X + v, n’a pas de racines réelles.
B iy, fhg, y fe € N. y

.

Corollsire 242 : Les seuls polynémes normalisés irréductibles dans R[X] sont :

m Les polynoémes de degré 1 de la forme X — « avec a € R;
m Les polynémes de degré 2 irréductibles de la forme X2 + uX + v avec u,v € R et
u? —4v < 0.

Un polynome peut trés bien ne pas avoir de racines dans K et ne pas étre irréductible :

ATTENTION

Xt 1= (X2+XV2+1)(X2 - XV2+ 1) n’apas de racines réelles.

4 Y
Exemple [T : Comment factoriser P = X® — 1 dans R[X]?

On le factorise dans C[X], puis on regroupe les racines avec leur conjugué.

Finalement, X6 —1=(X - 1)(X+1)(X2-X +1) (X2 + X +1).

Remara@ue : Bien siir, on peut également reconnaitre que X% — 1 = (X3)2 —1louX®—1= (X2)3 — 1 puis
factoriser, a la main, chaque facteur. )

.

Exercice |6 : Factoriser X® + 1 dans R[X].
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lV.5| Algorithme de Horner

Soit f une fonction polynomiale de degré n > 0 et a € R une racine de f.
Il existe donc un polynéme Q de degré n — 1 tel que Vz € R, f(x) = (z — a)Q(z).
On pose : fz)=a,z2" +a, 12"+ ...+ a7+ a, a, #0

Cette méthode, appelée aussi algorithme de Ruffini-Hoérner, consiste & calculer les coefficients de
Q de proche en proche a partir de b,,_; puis en descendant jusqu’a b.

ap = bnfl bnfl = an,
Vk:E[[l;n—l]],akZbkfl—abk blﬁl:ak‘{'abk
a
= —ab,. by = ——2.
Qg aby 0 a

On calcule, en général, ces coefficients & partir d’un tableau que ’on remplit de gauche a droite :

a, a,_q Qg aq ag
g
by i=an | by o=0a,  +ab, by = ay +aby | by =a; +aby | by = T
La redondance des deux derniéres colonnes permettant de vérifier ses calculs...
fEﬁ(ﬁMPla |& : Soit la fonction polynémiale définie par \

fx)=a2*+523+522—-52—6 avec a=1.

L’algorithme d’Ho6rner s’écrit :

1 5 -5 -6
(Calcul de by) | 1
(Calcul de b,) | 1 =5+1x1
(Calcul de b;) | 1 6 11= +1x
—6
(Calcul de by) | 1 6 11 6 Sl 6

On retrouve : Yz € R, f(z) = (z — 1)(2® + 622 + 11z + 6).

Et on continue avec a = —1 :

(Aveca=-1) | 1|5 | 6
(Aveca=-2) | 1|3 | 3

On retrouve encore, Yz € R, f(z)= (z—1)(xz+1)(x? + 5z +6)

=(x—1)(z+1)(z+2)(zx+3).

- .,

Exercice [T : Factoriser P = 4X3 — 16X? — 19X — 5 & l'aide de 'algorithme de Horner sachant
que 5 est une des racines.
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Q SOMME ET PRODUIT DES RACINES

VI.1| Degré 2

( )

Proposition 25 Soit P = aX? + bX + ¢ € K[X] avec a € K*.

b
al—i_az:_a
&
A1y = —.
1-2
a

oy et agy sont racines de P si, et seulement si

Exemple 9 @ VaeC, (X—a)X—a)=X2-2Re(a)+|al’.
En particulier : VO € R, (X — el?) (X — e 19) =X2—2cos(6)X + 1.

Cas général

Considérons P = a, X" +a,, ;X" ! + -+ ay.

Posons P = a,, (X — a1)(X — ay) -+ (X — «,,) (les a; éventuellement identiques en cas de racines
multiples).

En développant, on a P = a,, (X” —(a; +ag+ -+ a,) X"+ (1) an ---an)

a, 1 =—a,(«x —% o 4—...+_(1
En identifiant, on a (entre autres) < "' ”<n 1 2 n)
Qg :an(—l) 0,

On peut donc trouver facilement la somme et le produit des racines ainsi que d’autres sommes

remarquables :
4 N N\
Proposition 26 : Soient n € N* et P = Zaka € K[X] un polynéme scindé de degré n
. k=0
i.e. a, # 0.
Siaq, ay, .., o, sont les racines de P alors,
e Ay
ap ag+-ta, =" !
n
Ay
Y ey =
a
1<i<j<n n
¢ a,,
_ —p
Q; ay, azp - (_1)10 a
1< <ip<..<ip<n n
a
A Qg -y = (_1)n_0~
an
. V.
Exemple 20 : Soit n>2.Ona vu que X* —1 = H (X —¢).
¢ev,
Donc Z ¢ =0: la somme des racines n®™¢ de I'unité est nulle.
CEUn
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Exercice I8 : Soient a, b, c les trois racines complexes de P = X3 — 3X — 1.
Calculer :
a+b+c, abe, a’ + b3+ c3, @ 1 1
b c’
[2] ab+ac+be, [4] o® +0* + ¢, [7] " +b7 + 7
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