XX
( Folynémes

vant de s’attaquer vraiment a l’algebre linéaire, ce chapitre servira d’introduction par I’exemple
aux concepts plus généraux développés ensuite dans toute leur généralité sur les espaces
vectoriels.

Les polyndémes constituent en effet un excellent exemple d’objets mathématiques formels, mais
avec lesquels on peut faire des calculs, par le biais d’opérations simples comme la somme, le
produit ou la composition. C’est ce genre de notions (opérations « utiles » sur un ensemble) que
nous essaierons de généraliser ensuite.

e chapitre sera également ’occasion de croiser sous sa forme originale et épurée une formule
v~ d’importance capitale en analyse, et que nous retrouverons sous d’autres formes a plusieurs

reprises ensuite : la formule de Taylor.

ans toute ce chapitre, K désigne soit ’ensemble R des nombres réels ou ’ensemble C des
nombres complexes. Pour les plus curieux, toute la construction effectuée ici peut étre
généralisée a un corps K quelconque, c’est-a-dire a un ensemble muni de deux opérations
de somme et de produit « sympathiques » (associatives, commutatives, distributive 'une
par rapport a l'autre, admettant chacune un élément neutre et telles que tout élément ait un
opposé et un inverse, sauf 0 en ce qui concerne 'inverse)
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0 L’ENSEMBLE K[X]
Définition | : On appelle polynéme a une indéterminée a coefficients dans K, toute suite

(@, )nen d’éléments de K nulle a partir d’un certain rang.

On note K[X] leur ensemble.

VP = (a,),cy €KX], INEN, Vn >N, a, = 0.

n

Remarque : N peut étre aussi grand que I’on veut, mais il est toujours fini.

Exemple | © (1,-2,3,0,4,0,0,..) = 1 — 2X + 3X2 + 4X5.

Vocarulaire :

— Pour n fixé, a,, est le n+1%m¢ coefficient du polynéme.

— On note X le polynoéme défini par X = (0, 1, 0, 0, ...) c’est-a-dire défini par la suite (a,,),,cp
telle que :
ay=0,a,=1letVn>2a,=0.

'
ATTENTION I X n’est pas un nombre !

— On appelle polynoéme constant, tout polynéme de la forme (A, 0, 0,...) ou A € K.

On le notera abusivement .

— Le polyndme défini par la suite nulle (0, 0, ...) est appelé polynome nul et noté Oy x)» ou
dangereusement 0.

Par définition, un polynome est donc nul si, et seulement si tous ses coefficients
sont nuls :

V P =(a,)nen €EKIX], P=0yyx &= YneN, a,=0.

Opérations sur K[X]

( )
Définition 2 (Somme de polynSmes) :  Soient P = (a,,)pen €6 Q = (b,),en deux poly-
noémes de K[X].

On appelle somme des polynémes P et Q, notée P + Q, le polynéme défini par :

p + Q = <a’n + bn)nED\l'
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ATTENTION

La définition sous-entend que la somme de deux polynoémes est un polynéme. C’est la
raison de la preuve ci-dessous ou nous allons nous en assurer.

Preuve : Joient P = (a,,)en & Q = (by,),cn dewco ro&a/nmneu de K[X].
On mobe Ny e N, %mmawwﬁwm (a,)pen & (b)) pen sonb nulles
Wmmt.
Psons N = max (N, ; N,).
Comme N> N, £ N> N, dlows n >N = a, +b, =0 ie. lo suite (a, +b,,),cy est nulle o
Wd,wn,c@woumhom%
@%%d}éduibwp—i-QE[K[X]. _I

Laloi +: K[X] x K[X] — K[X] est appelée loi de composition interne (a K[X]).
(P;Q) — P+Q

Proposition | : L’addition dans K[X] :

est associative : VP, Q, Re€K[X], P+Q)+R=P+(Q+R)=P+Q+R.
est commutative : VP, Q e K[X], P+ Q=Q+P.
admet un élément neutre : le polynéme nul Oy;x; = (0, 0, ...) vérifie :

est symétrisable : Tout polynéme P = (a,,),cy admet un symétrique, noté —P, et défini
par —P = (—a,,),,cy vérifiant

\o S

Toutes ces propriétés découlent de celles de K.

Vocarulaire :On dit que ([K[X], —i—) est un groupe commutatif (ou abélien)

Corollaire Il : Deux polynémes sont égaux si, et seulement si leurs coefficients sont égaux :

vV P= (an)nGD\hQ = (bn)nefN € IK[XL p =K[X] Q < VneN, Apn =K b

n-

En convenant toujours que ces coefficients sont tous nuls & partir d’'un certain rang.

( )

Définition 3 (Loi externe) :  Soient P = (a,),cy € K[X] et A € K.

On définit le produit d’un polynéme par un scalaire, noté A.P ou AP, le polynéme défini par :

)\P = ()\ X a,n>ne[N.

On vérifiera, de méme que précédemment, que \.P ainsi formé est bien un élément de K[X].
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La loi
Kx KX] — K[X]

(A;P)  +— AP

est alors qualifiée de loi de composition externe (a K[X]).

Corollaire 12 : L’ensemble K[X] est stable par combinaisons linéaires.

Vocearulaire :On dit que ([K[X], +, ) est un espace vectoriel sur K.

A ce stade, il nous reste a pouvoir multiplier des polynémes entre eux et avoir quelque chose qui
ressemble a

n n 2n 2n k
(Z aiXi> X (Z ijj) = (agy + ... + apby) Xk =) ( aibk_i> Xk,
=0 i=0

=0 k=0 k=0

calcul au sein duquel on a simplement regroupé les termes degré par degré. Il ne nous reste plus
qu’a forcer le destin.

( )
Définition 4 (Produit de polynSmes) :  Soient P = (a,,),cn €t Q = (b,,)en deux éléments
de K[X].

On appelle produit des polyndémes P et Q, notée P x Q ou plus simplement PQ, le polynéme
défini par :

n
PxQ=(c,)pen OUVREN, ¢, = Zakbn,k.
k=0

n
Vocarulaire :La suite de terme général ¢, = Z ab,,_;. est appelée produit de Cauchy des suites

k=0
(an>n€N et (bn)nEIN'
En particulier, on a :
® ¢y = agb e ¢, = a,by+agb, ® Cy = aybyta by +apgby e ..
Remarque importante :
YneN, > apb, = Y ab, (XX.1)
k=0 p+g=n

Ici aussi, assurons-nous de la correcte définition de cette opération :

Preuve : Soiont P = (@) pen & Q = (b)) pen dewco POQAdem de K[X] comsidénss arec lour
entien Ny b Ny & Fanl’m dmﬂugfa les suiben (@) pen €& (b)) en donk nulles, MTMWRL
@frvoo/nmdme%o B@/Tn/@nl}PXQ:(C) ow@oV?”LE[NCZiab

n/neN 4 v n k¥n—k-
k=0

J\ﬂ;mWPxQG[K[X]wmtdmnbm@mbb@nwd'wwwn%dwwgawte(cn)nw
etb nulle.
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TOWMWOJZ@NZNl—i—NQ—Fl.

n Ny
Vn > N, Cn - Z akbn_k = Zakbn_k +
k=0 k=0

O, n—k=N,+Ny+1—k=Ny+1+ (N, —k) >N, +1>N,.
~———
>0 o0 E <Ny

Done, Vi =N, ¢, =0 ie. P x Q € K[X]. —
Comme ’addition, la loi
x: KX] x KX] — K[X]
P;Q) = PxQ
est aussi une loi de composition interne.

4 )
Proposition 22 : Le produit dans K[X] :

est associatif : VP, Q,ReKX], PxQ)xR=Px (QxR)=PxQxR.
est commutatif : VP, Q e KX],PxQ=Q x P.

admet un élément neutre : le polynéme 1yx; = (1, 0, 0, ...).

est distributif sur ’addition : VP, Q, R e KX, Px (Q+R)=PxQ+P xR.

est compatible avec la loi externe :

VAEK VP,QeKX], AM(PxQ) =(AP)x Q=P x (\Q)
g Y

On dit que ([K[X], +, ><> est un anneau commutatif et que <|]<[X], +, X, ) est une algébre com-

mutative (unitaire) sur K.

ATTENTION | <U<[X], ><> n’est pas un groupe!

Preuve : Gouw nepobe essenbidloment sun lo nelabion (XX.1). Gonsidérons les Po@d/nfwwu
|_P = (a,)nerw Q= (b,)pen && R =(c,)pen. On se contente de neganden les me@MM@ de degs. k.

— Yo commutabinité esb éuidente of découle de celle de K (e de IN) :

(PQly= Y ab,= > bea,=(QP),

pt+q=Fk q+p=Fk

P disbuibobinits osh caal MM

(P(Q+R)>k— S a,b, )= Y apb+ S ar, = (PQ), + (PR,

p+g=k pt+q=Fk pt+q=Fk

- gubboaabl il ent & I\ww rfwb; Qomfdue :
(P(QR))k = Z a, Z (byry) = Z a,bsry.

p+q=k s+t=q p+s+t=k
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- %e@tmgﬁo?amo[w@m)k: Y al,= > aly=aq,=(P),

p+g=k p+0=k

— % Qq, Qjméonjté, de QOJ nomme moub domne :

(A-(PQ))k =A Z apby = Z (Aay)bg = (O"P)Q)

p+q=Fk p+q=Fk

=Y a4\, = <P()\.Q))

p+q=Fk

—

ATTENTION On le démontrera plus loin mais les seuls polyndémes inversibles pour la loi x sont les

polynoémes constants non nuls.

Définition/ Théoréme S (Notation définitive) :  Soit n € N. On définit la suite des mo-
noémes (X"),,cp par :

X0 =(1,0,0, ..)
Xntl = Xn x X

X =(0,1,0, ...) est appelée 'indéterminée et,

VneN, X" = (0,0, ..., 0, ! L0, ..) (XX.2)

<n+1)éme coefficient

Tout P = (a,,),cn € K[X] s’écrit alors :

P=ag+a,X+a,X2++a,X" =Y qX"
k=0

. V

Vocarulaire : On appelle mondéme tout polynéme de la forme a, X* ot k € N et a;, € K.

Remaraue : On adopte diverses notations pour un polynéme comme

n
o P =(ay)nen o Zakxk, o Zakxk,
k=0 k>0+oo
k
o > a,X", o P(X), e on ;“’fx ’

en convenant toujours que Yk > n, a; = 0 d.e. la somme est finie et on écrira toujours un
polynéme dans l'ordre croissant ou décroissant des puissances de X.

ATTENTION I X n’est pas un nombre!

|— Preuve : Jontrons [\M nécunence que vneN X"=(0,0,..,0, 1 0, ...).

?mwmwxouwwwm@.
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?memwwmwmmneNu& X*=(0,0,..,0,1,0, ..)
oa@emmﬁmlet?e(nﬂ)mme%mp

Q n n n
Rvons X = (a,)pen, X = (b,)pen o X" = X" x X = (¢,) pen &Wﬂm m@%m%m

by ok leo a,, sont muls saud by =1 b a, =1

P p
@fn, a Gy :;akbp—k = k/zzoap_k/bk/ en e%eobwmb Q@«:Ka/maemmut d'indice k' =p—k

- %szo,@ymcozapb(J:OmbO:O.
_501,p 1@@0}1@0—%161—@ —{ v p " :{ sbp=nt

pml 0 simomn 0 simomn
@%a,dofn/om/nl'}léc?uexn"—l:(o, 0, ..., 0, 1 , 0, ..0).
(n+2)§/me q% E
&mew.mmwnzqﬂewmwm@new. —

Définition & (Composition) :  Soient P =Y ;X" € K[X] et Q € K[X].
k>0

On appelle polynéme composé Q par P, noté P o Q, le polynéme P o Q = Z a, QF.
k>0

Remaraue :SiQ=X+aouae€KetP= ZakaalorsP Q=PX+a)= ZakX—i-a
k>0 k>0

( )
Exemples 2 (Opérations dans K[X]) : Soient P =1+3X — X2 et Q = X + X2.
Somme : P+Q=1+4X.

Loi externe : 2P = 2 + 6X — 2X2.

co =agby =0

k|0 1 2 3 4
- — = ¢, =agby +aby =1
Produit : b: 0 1 1 = {Cy =agby +a,by +ayby =4
c, |0 1 4 2 —1 C3 = agbg + a,by + ayby +azby =2

cy = agby +a;b5 4+ asby, +azb; +a,by =—1

PQ = X +4X2 + 2X3 — X1,

L Composition : PoQ =1+3(X+X?)— (X +X?)?2 =1+ 3X —2X2 — 2X3 — X4,

v
Exercice | : Soient P(X) = X2 +3X —2 et Q(X) = 6X — X? + 1.
Déterminer P + Q, 3P — 2Q, P3?,PQ et P(Q(X)).

Proposition 2 (Bindme de Newton) :  Soient P et Q deux polyndmes sur K.

n n—1
VneN, P+Qr=>" (Z) PFQ "k et YneN, PP —Q"=(P—Q) ) PFQI-*
k=0 k=0

Exemple 3 : VneN, 1-X"=(1-X) > X"

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XX : Folynémes 7]
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Exercice 22 : Démontrer que pour tout n € N*,

2n
(X3 4+ X2 X+1) ) (—1)FXE = X203 4 X201 4 X2 4,
k=0
Correction : it n € N* on o
= 1-Xt 14X

(XP+X2+X+1) Y (—1)FxXk =
k=0

1-X CT1xX
L=XH(A+X?)  1+X (1-X)A+X)(1+X?) 14X

1-X 1+X 1-X “TIEX
— (1+X2)(1 + X2nH1)

— X2n+3 + X2n+1 + X2 +1.

Degré d’un polynéme

( )

n
Détinition T : Soit P = Z a;,X* un polynéme non nul.
k=0
On appelle degré de P et on note deg(P) le plus grand entier k tel que a;, # 0.

On convient que deg (OM[X])) = —o0.

\

Exemple 4 © Si P =X?+5X%+ X on a deg(P) = 9.

Remaraues :

n

—si P = Z a;,X*, on n’a pas nécessairement deg(P) = n. Ce n’est le cas que si a,, # 0.
k=0

Le coefficient a,, s’appelle alors le coefficient dominant, a,X"™ le mondme dominant.
— On dit que P est unitaire ou normalisé si P # 0 et si son coefficient dominant est égal a 1.

— SiP = (a,),ecy est le polynéme nul alors, par définition, Vn € N, a,, = 0. De fait, il n’existe
pas d’entier n tel que a,, # 0. C’est la raison de la définition ci-dessus.

— Les polynoémes constants ont un degré < 0.
ATTENTION R i R
— Les polynémes de degré nul sont les polynémes constants non nuls.

( Y
Proposition 4+ :

VP, Qe K[X], deg(P+ Q)< max(deg(P),deg(Q)).

deg(P) si A # 0
VAEK VP eK[X], deg(\P)= 4 l8F)siAF0,
—oc0 si A=0.

VP, Q€ K[X], deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).
VP, QeK[X], deg(PoQ)=deg(P) x deg(Q).
\,

|— Preuve :

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XX : Folynémes 8|
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@%@w.ﬁm%'medeg(P+Q)<max(deg ,deg(Q W@P&QM
do, ma 5 of do % : b )
[2] o A=00na AP =0 donc deg(AP) = —
P
FA£0, P= XF amec a, # 0 (ve. deg(P) = p).
obons ;ak a, eg D
@fn,cvwcrueV/{>p, Aay, =0 donc deg(AP) < p
ﬂ)mm%ma,)\ap#Om)\#OeJ;ap#O.

Do deg(AP) = p = deg(P).
FP=00u Q=0 o0naPQ=0 donc deg(PQ) = —o0. Rn ailleuns, deg(P) +deg(Q) = —oo
done deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

p q
FP#0et Q#0, povons P=2 ;X" avec a, #0 &b Q=) X" awec b, # 0.
k=0 k=0
+0o0
Joit PQIZCka. @m@wc?uer‘>p+q, ¢, =0 done deg(PQ) < p+¢

k=0
ptq

. _ - 39 —
Jon ailllouns, ¢ Cptq = Z Uibpg; = &b +ayby + i P Pra—i = ayby F 0.
=0 con p+q— /ﬁﬁn i}p%'f\

Done deg(PQ) = p + q = deg(P) + deg(Q).

4] On o PoQ = q, b, X' | , donb le tevme dominant waub (si on toub
@ 3o (300, sl
pﬂwboﬁ@me/mtaw%ude@ommupwdm@mmdgj\rw&y@anngpn.

—

Exercice 3 : Déterminer le degré et le coefficient dominant des polynémes suivants :
[} Pi(X)=X%-X(X—-2+1)?
Po(X)=(X+1)"—(X—=1)" ouneN.

Corollsire 4| :

\ Les seuls polynomes inversibles sont les polynémes constants non nuls.

VP,QeK[X], PQ=0 < P=00uQ=0.

Vocearulaire :On dit que ([K[X], -+, ><> est un anneau intégre.

Preuve :
rl P € K[X] est insosible dans K[X W&thm@mﬂmmu&mmmro@j,mQ
KX }t@JZWPQ_1 J\FWMQ@PMWWM

Movis allorns, deg(P) + deg(Q) = 0 ie. deg(P) = 0.
P%Ldmwmva&jﬁmwmnbmmm@

innsensibles.

[Kdmw,boml}'

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XX : Fislyndmes 9|
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BOWWPQZO'
HMors deg(P) + deg(Q) = —c0. K P #0 e Q # 0, alors deg(P) + deg(Q) € N : abounde.
&M&MPZOO&»QZO.

’190.11)10(1&19
1

Définition & : Soit n € N.

On note K, [X] I’ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a n.

Proposition S - K, [X] est stable par combinaisons linéaires.

n

|— Preuve : Joient P, Q € K,[X], A p €K

deg(AP + Q) < max (deg(AP) ; deg nQ) < max (deg(P);deg(Q)) < n.

En condusion, AP + uQ € K, [X]. —

Exercice 4 : Pour tout P € Ry[X] on définit f(P) = P(X + 1) — P(X).
Calculer f(X3), f(X?), f(X) et f(1) puis montrer que, pour tout P € R4[X], f(P) € R,y[X].

Notions de polynémes de matrices

P
Soit M € #,,(K) et P = Z a,;X* un polynéme de K[X].
=0
Depuis le chapitre sur le calcul matriciel, on sait qu'une combinaison linéaire et un produit de
matrices de ., (K) sont encore des matrice de .#,,(K), on note alors P(M) la matrice de ., (K)
définie par :
P
P(M) =) aM' =a,MP + ...+ a;M + agl,, € .4, (K).
=0
( )
Détinition/Théoréme 9 :

= Un polynéme en M commute avec la matrice M : P(M) x M =M x P(M).
s Lorsque P(M) = 0.4 x on dit que P est un polynome annulateur de M.
= Soient P, Q € K[X], M € 4, (K) et A € K.

Alors,

o (P xyx QM) =PM) x_ 4 1) QM),
o (Ayx P Hyx) QM) = Ay ) PIM) + 1, ) Q(M).

Corolliaire S| : Soient P, Q € K[X] et M € ., (K). Alors,

P(M) x4 x QM) = QM) X_z ) P(M).

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XX : Fislyndmes 10 |
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Les polynoémes de matrices permettent d’introduire de la commutativité la ou il n’y en avait pas.
Vous verrez que cela a une grande importance.

-1 1 1
Exercice S : Soit A = 1 -1 1 .
1 1 -1

Montrer que A? + A — 2I; = 05. En déduire que A est inversible et calculer A1,

Q DERIVATION DANS K[X]

Polyn6me dérivé
e )
Définition IO : Soit P = Y a,X* € K[X].

n
k=0
On appelle polynome dérivé de P, noté P’ le polynome défini par :

P’ = ka Xk
k=1

On définit également, par récurrence, le polynéme dérivé k-iéme de P, noté P par

PO =P
VkeN, P& — (p®)’

Remarque : Il s’agit d’'une dérivation formelle : il n’y a pas de question & se poser sur la
dérivabilité d’un polynéme comme pour les fonctions de la variable réelle.

Exemple S @ (143X —-X2%)’=3-2X et (20) =0.

Degré du polynéme dérivé

deg(P) — 1 si deg(P) > 1
—00 si deg(P) <0
En particulier, VP € K[X], deg(P) <n = P+ =0

Proposition b : VP € K[X], deg(P’)= {

Remarque : VP € KX], P’ =0 <= deg(P) <0 <= P est constant.

k>0 k>0

|— Preuve : %oit P = Zaka lons P’ = Zkaka’l.

~ % deg(P) <0 dows P eth consbant of VE € N, a, =0 dot P/ =0 e deg(P’) = —oc.
N

~ £ N=deg(P) > 1 alows P =" 0, X* awec ay # 0.
k=0

N N-1
Rimsi, P =" ka, X1 =" (k + 1)ay,, X"
k=1 k=0

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XX : Fislyndmes 11 |
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O, Nay # 0.
Done deg(P’) =N —1 = deg(P) — L.

—

‘ Dérivation et opérations

Cette dérivation, bien que définie de fagon formelle, coincide évidemment avec la dérivation usuelle
sur les fonctions polyndmiales, et de ce fait vérifie toutes les formules de dérivation usuelles. En
particulier celles rappelées ci-dessous :

1] YP,QeKX], YA ueK, (AP+uQ) = AP + Q.
2] VP,QeKX], (PQ) =P'Q+PQ.
5| VPeKX],YneN, (P") =nP x Pl

La dérivation des polyndémes est donc, comme pour les fonctions, linéaire

Preuve :
|_ D sullie dsonine..
p q
[2] Roons P =3 a,XF &t Q=) b, X~
k=0 k=0

p+q k
~ Dine ponk, de%’ imition, du produil : PQ =Y diX*  aweo Yk EN.d = aiby
[‘O’IL [WL kz:(:) k k Zz:(:] k
P+q p+q—1
& done (PQ)’ de Xl = 3" (k+1)d,,, X
k=0
p+q 1 k+1
= Y diXFaveo VEEN, d, = (k+ D)dyyy = (k+ 1)) abyyy -
k= 0 - =0
~ Dautre pont, P’ = Z kap XF = (k+ 1)y, X
k=1 k=0
p—1
= Zaka avec VkEN, ap = (k+1)ag,,.
k=0
p+q—1

(DMQMOJZMJQEW P'Q= Z a, XF apec Yk € N, ak—Zaka

@eﬂ@m%MQ/:Zb;Xk w@ob}cz(k—Fl)kaﬂ,o«u@:

p+g—1

Z B, X amec Yk € N, Bk—Zabkl
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p+q—1

En neunissant ces nésulliats, P'Q + PQ’ = Z Vo XF ansec

k k
— / /
Ve = E a;by,_; + Zaibkﬂ
=0 =0

k

k
Tk = Z(Z + 1Da; by + Z ai(k—i+1)by_; 4
=0 =0
k+1

'Yk_zlabk z+1+z —i+1)abe_i

1= =0

k k
Ve = (kb + 1agby + [Z ia, bk—i—i—l] [Z —i+1)aby_ipq | + (k+ 1ag b

=0 =1 i=k+1

k
Vi = (k+ Dagby 1 + Z ia;by i1 + (k—i+1Daby ;] + (k+1ag, b

x>

Ve = (k+ Dagbyy + Z [(k+ 1)aby_ia] + (k+ L)ag, 15

k+1

Y= (k+1) Z a;bgy1
i=0

’Yk:dl/c
?MWWO’WO«&M\/: (PQ) =P'Q+PQ’
‘}emmwmd@mmmm&wmww.

Exercice b : Déterminer les polyndmes :

—

P € R[X] tels que (1 —X)P" —P = X". [2] P e C[X] tels que (X* +1)P’ — 6P = 0.

( )

Proposition 8 :
VP, Qe KX], VA peKX],VneN, AP+ puQ)™ =AP™ 4 Q™.

VP, Qe K[X],Vn eN, (PQ)(n) = (:) P(k)Q(n—k).
k=0
Formule de Leibniz

Fonction polynomiale associée a un polynéme

( \

n
Désinition | : Soit P =Y a,X*F € K[X] oli m € N.

La fonction polynomiale associée a P est la fonction définie par

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XX : Fislyndmes 13 |
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On appelle fonction polynomiale toute fonction f € F(K,K) telle qu'il existe P € K[X]
vérifiant :

f=".

L’ensemble des fonctions polynomiales définies sur K a valeurs dans K est ici noté Pol(K).
\

Exenple b SiP=X2+1,alorsP: R — R

z — z241

Par construction,

Corollaire 8| : L’application ® : K[X] — Pol(K) est surjective.

P|—>’f’

ATTENTION | i( n’est toujours pas un nombre! On ne dit pas « Posons X = 1 », mais « Evaluons en
».

Proposition 9 © Soient P,Q € K[X] et A€ K. On a :

1] AP +pQ=>P+Q. 3] PoQ=P-Q
2] PQ=PG. @ P =7

p q
|— Preuve:ﬁomth:ZakX’“ebQ:Zka’“dmvo@jn@meuwn gEN
OrJ»U’@ huaouwbdmm%mmm@md%dm[\o&ammmmobamtn—maqu O/rvlumb

éonine P = Zaka £ Q= Zkak

ﬂ’mbwtmek,

mn

(AP +1Q)(x) = > (Aay, + by, )z AZakx +u2bkx +1Q(a).

Eﬁad@mmmm@%twwwﬁew.

R[X] et R¥ sont dotés de notions différentes d’addition, multiplication, composition et
dérivation.

ATTENTION Pans la form\ule PoQ= P 06 par exemple, ce ne sont pas les mémes « o » qu’on trouve
a gauche et a droite.

—

Pire, dans la formule P’ = P, la dérivée P’ est une dérivée formelle alors que la dérivée
P’ est la dérivée d’une fonction définie comme limite d’un taux d’accroissement.
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Sachant que 1 est la fonction constante z —s 1, élément neutre de K¥ I'application P —s P s’avére
étre un morphisme d’anneaux de K[X] dans KX.

I1.5 I‘ Formules de Taylor

( )
Théoréme IO (Théoréme de Taylor) : Soit P € K[X] et a € K. On suppose que deg(P) = p.

Alors :

Preuve : &n bwis tomps -

‘ Roons Q. = X*. Mors ¥ e N, Q/(,g") —

‘ @wm@w%@oﬁm&d@@mgﬁo’brﬂka :
Qk:Xk:(a+X—a)k:Z (k>ak”(X—a)”

~ n!
Q" (a)
= k (X —a)”
n!
n=0

[3] On étend o tous len poliynamen pan binsanite -
.Sooit P= ZakX’“ = Zaka 8«» déninant, on o P = Zangj).

k>0 k>0 k>0

_ _ Q@)
P*Zaka*ZakZ ol (X—a)

k>0 k>0 n>0
1 ~
-3 Do) -
n=0 k>0
1~
=> mP(ﬂ) (a)(X —a)™
n>0

—

Les formules de Taylor sont un outil complétement fondamental en analyse, permettant d’effectuer
les calculs de développements limités qui nous permettront de voir sous un jour nouveau les calculs
de limites. Le principe en est simple : généraliser la notion de droite tangente a une courbe en
approchant le plus possible une courbe donnée (en un point donné) par la courbe d’une fonction
polynoémiale.
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Rien d’étonnant donc a en retrouver un énoncé dans ce chapitre consacré aux polynémes. Ici,
pas question d’approximation, puisqu’un polynoéme est évidemment simplement égal a a son
développement limité, mais 'idée est de comprendre qu’il existe plusieurs fagons différentes de
décrire un méme polynome.

L’ensemble R,,[X] étant ce qu’on appelle un espace vectoriel de dimension n + 1 (on expliquera
cela plus tard), on peut décrire un polynéme de degré n en donnant n + 1 réels.

On peut le faire d’au moins trois fagons :

‘ donner les coefficients du polynome. C’est la facon la plus classique de procéder, mais
I'information donnée est finalement assez peu commode a exploiter autrement que tres
globalement (que signifie le fait qu'un polynoéme de degré 8 a un coefficient de degré 3 égal
a 57 Essentiellement rien).

@‘ donner les valeurs du polynome en n + 1 réels distincts. Nous détaillerons slirement cette
méthode dans un devoir sur les polynémes dits de Lagrange qui donne une information tres
concrete mais éparpillée a n + 1 endroits différents.

la troisieme méthode que nous allons voir concentre réellement toute 'information au méme

endroit, puisque la formule de Taylor reconstitue le polynéme & partir des valeurs de ses
différentes dérivées en un méme réel a.

4 )

213 + 212 —4
Exemple 7 : Soit f(x) = 2= +( i Bf”“"
p—

Imaginons que nous voulions effecteur sa décomposition en éléments simples dans le but de calculer une
primitive de f par exemple.

e 4@
z—1 (z—1)2 (x—1)3

11 suffirait de savoir écrire 2z +2x2 + 3z — 4 sous la forme a(z —1)3 +b(z —1)? + c(z — 1) + d pour conclure.

On souhaite donc écrire f(z) sous la forme a +

La formule de Taylor permet d’éviter les développements, 'identification, et la résolution du systéme.

P=2X342X?+3X—-4 doncP(1)=3

P’ =6X2+4X+3 donc P/(1) =13
P’ = 12X + 4 donc P”(1) = 16
PG =12 donc P®)(1) = 12
P”(1 PO)(1
D’aprés le théoréme de Taylor : P = P(1) + P/(1)(X — 1) + 2( )(X —1)2+ 3'( ) (X —1)3.
Dot P=3+13(X—-1)+8X—-1)2+2(X—1)3et f(z) = 3 + 13 + 8 + 2.
(x—1)3 (z—1)2 =z-1 y

423 — 322 +Tx — 1
(x—2)°

Exercice T : Donner la décomposition en éléments simples de f: z +—

Correction : Reons P=4X3—3X24+7X 1. 0On o P(2) =33 &

P'=12X2—6X+7 & P/(2) =43
P’ =24X—6 o P"(2)=42
P® =24 & PO(2)=24

@'W%Wd@ﬁ%&mwwzmwz

42 24 ‘
P:33+43(X—2)+5(X—2)2+ E(X—QP
=33 +43(X —2) +21(X —2)% +4(X —2)3.
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Dot
33 43 21
@ =gt aom o2 tt
Corollaire IOl : Soit P € K[X] et a € K. On suppose que deg(P) = p.
Alors : P S
P (a)
Hx+ay=z;—ﬁ—x
Théoreéme Il (Théoreme de Taylor-Mace Laurin)y : Soit P € K[X]. On suppose que
deg(P) = p.
Alors : =
P"™(0) .,
P=;; X
Pr‘euve:@mﬂ)onhm&mdetmdﬁmmazo. _I

P 0)  ~

P
En particulier, si P = Z a, X", alors, par identification, a,, = et P(0) = nla,,.

n=0

Q ARITHMETIQUE DANS K[X]

IT1.1} Divisibilité
( )

Définition I : Soient A, P € K[X].

n!

= On dit que A divise P, noté A|P, s'il existe un polynéme Q € K[X] tel que P = AQ.
On dit alors que A est un diviseur de P ou que P est un multiple de A.
= On dit que A et P sont associés s’il existe A € K* tel que P = A A.

Exemples &
B X—1X%2—-lcar X2—1=(X—-1)(X+1).
s X —3 et 2X — 6 sont associés car 2X — 6 = 2(X — 3).

= Tous les polyndémes divisent le polyndme nul.
s VP eK[X], 0P < P=0.

Proposition 12 :
VA eK[X], A|AetA|0

AB
2| VA, B e K[X],
% {al

|1]. Colin Mac Laurin : écossais, 1698-1746

— JNeK*, B=)A.
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AlB
VA,B,C € K[X], {B||C — AlC.

Remaraue : La divisibilité dans K[X] n’est pas une relation d’ordre.

Preuve :
|_1 %oit A € K[X
A=Ax1 = AJAL 0=0xA = A|0.

[2] Joient A, B € K[X], tello que {g:i ve. 3Qy, Qy € K[X] telo que {

B=Q,A
A=Q,B
On o dlow B =Q,Q,B < B(1—Q,Q,) =0.

Comme K[X %Lunre%neafoan—OoquQQ—l

- %B _ooﬂowB|A:A—oeLMAeu<wan; A b B sont asbociés.

- %0, _1@@@@{31 Ly des(@iQy) = dex(@y) Hdex(@) =0 = {jjig:izg

Jo(vaQl,TLo)uqxx@mTﬂej%boombfambmmﬂb&HAEM*EJ,%eBZQlAZ)\A:A

b B nonb associén.

WMMH)\EM*beﬁwB:AAofoth:§AW@nbwimeA‘BetB’A.

3] T sufflic d'écnine.
¥ 1

s )
Proposition 13 (Compatirilité avec les opérations)

VA,P,Q€eKX], AP = A|PQ

¥A,P,Q € K[X], {i:g — APP+Q

B|Q
VA,PeKX],VneN, AP = A"P"

(3] YA,P,B,Q € K[X], {A|P — AB|PQ

AlP
ATTENTION ‘ {B||P n’implique pas AB|P.

Exercice 8 : Montrer que Vn € N, X?|(X +1)" —nX + 1.
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I11.2} Division euclidienne

f )
Théoréme 4 : Soient (A, B) € K[X]?, avec B # 0.

Il existe un unique couple (Q,R) € R[X]? tel que :
A=BQ+R et deg(R)< deg(B).

Lorsqu’on a obtenu cette écriture, on dit qu’on a effectué la division euclidienne de A par B.

L A est le dividende, B le diviseur, Q le quotient et R le reste.

Preuve :
|_Existence : Pn nécurnence (Kon,be) sun d = deg(A).

— Sobdg(),(lﬁohb
u',deg(B)>1,mrgubroomA:QB+RmeoQ:09tR:A(etomc»@m
degR < deg(B).
u',deg(B):O,B%LM%&@%&mWWA:(AB*I)B+O.

d+1 d

@ncommd@wofmaA:kz_;)akxk:adHXdH—l—;aka mrp@\d/n&nedede%)@d-‘rl

P
b B= b, X" awec b, #0.
k=0

- Md+1<p,omvobeQZOetR:A.

~sid+13>p o éoub A=Bx —“zﬂde*uA’ o A'=A—Bx Lzﬂxdﬂﬂﬂ.
p p

- / . Qa1
Lo cocfficient; de X" de A’ ek donc, o consbnuction, adﬂ—bpb—zzo.
Don, deg(A’) < d.
ﬂ)cvu %gﬁg omn Peut scnine A’ = BQ; + Ry anec degR; < deg(B).

Dot A=A’ +BQ, = B(Qy + Q) + R, awec degR, < deg(B).
&W%ﬁmmw‘mwdﬂ.
Unicité : 50“111“”"‘”"“1“9 A = BQ,+R, &t A = BQ,+R,. avec deg R, < deg(B) et deg R, < deg(B).
Mors B(Q, — Q) = Ry — R, & deg(B) + deg(Q; — Q,) = deg(Ry — Ry).

Dow deg(Qy — Q,) = deg(Ry — Ry) — deg(B) < 0 ie. Q) = Q,.
Rn suite Ry = A —BQ, = A —BQ, =R,.

—

Exemple 9 @ 2X4 - X3 4+6X2+7X —14 = (X2 + X +1)(2X2 —-3X +7) + (3X — 21)

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XX : Fislyndmes 19 |



PTSI VINCI - 2024 III. ARITHMETIQUE DANS K[X]

Exemple O @ Soit P = X* +5X3 + 5X2 — 5X — 6. Effectuons la division euclidienne de P par X — 1. h
1X* + B5X®* + 5X? — 55X — 6 [|X-1

—(X* - X3 1X34+6X2+ 11X +6

X3 4+ 5X? — 55X — 6
—(6X3  — 6X2)
X2 —- 55X — 6
—(11X2 — 11X)

6X — 6
—(6X — 6)
0

On obtient donc, P = (X — 1)(X® + 6X2 + 11X + 6).

Cette méthode de calcul est une alternative a l’identification lorsqu’on cherche & factoriser un polynoéme

\comme ici, par exemple, aprés avoir trouvé 1 comme racine évidente. y
2 =21

Exercice 9 : Soit la matrice M= | 2 -3 2
-1 2 0

Vérifier que (M — I5)(M + 315) = 0.
En déduire I'expression de M? en fonction de M et de I5.
‘ On définit le polynéme P = X? 4 2X — 3.
@ Déterminer le reste R de la division euclidienne de X™ par P.

@ En déduire M™
M est-elle inversible ?

La méthode exposée dans l'exercice est générale :

4 )\
Méthode | (Caleul de I3 puissance d'une matrice) :

.S%Pebbwwro&am&meanvnufofeufud@@awwbﬁwAb&bbP(A):O,MéchAbQ@dA'AM'DA'ofn,
eudidienne de X" pon P

3Q,, R, €KX, X"=Q,P+R,, <& deg(R,) < deg(P).

Lo nelabion matricielle A™ = P(A) xQ,,(A) + R,,(A) donne A™ =R, (A). B w@@; done de

——
=0

\,

Proposition IS : Soient A et B deux polynémes avec B non nul.

B|A < le reste dans la division euclidienne de A par B est nul.

Preuve :
|_(¢) fR=00na A=BQ+0 avec Q € K[X] donc BJA.
(=) %TWWBM.JO@M&WQGM[X]EJWA:BQ:BQ—H).
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%moma@@mdeg@<deg(B),?enebbedomb?adMﬂWweuo&demAFah/BebJJ/nu,Q.
—1

Exercice IO : Démontrer que X2 — 3X + 2 divise le polynéme (X —2)?* + (X — 1) — 1.

Correction : Eoiwons lo disision eudidienne de (X=2)" + (X =1)" —1 pan X* =3X +2.
M%W&WMWWQ&WWQ@b%W:
(X—2)2" + (X —1)" — 1 = Q(X2 — 3X +2) + aX + b.

&Ww1@2m&bmmdg(x2f3x+2),mo&w@9%mmmﬂ;

a+b =0 a=0
= = X2 _3X4+2[(X =)+ (X —=1)" —1.
{2a—|—b =0 {b:O I ) ( )

I11.3} Polynoémes irréductibles

Détinition 2 : Un polyndme de K[X] est dit irréductible ou premier si :

m deg(P)>1
= P n’admet comme diviseurs que les A (avec A € K*) et les uP (avec p € K*).

Un méme polyndme peut étre irréductible dans R[X] mais pas dans C[X] :

ATTENTION — X2 + 1 est irréductible dans R[X].
— X%+ 1= (X+1i)(X —1) dans C[X] et donc il est non irréductible.

Théoréme |6 (Adwis) :  Tout polyndéme de K[X] de degré > 1 admet une décomposition
en produit de polynoémes irréductibles, unique a 'ordre pres des facteurs et aux constantes
multiplicatives pres.

On dit que K[X], tout comme Z, est un anneau factoriel.

Exemples | : Dans RX], X? —1 = (X — 1)(X2 + X +1) = (%X + %) (2X2 4 2X + 2).

1

Dans C[X], X3 —1=(X-1)(X—j)(X-7) = (%X+ -

)(2){723')(3)(737).

\

Corollaire |6l : Tout polynéme de K[X] de degré > 1 admet (au moins) un diviseur irréduc-
tible.

Proposition [T« Les polynomes de K[X] de degré 1 sont irréductibles.

r Preuve : %oit P € K[X] de degns 1.

|
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SOW%'JZWAGM[X] @JZWA]P e. 3Q € K[X] boJZWP:AQ.

B B deg(A) =0 deg(A) =1
On o dlors 1 = deg(P) = deg(A) + deg(Q) => {deg(Q) ™ {deg(Q) 0
- %deg(A):OofowA%bmro&d/n&mwmban&mmuﬂ.
, ) deg(A) =1 . . ¢ it onbuad
- Ji deg(Q):O MQMWWM@MMM&MQZ)\EM W@nl’)wme

P=MAA: P el A sonb atsociés.
?WMPGM[X]m@Wlmmw&M@PWMWM

m%&%WW@PQ&Q&W&m&PMM@@% —

Toute la question va étre de savoir si la réciproque est vraie ou non i.e. les polynémes irréductibles
SONT les polynémes de degré 1. Cela va dépendre de K.

Q RACINES D’UN POLYNOME

Définition 4 :
Soit P € K[X] et a € K.

On dit que « est une racine de P (ou un zéro P ) lorsque P(a) = 0.

\

Exenple [ © 1 est une racine de P = X2 —1 car P(z) =22 —1 et P(1) =12 -1 =0.

Théoreme 18 : Soit P € K[X] et a € K.

« est une racine de P <= P est divisible par X — a.

Preuve :
|_(¢) S%P%tdmwﬂ@e[wuX—a,aQonbmreubéoumP:(X—a)Q,mQE[K[X].
Mors, vz e K, P(z) = (X—a)Q(2) = (z — a)Q(x).
%m@w’ﬁ(a)z(a—a@@:oma%tmmdep
(=) %@%WM@P por X—a: P =(X-a)Q+R avec QR €KX
of degR < deg(X — ) = 1. @qp@n,deduw?ue degR < 0, L.e.R%twmro@j/némawnbbwnL.
(GPOM)MR:T’O.
@n@dme:(X—a)Q+T0 b done Vi €K, ’f’(x):(w—oc)a(x)—i—ro.
En valluant en z = a, on otient P(a) = .
Dot P = (X — a)Q + P(a).
%W@ v esb une nadine de P, done P(a) =0 o P = (X — )Q ie. (X — a)[P.

—

Remarque : On a vu, au cours de la démonstration que le reste dans la division euclidienne de
P par X — v est P(a).
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Corollaire 18] : Soit P € K[X].
n

Si P admet n racines distinctes a4, -, o, alors P est divisible par H(X —ay).
k=1

Preuve : Pn nécunnence sun n

|_ Soi,n:Lo'ethetpLéohéAmPnécédgnt_

Joit P admettant n + 1 nacines ay, -,y 0y
&W&MWWWP:(X—%H)Q.

On o done Vo €K, P(z) = (z —a,,)Qx).

Joun ki € [1,n],  (ay _an+1)6(ak> :ff)(ak) =0.
@%%WWWWM&@ a —a,,; # 0 e done Q(ay) = 0 : les
ay, e, o, bonb nacimes de Q.

n

TMW@W@WWWQ: (H(X—ak)>Q1,d:dofno:

k=1

P=X-0,11)Q=X—-a,) (ﬁ(x—ak)> Q= (H(X—ak)> Q1

k=1 k=1

?wa&b@wn:1ammm%mm%tmwwmmm&
—

Exercice | : A quelle condition nécessaire et suffisante sur n € N le polynome X2 4 1 divise-t-il
X" +17

Correction : Rur toub n € N -
X241 divive X" +1 <= i & — i sonk radmes de X™ + 1
= i enb nacime de X" + 1 mxnﬂmam@w@n@&.
e i1 =0 & et = el
nim
2

Cent le corollaire (18.1) qui- donne szmmm

i of — i sonk racimes de X +1 = X2+ 1 divise X™ + 1.

=7 [2nr] <= n=2[4].

Théoreme 19 : Soit P € K[X] non nul, de degré n > 0.

Alors, P posséde au maximum n racines.

ATTENTION I Dans R, un polynéme de degré n ne possede pas forcément n racines.
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|— P(‘eu\/eZSDOUJPEIK[X]mvo@*n&mmmmﬁd@d@ﬁhéﬂ}&
?WWprmn+lmdwammap ey Qy, Qg

n+1

ﬁmmwmpz (H(X—ak)>Qerﬂ<[X].

k=1

Doa, deg(P) = n+ 1+ deg(Q) & deg(Q) = —1. fMounde !

Corollaire 191 :
Tout polynéme non nul posséde un nombre fini de racines.

‘ Le seul polynéme admettant une infinité de racines et le polynéme nul.

Exemple |2 La fonction cos n’est pas polynomiale.

Exercice 2 (Polyn&mes de Teherychev) :
‘ Démontrer qu'il existe une unique suite de polynémes (T,,),,c\ telle que :
Ty =1, T, =X et pour tout n € N, T, , =2XT, , —-T,.
Calculer Ty, Ty, et T,.
[8] Démontrer que T, (cosf) = cosnf pour tout 6 € R.

En déduire les racines de T,,.

} Identification entre Pol(K) et K[X]

Proposition 20 - L’application ® : K[X] — Pol(K) est bijective.

~

P — P

Preuve :

- %bfePal(M)@?omwaégvmimb@Pek[X] f=DP.

d ebbdmmomnaaﬂme(ron mmm)&wglmmdea@ww corollsire (8.1) .
- Jﬂ;ombwqu>%tmw.

?MP,QEM[X]&WCD(P):@(Q) = P=0Q

Fimsi, Vo € K, (P—Q)(z) = 0.

@%WMW@W%WW¢MW.

Chaque fonction polynomiale f est donc associée de maniére unique a un et un seul polynéme P.

On se permettra donc par la suite d’identifier P et P, ce que 'on avait commencé a faire avec les
polynémes constants.

On écrira donc en particulier & partir de maintenant P(a) au lieu de P(a) (a € K).
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e ™
Corollsire 20] (PolynEmes de Laaranae) :  Soient n € N*, 1, %y,...,2,,; € K distincts
deux a deux et yq,Yq, ..., Y41 € K.

Il existe un unique polynéme de degré inférieur ou égal a n tel que :
Vie[l;n+1], P(z;) =y,

Il s’agit du polynéme défini par la formule :

P(z) = Z (H M) Ly,

=l k+i (‘Tz - Ik)

|— Preuve :Ege, Po@j/n,&m@ mm@ comwsients Qwe/w
g

wiicité est domns pan lo proposition (20) .

—

Remaraue :Lorsque K = R, cela signifie qu’il existe une unique fonction polynémiale P de degré
inférieur au égal & n dont le graphe passe par les n+1 points du plan My (z1,9;) , ... My, 11 (20415 Ypi1)-

|IV.2” Ordre de multiplicité d’une racine

Définition IS - Soit P un polynéme non nul de K[X] et a € K.

Si « est une racine de P, on appelle ordre de multiplicité de la racine o dans P le plus grand
entier n tel que (X — a)™|P.

Remarques :
— Comme « est une racine de P, E = {n € N, (X — «)"|P} est non vide, puisque 1 € E.
D’autre part, E est majoré par le degré de P. Donc E C N admet un plus grand élément
1.e. la multiplicité d’une racine est bien définie.
— Si la multiplicité de a est 1, 2, 3, ... on parle de racine simple, double, triple.
On convient que si 'ordre est 0, o n’est pas une racine de P.

— Par définition de I'ordre de multiplicité, si n est celui d’une racine « alors (X — a)™*! ne
divise pas P.

( )
Théoreme 21 : Soit P un polynéme non nul de K[X] et o € K.

Les trois propositions suivantes sont équivalentes :
‘ « est une racine de P de multiplicité m.
[2] 3QcKX], P=(X—-a)"Q et Q(a) #0.
[3] P(a) =P'(a) = =P™V(a) =0 et P™(a) +0.

Preuve :

1 =[] : S%a%tmmmd@,Pdeme,waé%mwm (X—a)™|P & (X—a)™ P

OWP&LMWP:(X—Q)mQ.
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%QMLOABOALQ =0 MWALWQ X —a)Q; e done P = (X — a)™"Q,.
HMisunde.
= [3] : SOHTTD’JO’MWPZ(X—a)ertQ(a)#O.ﬂDome:(X—oz)m.

Dagnin o formall do Dalbin, P = (RQY® = 3° @ ROQU-

=0

! , 0 <
, L(X—a)m_z sbi<m - M,Z "
On, R® = (m —q)! dot RV(a)=4m! sii=m

0 ol 1 >m 0 a1 >m
Eo(k 0 sk <m
Doa P<k)(a)=; (i)R(”(a)Q(’“)(a)z (Z) ROV(@)QE™ () i k> m
Finsi, P (a )—lxm'xQ( ) 0.
l:‘l Fippovons que P(a) = P'(a) = =P () = 0 & P (a) £ 0.
QTTJ@J@Q@@D'WJZE ‘Cmdﬂom
P pn)(q
P:;)P nl( )(X—a)”
" P (q
:,; n‘( )(X—a)"
p (n) o
=(X—a)” Z P n'( >(X—Oz)n*m
Q
= (X—-a)"Q

n_ pk) (g (m)(g
e, Q) = 30 T fa appom T

k=m 40 i k=m

@ma%twmmdeWﬁabémdeP
1

A retenir | : On dit que a € K, est racine de P € K[X] d’ordre de multiplicité au moins
m € N* si (X —a)™|P ou s’il existe Q € K[X] tel que P = (X—a)™Q ousi Vm € [0;m — 1],
P (a) = 0.

( )
Exemples 4+

= Déterminer les racines de P = (X — 1)(X?% — 1)(X3® — 1)(X* — 1) € R[X] et leur multiplicité.

P=X-1X2-1)(X?-1)(X* 1)
= (X - DX - D)X+ DX - 1)(X2 + X + D][(X = 1)(X + 1)(X2 +1)]
=X-DHX+1)2(X2+X+1)(X2+1)

X2 + X + 1 n’a pas de racines réelles (A = —3) et X2 + 1 non plus.

P a donc deux racines réelles : 1 de multiplicité 4 et —1 de multiplicité 2.

g
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s P=aX2+bX+caveca#0.

b
SiA=0,z4= ~%a est une racine double de P : P = a(X — z)2.

Exercice I3 : Montrer que, ¥Vn € N, P, = nX"" — (n 4+ 1)X" + 1 est divisible par (X —1)2.

Corollaire 21l : Soit P € K[X].

Si P admet n racines distinctes a4, -, a,, de multiplicités respectives m,, my, ---, m,,, alors
n

P est divisible par H(X — ay,)"
k=1

Preuve : B nécurrnence sun n
|_501,n1 o%b@etﬂeohmnerﬁmdmﬁ

Twwﬁawmmwnm(n>1)

Joit P admettant n+ 1 nacines ay, -, a,, a,,; de mMm nespedtines My, My, *; My, M.
En uhillisant lo heorsme récédent; on peut sonine P = (X — 0, 1) 1Q.
S%wke[u,n]].@nmmmbmwak %tmme@mMoﬁmkdel.
@mw%uk%m%%m(mm@e)d@akar

On o done Q) = (X — )" Qy anec Qy(ay) # 0.

P=(X=oa,1)" Q= (X—ay )" (X — )" Qq = (X — o )" [(X — 0y, 1) ™1 Qg

On ay, # o,y (Qe@mmmwwmmm)a;%( L) # 0, dono (X — ay, )01 Qy etk

@me/mdédml:ﬁwukw%m%mwaka,b.e.uk:mk.em.

fmakmwmﬁwmmdele.

n

H — ) ]Qg.

Jon FF, o peut sonine Q) =

n+1

ﬂ?])b 5 , P = X — my
WWLL kl:[l( o)

Lﬂeebbdmmuhm[\mntbub@anJLm«wﬂ

n_ vk
Exercice [+ : Montrer que le polynéme P, = Z m n’admet que des racines simples.
k=0 "
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Q DECOMPOSITION EN FACTEURS IRREDUCTIBLES

E' Polynéme scindé

e N
Définition &5 - Soit P € K[X] un polynéme non nul.
On dit que P est scindé lorsqu’il est constant, ou s’il s’écrit comme un produit de facteurs
de degré 1.
Plus précisément, P est scindé si, et seulement si il existe A € K* et a;, ay, .., a,, € K tels
que :
n
= X =a),
\
( )
Exemples IS

B (X —2)(X — 3) est scindé.

m (X —1)® est scindé.

® X2 + 1 ne peut s’écrire sous la forme (X — a)(X — 3) dans R[X]. Sinon, « et 8 seraient des racines
réelles de X2 4 1 qui n’en a pas!

Par conséquent, X2 + 1 n’est pas scindé dans R[X].

11 est scindé dans C[X] puisqu’on peut écrire X? + 1 = (X — ¢)(X + 7).

ATTENTION I La notion de polynoéme scindé dépend du corps K.

Factorisation dans C[X]

Dans C, le probleme est résolu depuis longtemps sous le nom du théoréme de D’Alembert-Gauss :

Théoréme 22 (de D'Alempert-Gauss) :  Dans C[X], tout polynéme non constant admet
au moins une racine (dans C).

Corollaire 22| : Dans C[X], tout polyndme est scindé.

On dit que C est algébriquement clos.

p
Corollaire 2222 : Dans C[X], tout polynéme P s’écrit sous la forme :

ﬁX ay)™

Factorisation dans C[X]

ol (v, Qy, -, v, sont les racines de P de multiplicités m,,my,---,m,, et A est le coeflicient
Y dominant de P.
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Corollaire 22.3 : Les seuls polynémes irréductibles dans C[X] sont les polynémes de
degré 1.

Preuve & bo  proposition (17) ,m@dﬂﬁa wﬁ%@@jmmmdedgﬁm 1 sonk
WWPEM ]mWW&.TMWng(P)}lMP@&M

@W&M@@M%PW%WWWGGC@MX-G’P
@@P%M&%M%MW@%WWPW%WWW
muﬂwgebro@j/nmmdp.
X—aebbwm[w&am&mmwwwbanlbdmwx—amw-%ﬁulmro@j/mmdédp.%mbbe
mxek*t@ﬂwP:A(X—a).

1

P%tdmwmro@a/mdedzﬂnél.

\
Exemple I : Soit P=X"—1 avecn > 1.
Dans C, les racines de P sont les racines n®™e de l'unité. Il y en a n distinctes.
Donc H ( 214”)
On a donc P = [H (X— zrltm)] Q avec Q € C[X].
Or, deg(P) = n + deg(Q) d’ou deg(Q) =0 et Q = A avec A € C*.
n—1 .
Dot P = ] (X—e*).
k=0
Enfin, par identification des coefficients dominants, A = 1.
n—1 2ik
En conclusion, X™ —1 = H (X— e%> = H (X—=29).
k=0 eu,
. V.

Exercice IS : Pour n € N, on pose P = (X + i)?""! — (X — i)?FL,
Factoriser P dans C[X].

Factorisation dans R[X]

Proposition 23 (Racines complexes d'un polynEme réel) :  Soit P € R[X] et a € C.

Si « est une racine de P, alors @ est aussi une racine de P.

Preuve SDOJJP Zakx makER%M%ALdMM%WﬂDM@MWW
r@eb@mbd,eﬁommﬂue@@oahodj@umm&ebh&ﬁo WMWW:ZGR@EZZ.

P(a) = Z Z i kiakak =0. _I
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i est une racine de (X —4)(X + 2) mais i ne l'est pas.
ATTENTION

Pas de contradiction avec la propriété ci-dessous car (X —1i)(X + 2) ¢ R[X].

On a méme un peu mieux :

Proposition 24 : Soit P € R[X] et a € C.

Si « est une racine de P de multiplicité m, alors @ est une racine de P de multiplicité m
également.

Preuve : %ot P € K[X].
|_ﬂ°mboub ke N P® ¢ R[X]
Rurntout ke [1,m—1], P®(a)=0 donc P® (@) =0 MWW@
SDU'I\,I\OWHA»CTMO/WGALP ()—OG’WC\WO.RO’LOP (7)—0:09»5“/110(&

(Dm%d@dmw P(a) =P'(a@) = - = PMm (@) =0 & P™ (@) + 0.

awmmm®P@me. —
En pratique,

Soit P € R[X]. En particulier, P € C[X] et on sait factoriser P dans C[X] connaissant son coefficient

dominant A et ses racines notées :
— Racines réelles : ay, ay, -, o, de multiplicité m,, my, -, m,.

— Racines complexes : [, Bl, 5o, 32, -, B, BS de multiplicité poq, fig, =, fg.

T

P = ATT(X = apm [T(X = B (X = B,

k=1 =1

I = I [ = sox=5,]"
k=1 =1

= A H(X —ay)™* [XQ — (B +B,)X + 5@@] .
k=1 =1

P = )\H —ay,) E[X2+UZX+W]W

en posant e = _(ﬁf +B£) = —2Re(5,) €R
vy = BB, = |B* €R

Et on a A, = (u,)* —4v, = 4Re (8,)* — 4]6,> = 4(Re (8,)> — |B,]*) <0

En effet, |[Re (8,)| < |B,] avec égalité uniquement si 5, € R, ce qui n’est pas le cas ici.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XX : Fislyndmes 30 |



PTSI VINCI - 2024 V. DECOMPOSITION EN FACTEURS IRREDUCTIBLES

4 )
Corollsire 24| : Dans R[X], tout polynéme P s’écrit sous la forme :
P=2\ H —a)™ H[X2 + up X A+ vy ]He (XX.3)
=1

Factorisation dans R[X]
ou :
m ) est le coefficient dominant de P.

B Qq, Q, -+, o, sont les racines réelles de P de multiplicités my, mq, ---, m,.

(uq,vq), (ug,vy), (u v,) sont des couples de réels tels que V k € [1;s], uz —4v, < 0,

87 7S

i.e. X2 +u, X 4 v, n’a pas de racines réelles.
iy Moyt fg € IN.

\

Corollaire 2472 : Les seuls polyndémes normalisés irréductibles dans R[X] sont :

m Les polynomes de degré 1 de la forme X — « avec a € R;

m Les polyndmes de degré 2 irréductibles de la forme X2 + uX + v avec u,v € R et
2
u® —4v < 0.

Preuve :
|_ - @W&” Proposi'tior\(lT)JMboALﬁue,@%Po@jm&mmdedaanélmmédmnﬂQem
- MMWQW®W2@WWWWQ@
?mbPeﬂ([X]de,de%r\éZ&dediwwmnbA<0.

Souwobmb ?Awgmbte Ae R[X] beﬁcrwe A‘P Le. 3Q € [R[X] tsﬁﬁue P=AQ
B B deg(A) =0 deg(A) =1
On o dlow 2 = deg(P) = deg(A) + deg(Q) = {deg(Q) _ ow {deg(Q) 1 ow
{deg<A>
deg(Q) =

_S‘i{deg(A)ZO alons, A esk consbant nomn nul.

deg(Q) = 2 '
{deg(A)—Q afomQ:)\Eﬂ(*etP:)\A:PeJ:Aw\bmm.
deg(Q) =0

Fnallement, si P € K[X www2®mmwmum&m

@PM@%W&M@MW%&%WW@PL&@@WP%

iectile,

GDUWMPEM W&@m@d%deg

@WM%OMW(XX?) &mr%%%um%mw&gomnmmmw P admeltraib
deucs (ou plus) factewns non, constants et ne serait pa ivnsdudible.
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A€ER
Pebbdomode@o,@omm@)\(x—a)w)\(xz-i-ux—i-v)meo a€R
u, v E€R/u?—4v <0.

—

Un polynome peut trés bien ne pas avoir de racines dans K et ne pas étre irréductible :

ATTENTION

Xt 41 =(X2+XV2+1)(X2 -~ XV2+ 1) n’apas de racines réelles.

Exemple [T : Comment factoriser P = X® — 1 dans R[X]?

On le factorise dans C[X], puis on regroupe les racines avec leur conjugué.

Finalement, X —1 = (X - 1)(X +1)(X? - X +1) (X2 + X +1).

Remaraue : Bien siir, on peut également reconnaitre que X% — 1 = (X3)2 —1louX®—1= (X2)3 — 1 puis
factoriser, a la main, chaque facteur.

4 N\

\.

Exercice |6 : Factoriser X® + 1 dans R[X].

Correction :

- (X ) (X ) (x o)

(x- %) (3= %) (x- %)

;
- <X2—2Xcosg + 1) (X2 41) <X2 —2Xcos% +1>

X0+ 1=(X24+1) (X2 =XvV3+1) (X2 +XV3+1).

IV.5| Algorithme de Horner

Soit f une fonction polynomiale de degré n > 0 et a € R une racine de f.
Il existe donc un polynéme Q de degré n — 1 tel que Vz € R, f(x) = (z — a)Q(x).
On pose : f@)=a,z" +a, 12" '+ ..+ a,x+a a, #0
Q(w) — bnil.’Enil + bn72$n72 + + b1$ + bO

Cette méthode, appelée aussi algorithme de Ruffini-Horner, consiste a calculer les coefficients de
Q de proche en proche a partir de b,,_; puis en descendant jusqu’a b.

an = bnfl bnfl = an,
VkE[[l;nfl]],ak:bk_lfabk bk_lzak+abk
a
= —ab,. by = ——2.
Qg abg 0 a

On calcule, en général, ces coefficients & partir d’un tableau que ’on remplit de gauche a droite :

J
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ap, p—1 A ay Qg
4o
boyv=a, | by g=0a, +ab, by = ay +aby | by =ay +aby | by = T
La redondance des deux derniéres colonnes permettant de vérifier ses calculs...
fEX&MPle. |& : Soit la fonction polynémiale définie par \

fx)=a*+523+5x2 —-52—6 avec a=1.

L’algorithme d’Hoérner s’écrit :

1 5 5 6
(Calcul de by) | 1
(Calcul de b,) | 1 =5+1x1
(Calcul de by) | 1 6 11= +1x
—6
(Calcul de by) | 1 6 11 6 S 6

On retrouve : Yz € R, f(z) = (z — 1)(2® + 622 + 11z + 6).

Et on continue avec a = —1 :

(Aveca=-1) | 1| 5| 6
(Aveca=-2) | 1|3 | 3

On retrouve encore, Yz € R, f(z)= (z—1)(z+1)(x? + 5z + 6)
=(x—1)(z+1)(z+2)(x+3).

- S

Exercice [T : Factoriser P = 4X3 — 16X? — 19X — 5 & l'aide de 'algorithme de Horner sachant
que 5 est une des racines.

Correction : P = (2X +1)2(X —5).

Q SOMME ET PRODUIT DES RACINES

Il est tres difficile d’exprimer les racines en fonction des coefficients d’un polynéme. C’est méme
impossible dans le cas général a partir du degré 5.

En revanche on peut facilement exprimer les coefficients en fonction des racines d’un polyndme
scindé :
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Degré 2

Dans le cas du degré 2, en identifiant P = aX? +bX +cet P = a(X — a;)(X — a5), on obtient :

'4 3\

Proposition 25 Soit P = aX? + bX + ¢ € K[X] avec a € K*.

b
041"‘052:—_
c a
10y = —.
12 a

oy et agy sont racines de P si, et seulement si

Exemple 9 : YVaeC, (X—a)X—a)=X2-2Re(a)+|al’.
En particulier : VO € R, (X — el?) (X — e 19)=X2—2cos(0)X + 1.

VI.2 I Cas général

Considérons P = a, X" +a,, ;X" ! 4+ + ay.

Posons P = a,,(X — a7)(X — ay) -+ (X — «,,) (les a; éventuellement identiques en cas de racines
multiples).

En développant, on a P = qa,, (X” —(a; +ag+ -+ a,) X"+ (1) ay ---an)

. . Ap_ 1 = —Qplay + 0y + -+«
En identifiant, on a (entre autres) { " ! "<n L n)
ag = a,(—1)"ay - ay,
On peut donc trouver facilement la somme et le produit des racines ainsi que d’autres sommes
remarquables :

4 N N\
Proposition 2L : Soient n € N* et P = Zaka € K[X] un polynéme scindé de degré n
. k=0
i.e. a, # 0.
Siayq, ay, .., o, sont les racines de P alors,
a,
(0 +ay+ o, =— ” 1
n
a,,_
Y o=t
a
1<i<j<n n
< Gn,
_ —p
Q; Qy, azp - (_1)]3 a
1< <ip<...<ip<n n
Qg
Qp Qg ey = (_1)na_~
n
- Yy
Exemple 20 : Soit n>2.Ona vu que X —1 = H (X —¢).
¢ev,
Donc Z ¢ =0 : la somme des racines n®™S de I'unité est nulle.
CeUy,
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Exercice I8 : Soient a,b, ¢ les trois racines complexes de P = X3 — 3X — 1.
Calculer :

[} a+b+c, [3] abe,

a3+b3+c3, 1

Eab+ac+bc, a2—|—b2-|—02,

@O“IH

Correction : Saient a,b,c&mbmwmmmTﬂm@deP:X3—3X—l.
P=1X—-a)(X=0)(X—-¢)
=X3—(a+b+c)X2+ (ab+ ac + be)X — abe

at+b+c=0
ab + ac + bec = —3
abc =1

a?+b%+c?=(a+b+c)?—2(ab+ ac+ be)
=02 —-2x (-3)
= 6.

Par identification :

— (a+b+c)3=a+b3+c®+3(a®b + a’c + b%a + b%c + c®a + c?b) + 6abe

Done,

a®+ b3+ = (a+b+c)3—3(a?b+a’c+ b%a+ b%c + c?a + c?b) — 6abe
= —3(a®b + a’c + b*a + b%c + c*a + c*b) — 6

—gjmm%m:

(ab + ac + be)(a + b+ ¢) = a?b + ac + b%a + b%c + c?a + ¢%b + 3abe

Don,

2h+ a%c + b2a + b2c+ a + b = (ab+ac+be)(a+b+c)
=-3

— 3abe

— Bllan : B+ +c3=-3x(-3)—6=3

A Tl’aide de la division euclidienne : %mmﬁam oudidienne de X3 o P=X3-3X-1":

a3 = 1P(a)
X3=1P+(3X+1) = <b>=1P(b

)
3 =1P(c)

+(Ba+1)
+(3b+1)
_|_

(3c+1)
Dow,

S+ +c=3a+b+c)+3x1
=3x0+3x1
?maQMTm%a3+b3+c3=3.
1 1 1 bec+ac+ab —3
e crsti=—me -7
.%&%WM@X7WP X3 —-3X—1":

a” = (a* +3a% + a+9)P(a) + (6a% + 28a +9)
= (X +3X2+ X+ 9)P + (6X%2 + 28X +9) = < b" = (b +3b% + b+ 9)P(b) + (60> + 28b + 9)
(

"= (c* +3c® +c+9)P(c) + (6¢* + 28¢ + 9)

X7
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Dot
a"+b"+c"=6(a®+b2+c*)+28(a+b+c)+3x9
=6x6+28x0+3x09.
GfmanmmL,a7+b7+C7:63.
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