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vant de s’attaquer vraiment a l’algebre linéaire, ce
chapitre servira d’introduction par I’exemple aux concepts plus généraux
développés ensuite dans toute leur généralité sur les espaces vectoriels.

e chapitre
- sera également l'occasion de croiser sous sa forme originale et épurée
une formule d’importance capitale en analyse, et que nous retrouverons
sous d’autres formes a plusieurs reprises ensuite : la formule de Taylor.

ans toute ce chapitre, K désigne soit
I’ensemble R des nombres réels ou ’ensemble C des nombres complexes.

©r
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© L’ensemble K[X]
@ Opérations sur K[X]
@ Degré d’un polynoéme

@ Notions de polynémes de matrices
Q Dérivation dans K[X]
0 Arithmétique dans K[X
Q Racines d’un polynéme
0 Décomposition en facteurs irréductibles

0 Somme et produit des racines




Détinition | :

On appelle polynéme a une indéterminée a coefficients dans K, toute suite
(@ )nen d’éléments de K nulle & partir d’un certain rang.

On note K[X] leur ensemble.
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Détinition | :

On appelle polynéme a une indéterminée a coefficients dans K, toute suite
(@, ) pen d’éléments de K nulle & partir d’un certain rang.

On note K[X] leur ensemble.

VP = (a,),en €KX], INEN, Vn 2N, a, =0.
Remaraue : N peut étre aussi grand que ’on veut, mais il est toujours fini.

Exemple | :

(1,—2,3,0,4,0,0,...) = 1 — 2X + 3X2 + 4X5.




Vocarulaire :

m Pour n fixé, a,, est le n+1°™¢ coefficient du polynéme.




Vocarulaire :

m Pour n fixé, a,, est le n+1°™¢ coefficient du polynéme.
m On note X le polynéme défini par X = (0, 1, 0, 0, ...) c’est-a-dire défini par
la suite (a,,),cy telle que :

ay=0,a, =1etVn>=2ua,=0.

'




Voceakulaire :

m Pour n fixé, a,, est le n+1°™¢ coefficient du polynome.
m On note X le polynéme défini par X = (0, 1, 0, 0, ...) c’est-a-dire défini par

la suite (a,,) ey telle que :
=0.

ay=0,a,=1letVn=2a,

ATTENTION X n’est pas un nombre ! )




Voceakulaire :

m Pour n fixé, a,, est le n+1°™¢ coefficient du polynome.
m On note X le polynéme défini par X = (0, 1, 0, 0, ...) c’est-a-dire défini par

la suite (a,,) ey telle que :
=0.

ay=0,a,=1letVn=2a,

ATTENTION X n’est pas un nombre ! )

m On appelle polynome constant, tout polynéme de la forme (A, 0, 0,...) out
Ae K
On le notera abusivement \.




Voceakulaire :

m Pour n fixé, a,, est le n+1°™¢ coefficient du polynome.
m On note X le polynéme défini par X = (0, 1, 0, 0, ...) c’est-a-dire défini par
la suite (a,,) ey telle que :

ay=0,a,=1etVn=2ua,=0.

ATTENTION X n’est pas un nombre! )

m On appelle polynome constant, tout polynéme de la forme (A, 0, 0,...) out
Aek
On le notera abusivement A.

m Le polynoéme défini par la suite nulle (0, 0, ...) est appelé polynéme nul et
noté Oyx), ou dangereusement 0.




I. L’ensemble K[X]

Vocaeulsire :
m Pour n fixé, a,, est le n+1°™¢ coefficient du polynome.
m On note X le polynéme défini par X = (0, 1, 0, 0, ...) c’est-a-dire défini par
la suite (a,,),cy telle que :

ag=0,a, =1letVn2=2a,=0.

ATTENTION X n’est pas un nombre!

m On appelle polynéme constant, tout polynéme de la forme (A, 0, 0,...) ou
Ae K.
On le notera abusivement A.
m Le polynoéme défini par la suite nulle (0, 0, ...) est appelé polynéme nul et
noté Oy xj, ou dangereusement 0.
Par définition, un polynéme est donc nul si, et seulement si tous ses
coefficients sont nuls :

VP =(a,)nen €EKX], P=0yx < VneN,a,=0. \*‘/
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Détinition 2 (Somme de polynSmes) :

Soient P = (a,,),en €t Q = (by,)nen deux polynomes de K[X].

On appelle somme des polynomes P et Q, notée P + Q, le polynéme défini par :

P+ Q - (a’n + bn)nEN'




Détinition 2 (Somme de polynSmes) :

Soient P = (a,,),en €t Q = (by,)nen deux polynomes de K[X].
On appelle somme des polynomes P et Q, notée P + Q, le polynéme défini par :

P+ Q - (an + bn)nEN'

Laloi +: KX]xKX — KX]
(P;Q) — P+Q

est appelée loi de composition interne (& K[X]).
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L’addition dans K[X] :

est associative : VP, Q, ReKX], P+Q)+R=P+(Q+R)=P+Q+R.
est commutative : VP, Q e K[X], P+ Q=Q+P.
admet un élément neutre : le polynéme nul Oyx; = (0, 0, ...) vérifie :

P + OIK[X] = OM[X] + P = P

est symétrisable : Tout polynéme P = (a,,),c admet un symétrique, noté
—P, et défini par —P = (—a,,), ¢, vérifiant

Toutes ces propriétés découlent de celles de K.

Voceagulaire :On dit que ([K[X], —|—) est un groupe commutatif (ou abélien)



Deux polynémes sont égaux si, et seulement si leurs coefficients sont égaux :

n-

vV P= (a‘n)nE[N7Q = (bn)nE[N € IK[X]? P E[K[X] Q < VneN, an =K b

En convenant toujours que ces coefficients sont tous nuls & partir d’un certain
rang.




Désinition 3 (Loi externe) :

Soient P = (a,,) ey € K[X] et X € K.

On définit le produit d’un polynéme par un scalaire, noté \.P ou AP, le
polynéme défini par :

AP =(AXa,)nen
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Désinition 3 (Loi externe) :

Soient P = (a,,) ey € K[X] et X € K.

On définit le produit d’un polynéme par un scalaire, noté \.P ou AP, le
polynéme défini par :

AP =(AXa,)nen

Laloi -+ KxKX — KX]
(AP) — AP

est alors qualifiée de loi de composition externe (& K[X]).

L’ensemble K[X] est stable par combinaisons linéaires.

Vocaeulaire :On dit que (IK[X], +, ) est un espace vectoriel sur K.



il nous r a pouvoir multiplier ném ntre eux voir
A ce stade, il nous reste & pouvo Itiplier des polynoémes entre eux et avo
quelque chose qui ressemble a

n n 2n 2n k
(Z aiXi) x (Z bjxf) = (aghy + -+ ayby) X =) ( aibki) Xk,
i=0 j=0 0

k=0 k=0 \i=

calcul au sein duquel on a simplement regroupé les termes degré par degré. Il ne
nous reste plus qu'a forcer le destin.




Définition 4 (Produit de polyndmes) :

Soient P = (a,,)pen et Q = (by,)nen deux éléments de K[X].
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le polynéme défini par :

n
PxQ=(¢)pew OUVREN, ¢, = Zakbn_k.
k=0
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Définition 4 (Produit de polyndmes) :
Soient P = (a,,)pen et Q = (by,)nen deux éléments de K[X].

On appelle produit des polynémes P et Q, notée P x Q ou plus simplement PQ,
le polynéme défini par :

n
PxQ=(¢)pew OUVREN, ¢, = Zakbn_k.
k=0

n
Vocasulaire :La suite de terme général ¢,, = Zakbn_k est appelée produit de

k=0
Cauchy des suites (a,,),cn €t (b,)nen-
En particulier, on a :
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o ¢, =a by + agh;




Définition 4 (Produit de polyndmes) :
Soient P = (a,,)pen et Q = (by,)nen deux éléments de K[X].

On appelle produit des polynémes P et Q, notée P x Q ou plus simplement PQ,
le polynéme défini par :

n
PxQ=(¢)pew OUVREN, ¢, = Zakbn_k.
k=0

n
Vocasulaire :La suite de terme général ¢,, = Zakbn_k est appelée produit de

k=0
Cauchy des suites (a,,),cn €t (b,)nen-
En particulier, on a :
® ¢y = apby o ¢y, = ayby +ab; +agby

o ¢, =a by + agh; ° ..




Remarque importante :

VneN, zn:akbn_k = Z aybg- (1)

k=0 p+g=n




Remarque importante :

VneN, zn:akbn_k = Z aybg- (1)

k=0 p+g=n

Comme l'addition, la loi x : K[X] x K[X] — K[X]
P;Q) = PxQ

est aussi une loi de composition interne.
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est associatif : VP, Q, Re KX, PxQ)xR=Px (QxR)=PxQxR.
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Le produit dans K[X] :

est associatif : VP, Q, Re KX, PxQ)xR=Px (QxR)=PxQxR.
est commutatif : VP, Q € K[X], Px Q=Q x P.
admet un élément neutre : le polynéme 1y = (1,0, 0, ...).

2 1U<[X] = I[K[X] XIP =12,

est distributif sur ’addition : VP, Q, R € K[X],
Px(Q+R)=PxQ+P xR.
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Le produit dans K[X] :

est associatif : VP, Q, ReK[X], PxQ)xR=Px(QxR)=PxQxR.
est commutatif : VP, Q € K[X], P x Q=Q x P.
admet un élément neutre : le polynéme 1yx; = (1, 0, 0, ...).

P x 1U<[X] = 1U<[X] X P =12,

est distributif sur ’addition : VP, Q, R € K[X],
Px(Q+R)=PxQ+PxR.

est compatible avec la loi externe :

VAEK VP,QeKX, A(PxQ) =(AP)xQ=Px (A\Q)

On dit que (IK[X], +, ><) est un anneau commutatif et que (IK[X], +, X, ) est une-

algébre commutative (unitaire) sur K.



Le produit dans K[X] :

est associatif : VP, Q, ReK[X], PxQ)xR=Px(QxR)=PxQxR.
est commutatif : VP, Q € K[X], P xQ=Q x P.
admet un élément neutre : le polynoéme 1y = (1,0, 0, ...).

P x 1|K[X] = 1D<[X] X 1P =12,

est distributif sur ’addition : VP, Q, R € K[X],
Px(Q+R)=PxQ+P xR.

est compatible avec la loi externe :

VAeK VP,QeKX], NP xQ)=(AP)x Q=P x (\.Q)

ATTENTION

([K[X]7 ><) n’est pas un groupe!




Le produit dans K[X] :

est associatif : VP, Q, Re KX, PxQ)xR=Px (QxR)=PxQxR.
est commutatif : VP, Q e K[X], Px Q=Q x P.
admet un élément neutre : le polynéme 1y = (1,0, 0, ...).

2 1H<[X] = 1U<[X] XIP =12,

est distributif sur ’addition : VP, Q, R € K[X],
Px(Q+R)=PxQ+PxR.

est compatible avec la loi externe :

VAEK VP,QeKX, APxQ) =(AP)xQ=Px (A\Q)

On le démontrera plus loin mais les seuls polyndémes
inversibles pour la loi x sont les polynémes constants non
nuls.
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X = X7 x X
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Soit n € N. On définit la suite des mondmes (X"), oy par :

X0 =(1,0,0,..)
X = X7 x X

X = (0,1, 0, ...) est appelée I'indéterminée et,

VneN, X" = (0,0, ..., 0, 1 .0, ..

b

(n+1)®Me coefficient

Tout P = (a,,),en € K[X] s’écrit alors :

P=ay+a; X+ a, X%+ +a,X" = Zaka.

(2)




Soit n € N. On définit la suite des mondmes (X"), oy par :

X0 =(1,0,0,..)
X = X7 x X

X = (0,1, 0, ...) est appelée I'indéterminée et,

VneN, X" = (0,0, ..., 0, 1 L0, ..) (2)

(n+1)®Me coefficient

Tout P = (a,,),en € K[X] s’écrit alors :

P=ay+a; X+ a, X%+ +a,X" = Zaka.

Vocaeulaire :On appelle monéme tout polynéme de la forme a; X* ot k €
ay, S K.
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Remaraue : On adopte diverses notations pour un polynéme comme

o P= (an)nGIN7
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n
o b= (an)nGIN7 o> Zakxk’
k=0

o Z a, X",




Remaraue : On adopte diverses notations pour un polynéme comme

o b= (an)nGIN7 o> : a,. XF
k )
o ZanX . o P(X)




Remaraue : On adopte diverses notations pour un polynéme comme

o b= (an)nelm > Zakxk, <o Zakxk,
k=0

k>0
n
¢ ZanX ’ o P(X),




Remaraue : On adopte diverses notations pour un polynéme comme

n
_ k
o b= (an)nelm > Zakxk, <o E akX 5
xXn L= k>0+
o Saxn S
o P(X), © ou Zaka,
k=0




Remaraue : On adopte diverses notations pour un polynéme comme

o P= (an>n€IN7 > Zakxk, O Zakx’“,
D aX" o s
a, X", >
o P(X), o ou Za Xk
k )
k=0

en convenant toujours que Vk > n, a;, =0 i.e. la somme est finie et on écrira
toujours un polynéme dans 'ordre croissant ou décroissant des puissances de X.




Remaraue : On adopte diverses notations pour un polynéme comme

o b= (an>n€[N7 > Zakxk, <o Zakxk,
o Z Xn (=Y k>0+oo
a, ) S P(X), SYou Zakxk’

k=0

en convenant toujours que Vk > n, a;, =0 i.e. la somme est finie et on écrira
toujours un polynéme dans 'ordre croissant ou décroissant des puissances de X.

X n’est pas un nombre! J




Détinition L (Composition) :

Soient P =Y a,X* € K[X] et Q € K[X].

k>0
On appelle polynéme composé Q par P, noté P o Q, le polynéme
PoQ=> Q"

k>0




Détinition L (Composition) :

Soient P =Y a,X* € K[X] et Q € K[X].
k>0

On appelle polynéme composé Q par P, noté P o Q, le polynéme
PoQ=> Q"

k>0

Remaraue :SiQ=X+aotackKetP= Zaka alors
k>0

PoQ=PX+a)=> qX+at
k>0




Exemples 2 (Opérations dans K[X]) :

Soient P =1+ 3X — X2 et Q = X + X2.

Somme : P+ Q=1+ 4X.
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Soient P =1+ 3X — X2 et Q = X + X2.

Somme : P+ Q=1+ 4X.
Loi externe : 2P = 2+ 6X — 2X2.




Exemples 2 (Opérations dans K[X]) :

Soient P =1+ 3X — X2 et Q = X + X2.

Somme : P+ Q=1+ 4X.
Loi externe : 2P = 2+ 6X — 2X2.

k 0 1 2 3 4
oo la |13 —1
Produit : b |0 1 1
c, | 0 1 4 2 -1

co = agbyg =0
¢y = agby +aybg =1
= { ¢y = agby +ayby +agby =4
c3 = agbs + a1by + agby +azby =2
¢y = agby + aybg + asby + azby +ayby = —1

PQ = X +4X? + 2X3 — X4




Exemples 2 (Opérations dans K[X]) :

Soient P =1+ 3X — X2 et Q = X + X2.

Somme : P+ Q=1+ 4X.
Loi externe : 2P = 2+ 6X — 2X2.

k 0 1 2 3 4
oo la |13 —1
Produit : b |0 1 1
c, | 0 1 4 2 -1

co = agbyg =0
¢y = agby +aybg =1
= { ¢y = agby +ayby +agby =4
c3 = agbs + a1by + agby +azby =2
¢y = agby + aybg + asby + azby +ayby = —1

PQ = X +4X? + 2X3 — X4
Composition : PoQ =1+ 3(X + X?) — (X +X?)2 =1+ 3X — 2X2 — 2X3 — X4,

=Y




Soient P(X) = X2 + 3X — 2 et Q(X) = 6X — X2 + 1.
Déterminer P + Q, 3P — 2Q, P3, PQ et P(Q(X)).




Soient P et Q deux polynoémes sur K.

VneN, (P+Q)" zn: (”) prQn*

k=0

n—1
et VneN, P"—Q"=(P—Q)) PkQm ik
k=0




Soient P et Q deux polynoémes sur K.

VneN, (P+Q)" zn: (”) prQnk

k=0

n—1
et VneN, P"—Q"=(P—Q)) PkQm ik
k=0

Exemple 3 :

VneN 1—X"=( Zxk




Soient P et Q deux polynoémes sur K.

VneN, (P+Qr=) (") prQr

k=0 k

n—1
et YneN, Pr—Qr=(P—-Q)) PkQ It
K=

Exemple 3 :

n—1
VneN, 1-X"=(1-X) ) X*.
k=0

Démontrer que pour tout n € N*,

2n
(X3 4+ X2 + X+ 1) Z(_l)kxk — X2n+3 L X2n+1 + X2 +1. D)
k=0




Détinition T:

n
Soit P = Zaka un polynéme non nul.
k=0

On appelle degré de P et on note deg(P) le plus grand entier k tel que a; # 0.
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n
Soit P = Zaka un polynéme non nul.
k=0

On appelle degré de P et on note deg(P) le plus grand entier k tel que a; # 0.

On convient que deg (O[K[X])) = —00.




Détinition T:

n
Soit P = Zaka un polynéme non nul.
k=0

On appelle degré de P et on note deg(P) le plus grand entier k tel que a; # 0.

On convient que deg (O[K[X])) = —00.

Exemple 4+ :
Si P =X2+5X3 +X? on a deg(P) = 9.




Remarques :

n
msiP= Z a;,X*, on n’a pas nécessairement deg(P) = n. Ce n’est le cas que

) k=0
si a,, # 0.
Le coefficient a,, s’appelle alors le coefficient dominant, a, X" le mondme
dominant.




Remarques :

n
msiP= Z a;,X*, on n’a pas nécessairement deg(P) = n. Ce n’est le cas que
k=0
si a,, # 0.
Le coefficient a,, s’appelle alors le coefficient dominant, a,, X" le monéme
dominant.
m On dit que P est unitaire ou normalisé si P # 0 et si son coefficient
dominant est égal a 1.
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n
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k=0
si a,, # 0.
Le coefficient a,, s’appelle alors le coefficient dominant, a,, X" le monéme
dominant.
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dominant est égal a 1.
m Si P = (a,),cy est le polynéme nul alors, par définition, Vn € N, a,, = 0.

De fait, il n’existe pas d’entier n tel que a,, # 0. C’est la raison de la
définition ci-dessus.
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Remarques :

n
msiP= Z a;,X*, on n’a pas nécessairement deg(P) = n. Ce n’est le cas que
k=0
si a,, # 0.
Le coefficient a,, s’appelle alors le coefficient dominant, a,, X" le monéme
dominant.
m On dit que P est unitaire ou normalisé si P # 0 et si son coefficient
dominant est égal a 1.

m Si P = (a,),cy est le polynéme nul alors, par définition, Vn € N, a,, = 0.
De fait, il n’existe pas d’entier n tel que a,, # 0. C’est la raison de la
définition ci-dessus.

m Les polynémes constants ont un degré < 0.

ATTENTION




Remarques :

n
msiP= Z a;,X*, on n’a pas nécessairement deg(P) = n. Ce n’est le cas que
k=0
si a,, # 0.
Le coefficient a,, s’appelle alors le coefficient dominant, a,, X" le monéme
dominant.
m On dit que P est unitaire ou normalisé si P # 0 et si son coefficient
dominant est égal a 1.

m Si P = (a,),cy est le polynéme nul alors, par définition, Vn € N, a,, = 0.
De fait, il n’existe pas d’entier n tel que a,, # 0. C’est la raison de la
définition ci-dessus.

m Les polynémes constants ont un degré < 0.

L HIENEION m Les polynémes de degré nul sont les polynémes
constants non nuls.




Q@ VP, QcK[X], deg(P+ Q)< max(deg(P),deg(Q)).




Q@ VP, QcK[X], deg(P+ Q)< max(deg(P),deg(Q)).
deg(P) si A # 0,

—o0 si A =0.

Q@ VAcK VP eKX], deg(AP)= {




@ VP, Qe K[X],

Q@ VAcK VP eKX], deg(AP)= {

Q@ VP, Q € KX],

deg(P + Q) < max(deg(P), deg(Q)).
deg(P) si A # 0,
—oo si A =0.
deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).




@ VP, Qe K[X],

Q@ VAcK VP eKX], deg(AP)= {

Q@ VP, Q € KX],
Q VP, Q € KX],

deg(P + Q) < max(deg(P), deg(Q)).
deg(P) si A # 0,
—oo si A =0.
deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q).




Q@ VP, QcK[X], deg(P+ Q)< max(deg(P),deg(Q

deg(P) si )\7&0,

© VIeK, VP eK[X], deg(AP)= )
—o0 si A =0.

Q VP, QcK[X], deg(PQ)= deg(P)+ deg(Q).
@ VP, QecK[X], deg(PoQ)=deg(P) x deg(Q).

Déterminer le degré et le coefficient dominant des polynémes suivants :

O P,(X) = X3 — X(X —2+1i)?




Q@ VP, QcK[X], deg(P+ Q)< max(deg(P),deg(Q

deg(P) si )\7&0,

© VIeK, VP eK[X], deg(AP)= )
—o0 si A =0.

Q VP, QcK[X], deg(PQ)= deg(P)+ deg(Q).
@ VP, QecK[X], deg(PoQ)=deg(P) x deg(Q).

Déterminer le degré et le coefficient dominant des polynémes suivants :

O P,(X) = X3 — X(X —2+1i)?
0 P,(X)=(X+1)"—(X—1)", oneN.




@ Les seuls polyndémes inversibles sont les polyndémes constants non nuls.




@ Les seuls polyndémes inversibles sont les polyndémes constants non nuls.
© VP,QeKX], PQ=0+«= P=00uQ=0.




@ Les seuls polyndémes inversibles sont les polyndémes constants non nuls.
© VP,QeKX], PQ=0+«= P=00uQ=0.

Vocearulaire : On dit que ([K[X], +, ><) est un anneau intégre.




Détinition 8 :
Soit n € N.

On note K,,[X] 'ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a n.
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Détinition 8 :
Soit n € N.

On note K,,[X] 'ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a n.

K,,[X] est stable par combinaisons linéaires. l

Pour tout P € Ry[X] on définit f(P) = P(X + 1) — P(X).

Calculer f(X?), f(X?), f(X) et f(1) puis montrer que, pour tout
P € Ry[X], f(P) € Ry[X].




P
Soit M € M, (K) et P = ZaiXi un polynéme de K[X].

i=0
Depuis le chapitre sur le calcul matriciel, on sait qu'une combinaison linéaire et
un produit de matrices de M, (K) sont encore des matrice de M, (K), on note

alors P(M) la matrice de M, (K) définie par :

p
P(M) =) a,M’ =a,MP + ... + a;M + a1, € M, (K).
i=0




P
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i=0
Depuis le chapitre sur le calcul matriciel, on sait qu'une combinaison linéaire et
un produit de matrices de M, (K) sont encore des matrice de M, (K), on note
alors P(M) la matrice de M, (K) définie par :

p
P(M) =) a,M’ =a,MP + ... + a;M + a1, € M, (K).
i=0

m Un polynéme en M commute avec la matrice M : P(M) x M =M x P(M).
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m Lorsque P(M) = 0x¢, (x)» on dit que P est un polynéme annulateur de M.




P
Soit M € M, (K) et P = ZaiXi un polynéme de K[X].

i=0
Depuis le chapitre sur le calcul matriciel, on sait qu'une combinaison linéaire et
un produit de matrices de M, (K) sont encore des matrice de M, (K), on note
alors P(M) la matrice de M, (K) définie par :

p
P(M) =) a,M’ =a,MP + ... + a;M + a1, € M, (K).
i=0

m Un polynéme en M commute avec la matrice M : P(M) x M =M x P(M).

m Lorsque P(M) = 0x¢, (x)» on dit que P est un polynéme annulateur de M.

m Soient P, Q € K[X], M € M, (K) et X € K.
Alors,




P
Soit M € M, (K) et P = ZaiXi un polynéme de K[X].

i=0
Depuis le chapitre sur le calcul matriciel, on sait qu'une combinaison linéaire et
un produit de matrices de M, (K) sont encore des matrice de M, (K), on note
alors P(M) la matrice de M, (K) définie par :

p
P(M) =) a,M’ =a,MP + ... + a;M + a1, € M, (K).
i=0

m Un polynéme en M commute avec la matrice M : P(M) x M =M x P(M).

m Lorsque P(M) = 0x¢, (x)» on dit que P est un polynéme annulateur de M.

m Soient P, Q € K[X], M € M, (K) et X € K.
Alors,

o (P xyx) QM) =P(M) x5, ) QM),




P
Soit M € M, (K) et P = ZaiXi un polynéme de K[X].

i=0
Depuis le chapitre sur le calcul matriciel, on sait qu'une combinaison linéaire et
un produit de matrices de M, (K) sont encore des matrice de M, (K), on note
alors P(M) la matrice de M, (K) définie par :

p
P(M) =) a,M’ =a,MP + ... + a;M + a1, € M, (K).
i=0

m Un polynéme en M commute avec la matrice M : P(M) x M =M x P(M).

m Lorsque P(M) = 0x¢, (x)» on dit que P est un polynéme annulateur de M.
m Soient P, Q € K[X], M € M, (K) et X € K.

Alors,
o (P xyx) QM) =P(M) x ( )s
o (A yx) P +yx) QM) = >\ ‘() P(M) + Q(M).




m Un polynéme en M commute avec la matrice M : P(M) x M = M x P(M

m Lorsque P(M) = 0s¢, (x)» on dit que P est un polynéme annulateur de M.
m Soient P, Q € K[X], M € M, (K) et A € K.

Alors,
o (P xyx) QM) =P(M) x5 (u<> Q(M),
o (A P Ay QM) = Aar, ) P(M) + Q(M).

Soient P, Q € K[X] et M € M, (K).

Alors,
P(M) x5 ) QM) = QM) X 57 ) P(M).




-1 1 1
Soit A = 1 -1 1 .
1 1 -1

Montrer que A2 + A — 2I; = 0;. En déduire que A est inversible et calculer AL,




© L’ensemble K[X]

© Dérivation dans K[X]
@ Polynéme dérivé
@ Degré du polynome dérivé
@ Dérivation et opérations
@ Fonction polynomiale associée a un polynoéme
@ Formules de Taylor

0 Arithmétique dans K[X]
o Racines d’un polynéme
o Décomposition en facteurs irréductibles

Q Somme et produit des racines




Définition [O :

Soit P =Y " a, X" € K[X].
k=0

On appelle polyndéme dérivé de P, noté P’, le polynome défini par :

n
P = Z ka, XF1
k=1




Définition [O :
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k=0

On appelle polyndéme dérivé de P, noté P’, le polynome défini par :

n
= Z ka, Xk 1
k=1

On définit également, par récurrence, le polynéme dérivé k-iéme de P, noté P*),
par

PO —p
VkeN, P& — (PH)Y,




Désinition [O :

Soit P =Y " a, X" € K[X].
k=0

On appelle polynéme dérivé de P, noté P’, le polynéme défini par :
n
P = Z ka, XF1
k=1

On définit également, par récurrence, le polynéme dérivé k-iéme de P, noté P*),
par

PO —p
VkeN, P& — (PH)Y,

Remaraque : Il s’agit d’une dérivation formelle : il n’y a pas de question a se
poser sur la dérivabilité d’un polyndéme comme pour les fonctions de la variable
réelle.




Désinition [O :

Soit P =Y " a, X" € K[X].
k=0

On appelle polynéme dérivé de P, noté P’, le polynéme défini par :

n
P = Z ka, XF1
k=1

On définit également, par récurrence, le polynéme dérivé k-iéme de P, noté P*),
par

PO —p
VkeN, P& — (PH)Y,

Remaraque : Il s’agit d’une dérivation formelle : il n’y a pas de question a se
poser sur la dérivabilité d’un polyndéme comme pour les fonctions de la variable
réelle.

Exemple S :
(1+3X—-X%)/=3-2X et (20 =0.




, deg(P) — 1 si deg(P) > 1
VP € KX], deg(P’)= {_OO( ) . degEPi .




VP eK[X], deg(P)
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Remaraue : VP e K[X], P’ =0 < deg(P) <0 <= P est constant.




Q@ VP,QeKX]|,\ VA ueK, (AP+uQ) =P + uQ'.




Q@ VP, QeKX,VAuek, (AP+uQ) =P +uQ’.
© VP, QeKX], (PQ)=P'Q+PQ.




Q@ VP, QeKX]|,VA ek, (AP+puQ) =P + Q.
© VP, QeKX], (PQ’'=PQ+PQ.
@ VPcKX],YneN, (P") =nP’ xPnl




Q@ VP, QeKX]|,VA ek, (AP+puQ) =P + Q.
© VP, QeKX], (PQ’'=PQ+PQ.
@ VPcKX],YneN, (P") =nP’ xPnl

La dérivation des polynémes est donc, comme pour les fonctions, linéaire




Q@ VP, Qe KXY\ uckK, (AP +puQ) =P’ +uQ'.
© VP,QcKX], (PQ)=P'Q+PQ.
@ VP cK[X],YyneN, (P") =nP' xP" L

La dérivation des polynémes est donc, comme pour les fonctions, linéaire

Déterminer les polynémes :

@ P c RX] tels que (1 — X)P' —P = X",




Q@ VP, Qe KXY\ uckK, (AP +puQ) =P’ +uQ'.
© VP,QcKX], (PQ)=P'Q+PQ.
@ VP cK[X],YyneN, (P") =nP' xP" L

La dérivation des polynémes est donc, comme pour les fonctions, linéaire

Déterminer les polynémes :

© P c R[X] tels que (1 — X)P’ — P = X".
@ P € C[X] tels que (X2 + 1)P’ — 6P = 0.




En généralisant,

Q@ VP, QeKX], Y\ peKX],¥YneN, (AP +puQ)™ = P™ + QM.




En généralisant,

Q@ VP, QeKX], Y\ peKX],¥YneN, (AP +puQ)™ = P™ + QM.

@ VP,QeK[X], VneN, (PQ® = Zn: (”) pRIQn—h),

Formule de Leibniz




Désinition | :

Soit P =Y a,X* € K[X] ol n € N.
k=0

La fonction polynomiale associée a P est la fonction définie par

P: K — K

n
z Y gt
k=0




Désinition | :

Soit P =Y a,X* € K[X] ol n € N.
k=0

La fonction polynomiale associée a P est la fonction définie par

P: K — K
z Y gt
k=0

On appelle fonction polynomiale toute fonction f € F (K, K) telle qu’il existe

P € K[X] vérifiant :
f=P.
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Désinition | :

Soit P =Y a,X* € K[X] ol n € N.
k=0

La fonction polynomiale associée a P est la fonction définie par

P: K — K
z Y gt
k=0

On appelle fonction polynomiale toute fonction f € F (K, K) telle qu’il existe

P € K[X] vérifiant :
f=P.

L’ensemble des fonctions polynomiales définies sur K & valeurs dans K est ici
noté Pol(K).




Exemple L :

SiP=X2+1,alorsP: R — R

z — 241




Exemple & :

SiP=X2+1,alorsP: R — R

z — 241

Par construction,

L’application @ : K[X] — Pol(K) est surjective.

P — D




Exemple & :

SiP=X2+1,alorsP: R — R

z — 241

Par construction,

L’application @ : K[X] — Pol(K) est surjective.

P — D

X n’est toujours pas un nombre! On ne dit pas « Posons X =1 »,
mais « Evaluons en 1 ».




Soient P,Q € K[X] et A € K. On a :

Q@ \P+uQ=XP+Q.




Soient P,Q € K[X] et A € K. On a :

Q@ \P+uQ=XP+Q.
@ PQ=TQ.




Soient P,Q € K[X] et A € K. On a :

Q@ \P+,uQ=X\P+Q. Q@ P-Q=T-Q.
@ PQ=TQ.




Soient P,Q € K[X] et A € K. On a :

Q@ \P+uQ=XP+Q. ©@P-Q=P-Q.
o PQ=7Q. QP ="7.




Soient P,Q € K[X] et A € K. On a :

Q@ \P+uQ=XP+Q. ©@P-Q=P-Q.
o PQ=7Q. QP ="7.

R[X] et R¥ sont dotés de notions différentes d’addition,
multiplication, composition et dérivation.
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o PQ=7Q. QP ="7.

R[X] et R¥ sont dotés de notions différentes d’addition,
multiplication, composition et dérivation.

o~ o~
Dans la formule P o Q = P o Q par exemple, ce ne sont pas
les mémes « o » qu’on trouve a gauche et a droite.

Pire, dans la formule P’ = P’, la dérivée P’ est une dérivée
formelle alors que la dérivée P’ est la dérivée d’une fonction
définie comme limite d’un taux d’accroissement.




Soient P,Q € K[X] et A € K. On a :

Q@ \P+,Q=XP+Q. ©@P-Q=P-Q.
o PQ=7Q. QP ="7.

R[X] et R¥ sont dotés de notions différentes d’addition,
multiplication, composition et dérivation.

o~ o~
Dans la formule P o Q = P o Q par exemple, ce ne sont pas
les mémes « o » qu’on trouve a gauche et a droite.

Pire, dans la formule P’ = P’, la dérivée P’ est une dérivée
formelle alors que la dérivée P’ est la dérivée d’une fonction
définie comme limite d’un taux d’accroissement.

Sachant que 1 est la fonction constante z —s 1, élément neutre de K¥
'application P — P s’avére étre un morphisme d’anneaux de K[X] dans K¥.




Soit P € K[X] et a € K. On suppose que deg(P) = p.

Alors :
P BP0 (g
P:n;) n!( )X —ar




II. Dérivation dans K[X]

5. Formules de Taylor

L’ensemble R, [X] étant ce qu’on appelle un espace vectoriel de dimension n + 1
(on expliquera cela plus tard), on peut décrire un polyndme de degré n en
donnant n + 1 réels.

On peut le faire d’au moins trois fagons :

@ donner les coefficients du polynéme. C’est la fagon la plus classique de
procéder, mais 'information donnée est finalement assez peu commode a
exploiter autrement que trés globalement (que signifie le fait qu’un
polynoéme de degré 8 a un coefficient de degré 3 égal a 5?7 Essentiellement
rien).
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exploiter autrement que trés globalement (que signifie le fait qu’un
polynoéme de degré 8 a un coefficient de degré 3 égal a 5?7 Essentiellement
rien).

@ donner les valeurs du polynéme en n + 1 réels distincts. Nous détaillerons
stirement cette méthode dans un devoir sur les polynémes dits de Lagrange
qui donne une information trés concréte mais éparpillée & n + 1 endroits
différents.
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II. Dérivation dans K[X]

5. Formules de Taylor

L’ensemble R, [X] étant ce qu’on appelle un espace vectoriel de dimension n + 1
(on expliquera cela plus tard), on peut décrire un polyndme de degré n en
donnant n + 1 réels.

On peut le faire d’au moins trois fagons :

@ donner les coefficients du polynéme. C’est la fagon la plus classique de
procéder, mais 'information donnée est finalement assez peu commode a
exploiter autrement que trés globalement (que signifie le fait qu’un
polynoéme de degré 8 a un coefficient de degré 3 égal a 5?7 Essentiellement
rien).

@ donner les valeurs du polynéme en n + 1 réels distincts. Nous détaillerons
stirement cette méthode dans un devoir sur les polynémes dits de Lagrange
qui donne une information trés concréte mais éparpillée & n + 1 endroits
différents.

@ la troisieme méthode que nous venons de voir concentre réellement toute
I'information au méme endroit, puisque la formule de Taylor reconstitue le
polynoéme a partir des valeurs de ses différentes dérivées en un méme réTl at
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Exemple 7 :

) 223 + 202 + 3z — 4
Soit f(z) = B P B

Imaginons que nous voulions effecteur sa décomposition en éléments simples dans le
but de calculer une primitive de f par exemple.




Exemple 7 :

) 223 + 202 + 3z — 4
Soit f(z) = B P B

Imaginons que nous voulions effecteur sa décomposition en éléments simples dans le
but de calculer une primitive de f par exemple.

b d
On souhaite donc écrire f(z) sous la forme a + 2—1 + @ f1)2 + o138




Exemple 7 :

) 223 + 202 + 3z — 4
Soit f(z) = B P B

Imaginons que nous voulions effecteur sa décomposition en éléments simples dans le
but de calculer une primitive de f par exemple.

b d
On souhaite donc écrire f(z) sous la forme a + 2—1 + @ f1)2 + o138

Il suffirait de savoir écrire 223 + 222 4 3z — 4 sous la forme
a(x —1)3 +b(x — 1)%2 4 c(z — 1) + d pour conclure.

La formule de Taylor permet d’éviter les développements, ’identification, et la
résolution du systéme.




Exemple 7 :

Soit f(z) =

207 + 2% + 30 — 4

(z—1)

P =2X3+2X2+3X -4
P’ =6X?+4X +3

P’ =12X +4

PGB =12

donc P(1) =

donc P’(1) = 1
donc P”(1) = 16
donc PG )(1) 12




Exemple 7 :

Soit f(z) =

D’apres le théoreme de Taylor :

P=P1)+P'(1)X—-1)+

223 4+ 222 + 3z — 4

(z—1)

P=2X3+2X2+3X—4
P’ =6X?+4X +3

P’ =12X +4

PGB =12

2

P// (1)

PO(1)
M TR

donc P(1) =

donc P’(1) = 1
donc P”(1) = 16
donc PB)(1) = 12

(X —1)3.




Exemple 7 :

223 4+ 222 + 3z — 4

Soit f(z) = @17
P=2X3+2X2+3X—4 doncP(l) =
P/ =6X2+4X +3 doncP(l):l
P’ =12X +4 donc P”(1) = 16
PG =12 donc PB)(1) = 12
D’apres le théoreme de Taylor :
” (3)
P=P(1)+P(1)(X—1)+ ! 2(1) (X—1)% + Pg—,(l)(x =1,
Dot P=3+13(X—1)+8(X—1)2+2(X-1)3 et f(z) = ’ + & + : +2.
(z—1)3  (z—1)2 =x—1




Exemple T :

Soit f(z) =

D’apres le théoreme de Taylor :

P=P1)+P'(1)X—-1)+

Dot P=3+13(X—1)+8(X—

223 4+ 222 + 3z — 4

(z—1)

P=2X3+2X2+3X—4
P’ =6X?+4X +3

P’ =12X +4

PGB =12

2

P”(l)

PO(1)
M TR

1)24+2(X—1)2 et f(z) =

donc P(1) =
donc P’(1
donc P”(
donc P®)

)= 13
1)=16
(1) =12

(X —1)3.

3

13

8

(@—1p7

a1y

+

r—1

+2.

Donner la décomposition en éléments simples de f: = +—

4z% — 322 4+ 7z —1
(z—2)3
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Soit P € K[X] et a € K. On suppose que deg(P) = p.

Alors : b S
n
PX+a)= ZP_(“)

n=0

X'I’L
n! ’




Soit P € K[X] et a € K. On suppose que deg(P) = p.

Alors : b S
P(X +a)= ZP—@

n=0

X'I’L
n! ’

Soit P € K[X]. On suppose que deg(P) = p.

Alors :




o L’ensemble K[X

© Dérivation dans K[X]
© Arithmétique dans K[X]

@ Divisibilité

@ Division euclidienne

@ Polynémes irréductibles
Q Racines d’un polynéme

0 Décomposition en facteurs irréductibles

0 Somme et produit des racines




Définition 2 :
Soient A, P € K[X].

m On dit que A divise P, noté A|P, s’il existe un polynome Q € K[X] tel que
P = AQ.
On dit alors que A est un diviseur de P ou que P est un multiple de A.




Définition 2 :
Soient A, P € K[X].

m On dit que A divise P, noté A|P, s’il existe un polynome Q € K[X] tel que
P = AQ.
On dit alors que A est un diviseur de P ou que P est un multiple de A.

m On dit que A et P sont associés s'il existe A € K* tel que P = A A.




Définition 2 :
Soient A, P € K[X].

m On dit que A divise P, noté A|P, s’il existe un polynome Q € K[X] tel que
P = AQ.
On dit alors que A est un diviseur de P ou que P est un multiple de A.

m On dit que A et P sont associés s'il existe A € K* tel que P = A A.

Exemples 8 :
B X—1X2—lcarX2—1=X-1)X+1).




Définition 2 :
Soient A, P € K[X].

m On dit que A divise P, noté A|P, s’il existe un polynome Q € K[X] tel que
P = AQ.
On dit alors que A est un diviseur de P ou que P est un multiple de A.

m On dit que A et P sont associés s'il existe A € K* tel que P = A A.

Exenples & :
B X—1X2—lcarX2—1=X-1)X+1).
m X — 3 et 2X — 6 sont associés car 2X — 6 = 2(X — 3).




Définition 2 :
Soient A, P € K[X].

m On dit que A divise P, noté A|P, s’il existe un polynome Q € K[X] tel que
P = AQ.
On dit alors que A est un diviseur de P ou que P est un multiple de A.

m On dit que A et P sont associés s'il existe A € K* tel que P = A A.

Exenples & :
B X—1X2—lcarX2—1=X-1)X+1).
m X — 3 et 2X — 6 sont associés car 2X — 6 = 2(X — 3).

m Tous les polynémes divisent le polynome nul.




Définition 2 :
Soient A, P € K[X].

m On dit que A divise P, noté A|P, s’il existe un polynome Q € K[X] tel que
P = AQ.
On dit alors que A est un diviseur de P ou que P est un multiple de A.

m On dit que A et P sont associés s'il existe A € K* tel que P = A A.

Exemples & :
B X—1X2—lcarX2—1=X-1)X+1).
m X — 3 et 2X — 6 sont associés car 2X — 6 = 2(X — 3).
m Tous les polynémes divisent le polynome nul.
m VP eKX], 0P < P=0.




@ VAcKX], AlAetAl0




@ VAcKX], AlAetAl0
AB

< IreK, B=AA.
B|A

© VA, B eK[X], {




O VAcKX], AlAetAl0
AB
B|A
AB
B|C

© VA, B eK[X], { < IreK, B=AA.

@ VA,B,C e KX, { — AlC.




O VAcKX], AlAetAl0
AB
B|A
AB
B|C

@ VA,BeKX], { & JAeK, B=AA.

@ VA,B,C e KX, { — AlC.

Remaraue : La divisibilité dans K[X] n’est pas une relation d’ordre.




Q@ VA, P,QeK[X], AP = APQ




Q@ VA, P,QeK[X], AP = APQ
AP
AlQ

@ VA,P,QeKX], { — AP+Q




Q@ VA, P,QeK[X], AP = APQ

@ VA,P,Q ¢ K[X], {i:g — AP+Q
@ VA,P,B,Q ¢ KX, {g:g — AB|PQ




Q@ VA, P,QeK[X], AP = APQ

@ VA,P,Q ¢ K[X], {i:g — AP+Q
@ VA,P,B,Q ¢ KX, {g:g — AB|PQ

@ VA, PcKX,VneN, AP = A"[P"




Q@ VA, P,QeK[X], AP = APQ

© VA,P,QeK[X], {i:g = AP+Q
Q@ YA,P,B,QecK[X], {g:g — AB|PQ

@ VA, PcKX,VneN, AP = A"[P"

AP
{B||P n’implique pas ABI|P.




Montrer que ¥n € N, X2|(X + 1) —nX + 1.




Soient (A,B) € K[X]?, avec B # 0.

Il existe un unique couple (Q,R) € R[X]? tel que :
A=BQ+R et deg(R)< deg(B).




Soient (A,B) € K[X]?, avec B # 0.

Il existe un unique couple (Q,R) € R[X]? tel que :

A=BQ+R et deg(R)< deg(B).
Lorsqu’on a obtenu cette écriture, on dit qu’on a effectué la division euclidienne
de A par B.

A est le dividende, B le diviseur, Q le quotient et R le reste.




Soient (A,B) € K[X]?, avec B # 0.

Il existe un unique couple (Q,R) € R[X]? tel que :

A=BQ+R et deg(R)< deg(B).
Lorsqu’on a obtenu cette écriture, on dit qu’on a effectué la division euclidienne
de A par B.

A est le dividende, B le diviseur, Q le quotient et R le reste.

Exemple 9 :
2X4 X34+ 6X2 +7X — 14 = (X2 + X +1)(2X2 —3X +7) + (3X —21)




Exemple (O :

Soit P = X4 + 5X? + 5X2 — 5X — 6. Effectuons la division euclidienne de P par X — 1.
Xt 4+ 5X% + BX2 — 5X — 6| X-1




Exemple (O :
Soit P = X4 + 5X? + 5X2 — 5X — 6. Effectuons la division euclidienne de P par X — 1.
1X* 4+ 5X%® + B5X2 — 535X — 6| X-1

Xt - X3 X3
6X° + 5X2 — 5X — 6




Exemple (O :
Soit P = X* + 5X? + 5X2 — 5X — 6. Effectuons la division euclidienne de P par X — 1.

X4 4+ s5x3
—(x* — X9
6X°
—(6X3

+

+

%€

5X2
6X2)
11X2

- 55X — 6|X-1
1X3 + 6X*
— 5X — 6
5 — 6




Exemple (O :

Soit P = X* + 5X3 4 5X2 — 5X — 6. Effectuons la division euclidienne de P par X — 1.

D& = B
—(x* - X3
6X°
—(6X3

+

J’_

5X2 —  HX
5X2 —  5X
6X2)
11X2 — 55X
—(11X2 - 11X)
6X

6

X—-1

1X° 4+ 6X% + 11X




Exemple (O :

Soit P = X4 + 5X? + 5X2 — 5X — 6. Effectuons la division euclidienne de P par X — 1.

x4 + 53 4+ 5Xx2 - 05X - 6 [|X-1
—(X* - X9 1X% + 6X* + 11X + 6
6X>  +  5X? - 55X — 6
—(6X3 —  6X?)
11X2 - 5X — 6
—(11X2 -  11X)
6X — 6
—(6X — 6)
0




Exemple (O :

Soit P = X* + 5X? + 5X2 — 5X — 6. Effectuons la division euclidienne de P par X — 1.

X+ +
—(X4 -

5X3 4+ 5X2 - 55X - 6 |x-1
X3) 1X% +6X* + 11X + 6
6X° + 5X2 — 55X — 6
—(6X3 —  6X?)
11X2 — 5X — 6
—(11X2 -  11X)
6X — 6
—(6X — 6)
0

On obtient donc, P = (X — 1)(X? + 6X2 4+ 11X + 6).




Exemple (O :

Soit P = X* + 5X? + 5X2 — 5X — 6. Effectuons la division euclidienne de P par X — 1.

1X* +  5X3 4+ 5X2 — 55X - 6
—(xX* - X9
6X° + 5X2 — 55X — 6
—(6X3 —  6X?)
11X2 — 5X — 6
—(11X2 - 11X)
6X — 6
—(6X — 6)
0

X—-1

1X° 46X+ 11X+ 6

On obtient donc, P = (X — 1)(X3 + 6X? + 11X + 6).

Cette méthode de calcul est une alternative a I’identification lorsqu’on cherche a
factoriser un polynéme comme ici, par exemple, aprés avoir trouvé 1 comme racine

évidente.




2 -2 1
Soit la matrice M= 2 -3 2
-1 2

@ Vérifier que (M — I3)(M + 313) = 05.
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2 -2 1
Soit la matrice M= 2 -3 2
-1 2

@ Vérifier que (M — I3)(M + 313) = 05.

@ En déduire I'expression de M? en fonction de M et de ;.
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2 -2 1
Soit la matrice M= 2 -3 2
-1 2

@ Vérifier que (M — I;)(M + 3I3) = 05.
@ En déduire I'expression de M? en fonction de M et de ;.
@ On définit le polynéome P = X2 + 2X — 3.
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2 -2 1
Soit la matrice M= 2 -3 2
-1 2

@ Vérifier que (M — I;)(M + 3I3) = 05.
@ En déduire I'expression de M? en fonction de M et de ;.
@ On définit le polynéome P = X2 + 2X — 3.

@ Déterminer le reste R de la division euclidienne de X" par P.
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2 -2 1
Soit la matrice M= 2 -3 2
-1 2

@ Vérifier que (M — I;)(M + 3I3) = 05.
@ En déduire I'expression de M? en fonction de M et de ;.
@ On définit le polynéome P = X2 + 2X — 3.

@ Déterminer le reste R de la division euclidienne de X" par P.
® En déduire M"
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2 -2 1
Soit la matrice M= 2 -3 2
-1 2

@ Vérifier que (M — I;)(M + 3I3) = 05.
@ En déduire I'expression de M? en fonction de M et de ;.
@ On définit le polynéome P = X2 + 2X — 3.

@ Déterminer le reste R de la division euclidienne de X" par P.
® En déduire M"

@ M est-elle inversible ?
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La méthode exposée dans ’exercice précédent est générale :

.S%Pebtumro&dm&meomnueab@\wde?amuIMwAb&bLP(A)=Qmécmt?a
deﬁme[QAdjmmed@X"I\mP:

3Q.R, €KX, X" =Q,P+R, o degR,) <deg(P).




La méthode exposée dans ’exercice précédent est générale :

.S%Pebtumro&dm&meomnueab@\wde?amuIMwAb&bLP(A)=Qmécmt?a
deﬁme[QAdjmmed@X"I\mP:

3Q.R, €KX, X" =Q,P+R, o degR,) <deg(P).

Lo nelation matnicielle A" = P(A) XQu(A) + Ry (A) donne A™ =R, (A).
=0




La méthode exposée dans ’exercice précédent est générale :

.SDLPebtumro&dm&meommbeab@dee?amuIMwAb&bLP(A)=Qmécmt?a
dAMMW[QAdAmmd@X"I\MP:

3Q.R, €KX, X" =Q,P+R, o degR,) <deg(P).

Lo nelation matnicille A" = P(A) xQ,(A) + R,,(A) donne A™ =R, (A). R w%w

e
=0

donc de connaitre R,,.
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Soient A et B deux polynémes avec B non nul.

B|A <= le reste dans la division euclidienne de A par B est nul.




Soient A et B deux polynémes avec B non nul.

BJA <= le reste dans la division euclidienne de A par B est nul.

Démontrer que X? — 3X + 2 divise le polynéme (X —2)2" + (X —1)" — 1.




Détinition I3 :

Un polynome de K[X] est dit irréductible ou premier si :

m deg(P) >1




Détinition I3 :

Un polynome de K[X] est dit irréductible ou premier si :

m deg(P) >1

m P n’admet comme diviseurs que les A (avec A € K*) et les uP (avec pu € K*).




Détinition I3 :

Un polynome de K[X] est dit irréductible ou premier si :

m deg(P) >1

m P n’admet comme diviseurs que les A (avec A € K*) et les uP (avec pu € K*).

Un méme polyndme peut étre irréductible dans R[X] mais
pas dans C[X] :

m X2 + 1 est irréductible dans R[X].




Détinition I3 :

Un polynome de K[X] est dit irréductible ou premier si :

m deg(P) >1

m P n’admet comme diviseurs que les A (avec A € K*) et les uP (avec pu € K*).

Un méme polyndme peut étre irréductible dans R[X] mais
pas dans C[X] :
m X2 + 1 est irréductible dans R[X].
m X2+ 1= (X+i)(X—1i) dans C[X] et donc il est non
irréductible.




Tout polynéme de K[X] de degré > 1 admet une décomposition en produit de
polynémes irréductibles, unique a l’ordre pres des facteurs et aux constantes
multiplicatives pres.




Tout polynéme de K[X] de degré > 1 admet une décomposition en produit de
polynémes irréductibles, unique a l’ordre pres des facteurs et aux constantes
multiplicatives pres.

On dit que K[X], tout comme Z, est un anneau factoriel.




Tout polynéme de K[X] de degré > 1 admet une décomposition en produit de
polynémes irréductibles, unique a l’ordre pres des facteurs et aux constantes
multiplicatives pres.

On dit que K[X], tout comme Z, est un anneau factoriel.

Exemples |l :

Dans RX], X? —1=X-1)(X?+X+1) = (%X+ %) (2X2 +2X +2).




Tout polynéme de K[X] de degré > 1 admet une décomposition en produit de
polynémes irréductibles, unique a l’ordre pres des facteurs et aux constantes
multiplicatives pres.

On dit que K[X], tout comme Z, est un anneau factoriel.

Exemples |l :

Dans RX], X? —1=X-1)(X?+X+1) = (%X+ %) (2X2 +2X +2).

Dans C[X], X3 —1= (X —1)(X = j)(X—7) = (éx+%> (2X — 2§)(3X — 37).




Tout polynéme de K[X] de degré > 1 admet (au moins) un diviseur irréductible.




Tout polynéme de K[X] de degré > 1 admet (au moins) un diviseur irréductible.

Les polynémes de K[X] de degré 1 sont irréductibles.




Tout polynéme de K[X] de degré > 1 admet (au moins) un diviseur irréductible.

Les polynémes de K[X] de degré 1 sont irréductibles.

Toute la question va étre de savoir si la réciproque est vraie ou non i.e. les
polynoémes irréductibles SONT les polynémes de degré 1. Cela va dépendre de K.




o L’ensemble K[X

© Dérivation dans K[X]

0 Arithmétique dans K[X]

o Racines d’un polynéme
@ Identification entre Pol(K) et K[X]
@ Ordre de multiplicité d’une racine

Q Décomposition en facteurs irréductibles

0 Somme et produit des racines




Définition 4+ :
Soit P € K[X] et a € K.

On dit que « est une racine de P (ou un zéro P) lorsque P() = 0.




Définition 4+ :
Soit P € K[X] et a € K.

On dit que « est une racine de P (ou un zéro P) lorsque P() = 0.

Exemple 12 :

1 est une racine de P = X2 —1 car P(z) = 2% — 1 et P(1) =12 — 1 = 0.




Définition I+ :
Soit P € K[X] et a € K.

On dit que « est une racine de P (ou un zéro P) lorsque P() = 0.

Exemple 12 :

1 est une racine de P = X2 —1 car P(z) = 2% — 1 et P(1) =12 — 1 = 0.

Soit P € K[X] et o € K.

« est une racine de P < P est divisible par X — a.




Définition I+ :
Soit P € K[X] et a € K.

On dit que « est une racine de P (ou un zéro P) lorsque P() = 0.

Exemple 2 :

1 est une racine de P = X2 — 1 car P(z) =22 — 1 et P(1) =12 — 1 = 0.

Soit P € K[X] et o € K.

« est une racine de P < P est divisible par X — a.

Remaraue : Le reste dans la division euclidienne de P par X — a est P(a).




Soit P € K[X].

n
Si P admet n racines distinctes «, -, a,,, alors P est divisible par H(X —ay).
k=1




Soit P € K[X].

n
Si P admet n racines distinctes «, -, a,,, alors P est divisible par H(X —ay).
k=1

A quelle condition nécessaire et suffisante sur n € N le polynéme X2 + 1
divise-t-il X™ 417

TR (o ey Clreveiine P10 W3



Soit P € K[X] non nul, de degré n > 0.

Alors, P posséde au maximum n racines.




Soit P € K[X] non nul, de degré n > 0.

Alors, P posséde au maximum n racines.

TGN Dans.[R, un polynéme de degré n ne posséde pas forcément
n racines.




Soit P € K[X] non nul, de degré n > 0.

Alors, P posséde au maximum n racines.

TGN Dans.[R, un polynéme de degré n ne posséde pas forcément
n racines.

@ Tout polynéme non nul possede un nombre fini de racines.




Soit P € K[X] non nul, de degré n > 0.

Alors, P posséde au maximum n racines.

TGN Dans.[R, un polynéme de degré n ne posséde pas forcément
n racines.

@ Tout polynéme non nul possede un nombre fini de racines.

@ Le seul polyndome admettant une infinité de racines et le polynéme nul.




Soit P € K[X] non nul, de degré n > 0.

Alors, P posséde au maximum n racines.

TGN Dans.[R, un polynéme de degré n ne posséde pas forcément
n racines.

@ Tout polynéme non nul possede un nombre fini de racines.

@ Le seul polyndome admettant une infinité de racines et le polynéme nul.




Soit P € K[X] non nul, de degré n > 0.

Alors, P posséde au maximum n racines.

RN Dans.[R, un polynéme de degré n ne posséde pas forcément
n racines.

@ Tout polynéme non nul possede un nombre fini de racines.

@ Le seul polyndome admettant une infinité de racines et le polynéme nul.

Exemple 3 :
La fonction cos n’est pas polynomiale.

e N Clrereiine 210 WSS




@ Démontrer qu’il existe une unique suite de polynémes (T,,), o, telle que :
Ty=1,T, =Xet pour tout n € N, T, ,, =2XT, ,, —T

ne




@ Démontrer qu’il existe une unique suite de polynémes (T,,), o, telle que :
Ty=1,T, =Xet pour tout n € N, T, ,, =2XT, ,, —T

@ Calculer Ty, Ty, et T,.

ne

Chapitre 20

65 /102



@ Démontrer qu’il existe une unique suite de polynémes (T,,), o, telle que :
Ty=1,T, =Xet pour tout n € N, T, ,, =2XT, ,, —T

@ Calculer Ty, Ty, et T,.

@ Démontrer que T, (cosf) = cosnd pour tout 6 € R.
En déduire les racines de T,.

ne
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L’application ® : K[X] — Pol(K) est bijective.

~

1P — P




L’application ® : K[X] — Pol(K) est bijective.

~

1P — P

Chaque fonction polynomiale f est donc associée de maniére unique a un et un
seul polynéme P.




L’application ® : K[X] — Pol(K) est bijective.

~

1P — P

Chaque fonction polynomiale f est donc associée de maniére unique a un et un
seul polynéme P.

On se permettra donc par la suite d’identifier P et P, ce que 'on avait
commencé a faire avec les polynémes constants.




L’application ® : K[X] — Pol(K) est bijective.

~

1P — P

Chaque fonction polynomiale f est donc associée de maniére unique a un et un
seul polynéme P.

On se permettra donc par la suite d’identifier P et P, ce que 'on avait
commencé a faire avec les polynémes constants.

On écrira donc en particulier & partir de maintenant P(a) au lieu de P(«)
(o € K).




Soient n € N*, x,, 2y, ...

, %, € Kdistincts deux a deux et y;, s, ...

) yn+1 € K.

Il existe un unique polynome de degré inférieur ou égal a n tel que :

Vie[l;n+1], P(z;) =y,




Soient n € N*, z,, x5, ..., T € K distincts deux a deux et yq, Y, ..., Y e K.
1,42 n+1 192 n+1

Il existe un unique polynome de degré inférieur ou égal a n tel que :

Vie[l;n+1], P(z;) =y,
Il s’agit du polynéme défini par la formule :

p@=> ([[o =) »

i=1




Soient n € N*, 1,2y, ..., 2, ; € K distincts deux a deux et y;,9,,..., ¥, € K.

Il existe un unique polynome de degré inférieur ou égal a n tel que :

Vie[lin+1], P(z)=y;.
Il s’agit du polynéme défini par la formule :

n+1 X —
P -3 (222 ) -«

i=1

Remaraue : Lorsque K = R, cela signifie qu’il existe une unique fonction

points du plan My (z1,1) .., My1 (Tpg1, Ynst)-

polyndémiale P de degré inférieur au égal & n dont le graphe passe par les n( | e
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Détinition IS :

Soit P un polynéme non nul de K[X] et o € K.

Si a est une racine de P, on appelle ordre de multiplicité de la racine o dans P
le plus grand entier n tel que (X — a)™|P.




Détinition IS :

Soit P un polynéme non nul de K[X] et o € K.

Si a est une racine de P, on appelle ordre de multiplicité de la racine o dans P
le plus grand entier n tel que (X — «)"|P.

Remaraues :
m Comme « est une racine de P, E = {n € N, (X — a)"|P} est non vide,
puisque 1 € E.

D’autre part, E est majoré par le degré de P. Donc E C N admet un plus
grand élément i.e. la multiplicité d’une racine est bien définie.




Détinition IS :

Soit P un polynéme non nul de K[X] et o € K.

Si a est une racine de P, on appelle ordre de multiplicité de la racine o dans P
le plus grand entier n tel que (X — a)™|P.

Remaraques :

m Comme « est une racine de P, E = {n € N, (X — a)"|P} est non vide,
puisque 1 € E.
D’autre part, E est majoré par le degré de P. Donc E C N admet un plus
grand élément i.e. la multiplicité d’une racine est bien définie.

m Si la multiplicité de « est 1, 2, 3, ... on parle de racine simple, double, triple.
On convient que si 'ordre est 0, a n’est pas une racine de P.




IV. Racines d’un polynoéme

2. Ordre de multiplicité d’une racine

Définition IS :
Soit P un polynéme non nul de K[X] et o € K.

Si « est une racine de P, on appelle ordre de multiplicité de la racine o dans P
le plus grand entier n tel que (X — )" |P.

Remaraques :

m Comme « est une racine de P, E = {n € N, (X — a)"|P} est non vide,
puisque 1 € E.
D’autre part, E est majoré par le degré de P. Donc E C N admet un plus
grand élément 7.e. la multiplicité d’une racine est bien définie.

m Si la multiplicité de « est 1, 2, 3, ... on parle de racine simple, double, triple.
On convient que si 'ordre est 0, a n’est pas une racine de P.

m Par définition de I'ordre de multiplicité, si n est celui d’une racine « alors

(X — @)™*! ne divise pas P. ‘ y
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Soit P un polynéme non nul de K[X] et o € K.

Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

@ « est une racine de P de multiplicité m.




Soit P un polynéme non nul de K[X] et o € K.

Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

@ « est une racine de P de multiplicité m.

© 3QcK[X], P = (X—a)™Q et Q(a) # 0.




Soit P un polynéme non nul de K[X] et o € K.

Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

@ « est une racine de P de multiplicité m.
© I1QeKX],P=X—-a)"Q et Q(a) # 0.
© P(a) =P'(a) = =P V(a) =0 et P™(a) 0.




Soit P un polynéme non nul de K[X] et o € K.

Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

@ « est une racine de P de multiplicité m.
© I1QeKX],P=X—-a)"Q et Q(a) # 0.
© P(a) =P/(a) =--=P™ V(a) =0 et P™(a) 0.

On dit que « € K, est racine de P € K[X] d’ordre de multiplicité au moins
m € N* si (X —a)™|P ou sl existe Q € K[X] tel que P = (X —a)™Q ou si
vm e [0;m— 1], P®(a) = 0.

vel
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Exemples |4 :

m Déterminer les racines de P = (X — 1)(X2 — 1)(X? — 1)(X* — 1) € R[X] et leur

multiplicité.
P=X-1)X2-1)X3-1)(X*-1)
=X -DEX-DEX+D[X-DX2+X+D[X—-1)X+1)(X2+1)]
=X -DAX+1)2(X24+X+1)(X2+1)

X2 + X + 1 n’a pas de racine réelle (A = —3) et X2 + 1 non plus.
P a donc deux racines réelles : 1 de multiplicité 4 et —1 de multiplicité 2.




Exemples |4 :

m Déterminer les racines de P = (X — 1)(X2 — 1)(X? — 1)(X* — 1) € R[X] et leur

multiplicité.
P=X-1)X2-1)X3-1)(X*-1)
=X -DEX-DEX+D[X-DX2+X+D[X—-1)X+1)(X2+1)]
=X -DAX+1)2(X24+X+1)(X2+1)

X2 + X + 1 n’a pas de racine réelle (A = —3) et X2 + 1 non plus.
P a donc deux racines réelles : 1 de multiplicité 4 et —1 de multiplicité 2.

m P =aX?4bX +cavec a # 0.

SiA=0,z5= —Q—I; est une racine double de P : P = a(X — z)?.




Montrer que, Vn € N, P, = nX"*t — (n + 1)X" + 1 est divisible par (X —1)2.




Soit P € K[X].

Si P admet n racines distinctes oy, -, a,, de multiplicités respectives my, my,
n

-+, m,,, alors P est divisible par H(X — )™k,
k=1




Soit P € K[X].

Si P admet n racines distinctes a;, -
n

-+, m,,, alors P est divisible par H(X — )™k,

k=1

, o, de multiplicités respectives my, ms,

Montrer que le polynéme P

n’admet que des racines simples.
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o L’ensemble K[X

© Dérivation dans K[X]
o Arithmétique dans K[X
@ Racines d’un polynome

e Décomposition en facteurs irréductibles
@ Polynéme scindé
@ Factorisation dans C[X]
@ Factorisation dans R[X]
@ En pratique,
@ Algorithme de Horner

o Somme et produit des racines




Définition |6 :

Soit P € K[X] un polynéme non nul.

On dit que P est scindé lorsqu’il est constant, ou s’il s’écrit comme un produit
de facteurs de degré 1.




Définition |6 :

Soit P € K[X] un polynéme non nul.

On dit que P est scindé lorsqu’il est constant, ou s’il s’écrit comme un produit
de facteurs de degré 1.

Plus précisément, P est scindé si, et seulement si il existe A € K* et ay, a,
a,, € K tels que :

n

=A I -,

vy




Exemples IS :
m (X —2)(X —3) est scindé.




Exemples IS :
m (X —2)(X —3) est scindé.
m (X —1)% est scindé.




Exemples IS :

m (X —2)(X —3) est scindé.
m (X —1)% est scindé.

m X2 4 1 ne peut s’écrire sous la forme (X —a)(X — ) dans R[X]. Sinon, a et 3
seraient des racines réelles de X? + 1 qui n’en a pas!




Exemples IS :

m (X —2)(X —3) est scindé.
m (X —1)% est scindé.

m X2 4 1 ne peut s’écrire sous la forme (X —a)(X — ) dans R[X]. Sinon, a et 3
seraient des racines réelles de X? + 1 qui n’en a pas!

Par conséquent, X2 + 1 n’est pas scindé dans R[X].

La notion de polynoéme scindé dépend du corps K.




Exemples IS :
m (X —2)(X —3) est scindé.
m (X —1)% est scindé.

m X2 4 1 ne peut s’écrire sous la forme (X —a)(X — ) dans R[X]. Sinon, a et 3
seraient des racines réelles de X? + 1 qui n’en a pas!

Par conséquent, X2 + 1 n’est pas scindé dans R[X].

Il est scindé dans C[X] puisqu’on peut écrire X2 +1 = (X — i)(X + i).

La notion de polynoéme scindé dépend du corps K.




Dans C, le probléeme est résolu depuis longtemps sous le nom du théoréme de
D’Alembert-Gauss :

Dans C[X], tout polynéme non constant admet au moins une racine (dans C).




Dans C, le probléeme est résolu depuis longtemps sous le nom du théoréme de
D’Alembert-Gauss :

Dans C[X], tout polynéme non constant admet au moins une racine (dans C).

Dans C[X], tout polynome est scindé.




Dans C, le probléeme est résolu depuis longtemps sous le nom du théoréme de
D’Alembert-Gauss :

Dans C[X], tout polynéme non constant admet au moins une racine (dans C).

Dans C[X], tout polynome est scindé.

On dit que C est algébriquement clos.
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Dans C[X], tout polynéme P s’écrit sous la forme :

P=AJ[(X—ap)m™
k=1

Factorisation dans C[X]

ol aq, @y, -, v, sont les racines de P de multiplicités m,mq, -, m,, et A est le
coefficient dominant de P.




Dans C[X], tout polynéme P s’écrit sous la forme :

P=AJ[(X—ap)m™
k=1

Factorisation dans C[X]

ol a,Qy, -, , sont les racines de P de multiplicités m,, my,---,m,, et X est le
coefficient dominant de P.

Les seuls polynémes irréductibles dans C[X] sont les polynémes de degré 1.
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Exemple |6 :
Soit P =X" —1 avec n > 1.

Dans C, les racines de P sont les racines n°™¢* de I'unité. Il y en a n distinctes.

n—1 .
Donc H (X—ezzrlf”) |P.
k=0




Exemple 6 :
Soit P =X" —1 avec n > 1.

Dans C, les racines de P sont les racines n°™¢* de I'unité. Il y en a n distinctes.

n—1 .
Donc H (X—ezzrlf”) |P.
k=0

n—1 .
On a donc P = [H (Xf e2lvlfw):| Q avec Q € C[X].
k=0




Exemple 6 :
Soit P =X" —1 avec n > 1.

Dans C, les racines de P sont les racines n°™¢* de I'unité. Il y en a n distinctes.

n—1 .
Donc H (X—ezzrlf”) |P.
k=0

n—1 .
On a donc P = [H (Xf e2lvlfw):| Q avec Q € C[X].
k=0

Or, deg(P) = n + deg(Q) d’ott deg(Q) =0 et Q = X avec A € C*.




Exemple 6 :
Soit P =X" —1 avec n > 1.

Dans C, les racines de P sont les racines n°™¢* de I'unité. Il y en a n distinctes.

n—1 .
Donc H (X—ezzrlf”) |P.
k=0

n—1 .
On a donc P = [H (Xf e2lvlfw):| Q avec Q € C[X].
k=0

Or, deg(P) = n + deg(Q) d’ott deg(Q) =0 et Q = X avec A € C*.

o b ATT (x o2
Dou,P—)\k[[O<X e )




Exemple 6 :
Soit P =X" —1 avec n > 1.

Dans C, les racines de P sont les racines n°™¢* de I'unité. Il y en a n distinctes.

n—1 .
Donc H (X—ezzrlf”) |P.
k=0

n—1 .
On a donc P = [H (Xf e2lvlfw):| Q avec Q € C[X].
k=0

Or, deg(P) = n + deg(Q) d’ott deg(Q) =0 et Q = X avec A € C*.
o= 2ikm

Do, P = A | (X—6T>.
=0

Enfin, par identification des coefficients dominants, A = 1.




Exemple 6 :
Soit P =X" —1 avec n > 1.

Dans C, les racines de P sont les racines n°™¢* de I'unité. Il y en a n distinctes.

n—1 .
Donc H (X—ezzrlf”) |P.
k=0

n—1 .
On a donc P = [H (Xf e2lvlfw):| Q avec Q € C[X].
k=0

Or, deg(P) = n + deg(Q) d’ott deg(Q) =0 et Q = X avec A € C*.

o b ATT (x o2
Dou,P—)\k[[O<X e )

Enfin, par identification des coefficients dominants, A = 1.

n—1

En conclusion, X" —1 = H (X—e%f") = H (X—0).
=0 ¢et,,




Pour n € N, on pose P = (X + i)2"+! — (X — i)+l
Factoriser P dans C[X].




Soit P € R[X] et o € C.

Si « est une racine de P, alors @ est aussi une racine de P.




Soit P € R[X] et o € C.

Si « est une racine de P, alors @ est aussi une racine de P.

i est une racine de (X —4)(X + 2) mais 7 ne I’est pas.

Pas de contradiction avec la propriété ci-dessous car
(X—i)(X+2) ¢ RX].




Soit P € R[X] et o € C.

Si « est une racine de P, alors @ est aussi une racine de P.

i est une racine de (X —4)(X + 2) mais 7 ne I’est pas.

ATTENTION

Pas de contradiction avec la propriété ci-dessous car
(X—i)(X+2) ¢ RX].

On a méme un peu mieux :

Soit P € R[X] et o € C.

Si a est une racine de P de multiplicité m, alors @ est une racine de P de
multiplicité m également.




Soit P € R[X]. En particulier, P € C[X] et on sait factoriser P dans C[X]
connaissant son coefficient dominant A et ses racines notées :

m Racines réelles : ay, oy, -+, o, de multiplicité m,, mo, -, m,.




Soit P € R[X]. En particulier, P € C[X] et on sait factoriser P dans C[X]
connaissant son coefficient dominant A et ses racines notées :

m Racines réelles : ay, oy, -+, o, de multiplicité m,, mo, -, m,.

m Racines complexes : 3, Bl, Bs, BQ, -, B, BS de multiplicité pq, o, -, -




Soit P € R[X]. En particulier, P € C[X] et on sait factoriser P dans C[X]
connaissant son coefficient dominant A et ses racines notées :

m Racines réelles : ay, oy, -+, o, de multiplicité m,, my, -, m,.

m Racines complexes : (3, Bl, Bs, Bz* -, B, [_38 de multiplicité py, pg, -, -

S

P=2) ﬁ(x — )™ [[(X = Bp)#e(X — B,)He
k=1

£=1




Soit P € R[X]. En particulier, P € C[X] et on sait factoriser P dans C[X]
connaissant son coefficient dominant A et ses racines notées :

m Racines réelles : ay, oy, -+, o, de multiplicité m,, my, -, m,.

m Racines complexes : (3, Bl, Bs, Bz* -, B, [_38 de multiplicité py, pg, -, -

S

P=2) ﬁ(x — )™ [[(X = Bp)#e(X — B,)He
k=1 =1

AT - agm IT [(x - Box - 3]
k=1

£=1




Soit P € R[X]. En particulier, P € C[X] et on sait factoriser P dans C[X]
connaissant son coefficient dominant A et ses racines notées :

m Racines réelles : ay, oy, -+, o, de multiplicité m,, my, -, m,.

m Racines complexes : (3, Bl, Bs, Bz* -, B, [_38 de multiplicité py, pg, -, -

S

P=2) ﬁ(x — )™ [[(X = Bp)#e(X — B,)He
k=1 =1

AT - agm IT [(x - Box - 3]
k=1

£=1

=A H(X — o)™k H [X2 —(Be+B)X + BZB[] "
k=1

=1




V. Décomposition en facteurs irréductibles
4. En pratique,

Soit P € R[X]. En particulier, P € C[X] et on sait factoriser P dans C[X]
connaissant son coefficient dominant A et ses racines notées :

m Racines réelles : o, ay, -+, o, de multiplicité m,, my, -, m,.

m Racines complexes : (3, Bl, Ba, 327 oy By BS de multiplicité pq, o, -, fs-

P=A H(X —ay)"* H(X Bo)He(X — B, )
= )\H —ay)™
= /\H —ay)™

::]m

[(x—Bx=Bp]"

4

Il
i

::]u,

[X2 — (B, +BZ)X + ﬂ(ﬁe]w

=1

P=2\ U(X — )™ ZHl[x2 + u, X + vy

up = —(B; + B,) = —2Re (B;) € R y
en posant {W _ ﬁg@ _ \5i|2 . . \*

PTSI (Lycée J.G) Chapitre 20 81 /102




V. Décomposition en facteurs irréductibles
4. En pratique,

Soit P € R[X]. En particulier, P € C[X] et on sait factoriser P dans C[X]
connaissant son coefficient dominant \ et ses racines notées :

m Racines réelles : o, ay, -+, o, de multiplicité m,, mq, ---, m,..

m Racines complexes : f3;, Bl, Bs, Bw e, B, ES de multiplicité py, fo, ==, fis-

P= /\H —ay) H[XMWXJFW]W

en posant Ue = _(ﬁf +B£) = —2Re(B;) €R
v = BeB, = |Be|* € R

Et on a A, = (uy)? — 4v, = 4Re (B;)* — 4]8,> = 4(Re (8,)* — |B,>) <0
En effet, |Re (8,)| < |B,| avec égalité uniquement si 8, € R, ce qui n’est pas le

cas ici.
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Dans R[X], tout polynéme P s’écrit sous la forme :

=1

P = /\H —ay,) ﬁ[XQ—l—ulX—l—vz]“f

3)

Factorisation dans R[X]

ou :

m )\ est le coefficient dominant de P.




Dans R[X], tout polynéme P s’écrit sous la forme :

P= /\H — ) E[XQ-FUZX—FU@]W (3)

Factorisation dans R[X]
ou :

m )\ est le coefficient dominant de P.

B Oy, Qy, -, «, sont les racines réelles de P de multiplicités m,, mo, -, m,.




Dans R[X], tout polynéme P s’écrit sous la forme :

=1

P=X —« - X2 4w, X + v,|He
H ) H[ 0 0]

Factorisation dans R[X]

ou :

m )\ est le coefficient dominant de P.

B Oy, Oy, -, «, sont les racines réelles de P de multiplicités m,, m,, -

B (uy,vq), (uy,vs), -, (ug,v,) sont des couples de réels tels que V& € [1;s],

—4vy, <0, d.e. X2+ u, X + v, n’a pas de racines réelles.

3)

, M.

Chapitre 20
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Dans R[X], tout polynéme P s’écrit sous la forme :

=1

P=X —« - X2 4w, X + v,|He
H ) H[ 0 0]

Factorisation dans R[X]

ou :

m )\ est le coefficient dominant de P.

B Oy, Oy, -, «, sont les racines réelles de P de multiplicités m,, m,, -

B (uy,vq), (uy,vs), -, (ug,v,) sont des couples de réels tels que V& € [1;s],

—4vy, <0, d.e. X2+ u, X + v, n’a pas de racines réelles.

W[y, Ho, oty Mg € N.

3)

, M.

Chapitre 20

%
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Les seuls polynomes normalisés irréductibles dans R[X] sont :

m Les polynémes de degré 1 de la forme X — a avec a € R}




Les seuls polynomes normalisés irréductibles dans R[X] sont :

m Les polynémes de degré 1 de la forme X — a avec a € R}

m Les polynémes de degré 2 irréductibles de la forme X? + uX + v avec
u,v € R et u> —4v < 0.




Les seuls polynomes normalisés irréductibles dans R[X] sont :

m Les polynémes de degré 1 de la forme X — a avec a € R}

m Les polynémes de degré 2 irréductibles de la forme X? + uX + v avec
u,v € R et u> —4v < 0.

Un polynoéme peut trés bien ne pas avoir de racines dans K
et ne pas étre irréductible :
X441 = (X24+XV24+1)(X2—XV241) n’a pas de racines réelles.




Exemple 1 :

Comment factoriser P = X5 — 1 dans R[X] ?




Exemple 1 :

Comment factoriser P = X5 — 1 dans R[X] ?
On le factorise dans C[X], puis on regroupe les racines avec leur conjugué.
5 )
P=TJ (x—¢*")
k=0
- (X-1) (Xfeﬂ) (Xfezéﬂ) (X+1) (Xfe‘“s") (XfeS?

= (X—1)(X+1) <XfeT> (Xfe*T) (Xfe 5 )(Xfe* 5
=X-DX+1)(X2-X+1)(X2+X+1).

Finalement, X0 —1 = (X —1)(X +1) (X = X +1) (X> + X + 1).




Exemple 1 :

Comment factoriser P = X5 — 1 dans R[X] ?
On le factorise dans C[X], puis on regroupe les racines avec leur conjugué.
5 )
P=TJ (x—¢*")
k=0
- (X-1) (Xfeﬂ) (Xfezéﬂ) (X+1) (Xfe‘“s") (Xfe%w)

= (X—1)(X+1) <Xfe%r> (Xfe*%r) (Xfe 5 )(Xfe* 5 )
=X-DX+1)(X2-X+1)(X2+X+1).

Finalement, X0 —1 = (X —1)(X +1) (X = X +1) (X> + X + 1).

. & . N 2
Remarque : Bien siir, on peut également reconnaitre que X6 —1 = (X3) —1ou

X6_—1= (X2)3 — 1 puis factoriser, & la main, chaque facteur.

4




Factoriser X% + 1 dans R[X].




Soit f une fonction polynomiale de degré n > 0 et a € R une racine de f.

11 existe donc un polynome Q de degré n—1 tel que Va € R, f(z) = (z —a)Q(z).

On pose : flz)=a,2" +a, 12" '+ ...+ a;z +a a, #0
Q(z) =b,_12"t + b, 3" %+ ...+ bz + by.




Soit f une fonction polynomiale de degré n > 0 et a € R une racine de f.

11 existe donc un polynome Q de degré n—1 tel que Va € R, f(z) = (z —a)Q(z).

On pose : flz)=a,2" +a, 12" '+ ...+ a;z +a a, #0
Q(z) =b,_12"t + b, 3" %+ ...+ bz + by.
Cette méthode, appelée aussi algorithme de Ruffini-H6rner, consiste a calculer

les coefficients de Q de proche en proche & partir de b,,_; puis en descendant
jusqu’a by.




Soit f une fonction polynomiale de degré n > 0 et a € R une racine de f.

11 existe donc un polynome Q de degré n—1 tel que Va € R, f(z) = (z —a)Q(z).

On pose : flz)=a,2" +a, 12" '+ ...+ a;z +a a, #0
Q(z) =b,_12"t + b, 3" %+ ...+ bz + by.

Cette méthode, appelée aussi algorithme de Ruffini-H6rner, consiste a calculer
les coefficients de Q de proche en proche & partir de b,,_; puis en descendant
jusqu’a by.

=b

n—1 bn—l =ay




V. Décomposition en facteurs irréductibles
5. Algorithme de Horner

Soit f une fonction polynomiale de degré n > 0 et a € R une racine de f.

11 existe donc un polynéme Q de degré n—1 tel que Vz € R, f(z) = (x —a)Q(z).
On pose : f@)=a,z" +a, 2" '+ ..+ ax+ag a, #0
Q(‘T) = b7L71$n71 + b"72l'n72 +..+ bl‘lj + bO'

Cette méthode, appelée aussi algorithme de Ruffini-H6rner, consiste a calculer
les coefficients de (Q de proche en proche a partir de b,,_; puis en descendant
jusqu’a by.

an = bn—l bn—l =ay

Vke[l;n—1], a, =b,_, —aby, b,_1 = a; + ab,
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V. Décomposition en facteurs irréductibles
5. Algorithme de Horner

Soit f une fonction polynomiale de degré n > 0 et a € R une racine de f.

11 existe donc un polynéme Q de degré n—1 tel que Vz € R, f(z) = (x —a)Q(z).
On pose : f@)=a,z" +a, 2" '+ ..+ ax+ag a, #0
Q(‘T) = b7L71$n71 + b"72l'n72 +..+ bl‘lj + bO'
Cette méthode, appelée aussi algorithme de Ruffini-H6rner, consiste a calculer

les coefficients de (Q de proche en proche a partir de b,,_; puis en descendant
jusqu’a by.

a, = bn—l bn—l = a,
Vke[l;n—1], a, =b,_, —aby, b,_1 = a; + ab,
a,
= —aby. by = ——2.
Qg by 0 p

-/
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ap = bn—l bn—l = ay,

Vke[l;n—1], a, =b,_, —aby, b,_1 = a;, + ab,
ag = —ab. b :—%0.

On calcule, en général, ces coefficients a partir d’un tableau que 1’on remplit de
gauche a droite :




ap = bn—l bn—l = ay,

Vke[l;n—1], a, =b,_, —aby, b,_1 = a;, + ab,
ag = —ab. b :—%0.

On calcule, en général, ces coefficients a partir d’un tableau que 1’on remplit de
gauche a droite :

ap,




ap = bn—l bn—l = ay,

Vke[l;n—1], a, =b,_, —aby, b,_1 = a;, + ab,
ag = —ab. b :—%0.

On calcule, en général, ces coefficients a partir d’un tableau que 1’on remplit de
gauche a droite :




ap = bn—l bn—l = ay,

Vke[l;n—1], a, =b,_, —aby, b,_1 = a;, + ab,
ag = —ab. b :—%0.

On calcule, en général, ces coefficients a partir d’un tableau que 1’on remplit de
gauche a droite :

Ap—q




ap = bn—l bn—l = ay,

Vke[l;n—1], a, =b,_, —aby, b,_1 = a;, + ab,
ag = —ab. b :—%0.

On calcule, en général, ces coefficients a partir d’un tableau que 1’on remplit de
gauche a droite :

Ap—q

=an bn72 =0p + abnfl




ap = bn—l bn—l = ay,

Vke[l;n—1], a, =b,_, —aby, b,_1 = a;, + ab,
ag = —ab. b :—%0.

On calcule, en général, ces coefficients a partir d’un tableau que 1’on remplit de
gauche a droite :

- [ ay

=an bn72 =0p + abnfl




ap = bn—l bn—l = ay,

Vke[l;n—1], a, =b,_, —aby, b,_1 = a;, + ab,
ag = —ab. b :—%0.

On calcule, en général, ces coefficients a partir d’un tableau que 1’on remplit de
gauche a droite :

- [ ay

=a, | byo=a, +ab, | by = ay + ab,




ap = bn—l bn—l = ay,

Vke[l;n—1], a, =b,_, —aby, b,_1 = a;, + ab,
ag = —ab. b :—%0.

On calcule, en général, ces coefficients a partir d’un tableau que 1’on remplit de
gauche a droite :

- [ ay a,

=a, | byo=a, +ab, | by = ay + ab,




ap = bn—l bn—l = ay,

Vke[l;n—1], a, =b,_, —aby, b,_1 = a;, + ab,
ag = —ab. b :—%0.

On calcule, en général, ces coefficients a partir d’un tableau que 1’on remplit de
gauche a droite :

- [ ay a,

=a, | byo=a, +ab, | by =ay +aby | by = a; +aby




ap = bn—l bn—l = ay,

Vke[l;n—1], a, =b,_, —aby, b,_1 = a;, + ab,
ag = —ab. b :—%0.

On calcule, en général, ces coefficients a partir d’un tableau que 1’on remplit de
gauche a droite :

- [ ay a, ag

=a, | byo=a, +ab, | by = ay +aby | by = a; +aby




ap = bn—l bn—l = ay,

Vke[l;n—1], a, =b,_, —aby, b,_1 = a;, + ab,
ag = —ab. b :—%0.

On calcule, en général, ces coefficients a partir d’un tableau que 1’on remplit de
gauche a droite :

- [ ay a, ag

=a, | byo=a, +ab, | by =ay+aby | by =a; +ab; | by =——




ap = bn—l bn—l = ay,

Vke[l;n—1], a, =b,_, —aby, b,_1 = a;, + ab,
ag = —ab. b :—%0.

On calcule, en général, ces coefficients a partir d’un tableau que 1’on remplit de
gauche a droite :

a, [ ay a, ag

by y=0an | byg=0a, 1 +ab, by =ay+aby | by=ay+ab; | by=——

La redondance des deux derniéres colonnes permettant de vérifier ses calculs...




Exemple 18 :

Soit la fonction polynémiale définie par
f(z) = 2* + 523 + 522 —52 —6 avec a=1.

L’algorithme d’Hérner s’écrit :

[1]5]

-5

-6‘




Exemple 18 :

Soit la fonction polynémiale définie par
flz)=a* +52% + 522 —52—6 avec a=1.

L’algorithme d’Hérner s’écrit :

(Calcul de b3) | 1




Exemple 18 :

Soit la fonction polynoémiale définie par

f(z) = z* + 523 + 522 — 52 — 6

L’algorithme d’Hoérner s’écrit :

avec

-6

(Calcul de b3) | 1

(Calcul de by) | 1

6=5+1x1




Exemple 18 :

Soit la fonction polynémiale définie par

flx) = z* +52% + 522 — 50— 6

L’algorithme d’Hérner s’écrit :

avec a=1.

(Calcul de b3) | 1

(Calcul de by) | 1

6=5+1x1

(Calcul de by) | 1

6

11 =

+1x6




Exemple 18 :

Soit la fonction polynémiale définie par

f(f):I4+5x3+59:2—5x—6 avec a=1.

L’algorithme d’Hérner s’écrit :

1 5 -5 -6
(Calcul de b3) | 1
(Calcul de by) | 1 | 6=5+1x1
(Calcul de by) | 1 6 11=5+1x6
(Calcul de by) | 1 6 11 6 —_Tﬁ =6




Exemple 18 :

Soit la fonction polynémiale définie par
flz)=x*+52% + 522 —52—6 avec a=1.

L’algorithme d’Hérner s’écrit :

(Calcul de b3) | 1

(Calcul de by) | 1 | 6=5+1x1
(Calcul de by) | 1 6 11=5+1x6
(Calcul de by) | 1 6 11 6 —_Tﬁ =6

On retrouve : Yz € R, f(x) = (x — 1)(2® + 622 + 11z + 6).




Exemple 18 :

VzeR, f(z)=(z—1)(z% + 622 + 11z + 6).

Et on continue avec a = —1 :

(Aveca=-1) | 1 | 5| 6 | 6




Exemple 18 :

VzeR, f(z)=(z—1)(z% + 622 + 11z + 6).

Et on continue avec a = —1 :

(Aveca=-1) | 1 | 5| 6 | 6

Ve eR, f(x)=(x—1)(z+1)(2z%+2+6).




Exemple 18 :

VzeR, f(z)=(z—1)(z% + 622 + 11z + 6).

Et on continue avec a = —1 :

(Aveca=-1) | 1 | 5| 6

(Aveca=-2) | 1 |3 | 3




Exemple 18 :

VzeR, f(z)=(z—1)(z% + 622 + 11z + 6).

Et on continue avec a = —1 :

(Avec a = —1)
(Avec a = —2)

On retrouve encore, Vx € R,

16|11
1 6
113 3

fl@)= (-1 (z+1)(z+2)(z+3).




Factoriser P = 4X3 —16X? — 19X — 5 & I’aide de I'algorithme de Hérner sachant
que 5 est une des racines.
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Il est tres difficile d’exprimer les racines en fonction des coefficients d’un
polynéme. C’est méme impossible dans le cas général a partir du degré 5.




Il est tres difficile d’exprimer les racines en fonction des coefficients d’un
polynéme. C’est méme impossible dans le cas général a partir du degré 5.

En revanche on peut facilement exprimer les coefficients en fonction des racines
d’un polyndéme scindé :




Dans le cas du degré 2, en identifiant P = aX2? + bX + c et
P=a(X—0ay)(X—ay), on obtient :

Soit P = aX? + bX + ¢ € K[X] avec a € K*.

a; et a, sont racines de P si, et seulement si {




Dans le cas du degré 2, en identifiant P = aX2? + bX + c et
P=a(X—0ay)(X—ay), on obtient :

Soit P = aX? + bX + ¢ € K[X] avec a € K*.

. . Lo tay =
a; et a, sont racines de P si, et seulement si @
o0y = —
105
a

Exemple 9 :
VaeCl, (X—a)X—a)=X2—2Re(a)+ o
En particulier : VO € R, (X — elf)(X— e 1) =X? —2cos()X + 1.




Considérons P = @, X" +a,_; X" ' + -+ a,.
Posons P =a, (X — ;) (X —ay) - (X —a,) (les a; éventuellement identiques en

cas de racines multiples).




Considérons P = @, X" +a,_; X" ' + -+ a,.
Posons P =a, (X — ;) (X —ay) - (X —a,) (les a; éventuellement identiques en

cas de racines multiples).

En développant, on a
P= a, (X" — (al + 0y 4 an)X”_l 4 (_1)”a1a2 an>




Considérons P = @, X" +a,_; X" ' + -+ a,.
Posons P =a, (X — ;) (X —ay) - (X —a,) (les a; éventuellement identiques en

cas de racines multiples).

En développant, on a
P= a, (X" — (al + 0y 4 an)X”_l 4 (_1)”a1a2 an>

a. = —a, (o [e% «
En identifiant, on a (entre autres) =il "(n 1ot tay)
ap = a,(—=1)"oqay - a,




On peut donc trouver facilement la somme et le produit des racines ainsi que
d’autres sommes remarquables :

Soient n € N* et P = Z a;,X* € K[X] un polynéme scindé de degré n i.e. a,, # 0.

k=0
Si oy, ay, .., a, sont les racines de P alors,
On—1
ap+ag +t+a, =
a




On peut donc trouver facilement la somme et le produit des racines ainsi que
d’autres sommes remarquables :

Soient n € N* et P = Z a;,X* € K[X] un polynéme scindé de degré n i.e. a,, # 0.

k=0
Si oy, ay, .., a, sont les racines de P alors,

On—1

ap+ag +t+a, =

n

A,

E ;0 = =t

J a
1<i<j<n n




On peut donc trouver facilement la somme et le produit des racines ainsi que
d’autres sommes remarquables :

Soient n € N* et P = Z a;,X* € K[X] un polynéme scindé de degré n i.e. a,, # 0.

k=0
Si oy, ay, .., a, sont les racines de P alors,
a
n—1
a +ay++a, — __n-l
a
n
A,
E O = B 2
1] a
1<i<j<n n
a
o
a o .o = (=1)PE
iy Vg ip a

1<6, <ip<...<ip<n




On peut donc trouver facilement la somme et le produit des racines ainsi que
d’autres sommes remarquables :

Soient n € N* et P = Z a;,X* € K[X] un polynéme scindé de degré n i.e. a,, # 0.

k=0
Si oy, ay, .., a, sont les racines de P alors,
a
n—1
a1+a2+...+an _ - =
a
n
A,
E ;o = =t
a
1<i<j<n n
a
o=
a o .o = (=1)PE
iy Vg ip a
1<, <ip<..<i,<n n
a,
- n 20
o0y ey, =(-1) o




Exemple 20 :

Soit n > 2. On a vu que X" —1 = H (X —=20).
CeUn

Donc Z ¢ =0 : la somme des racines n®™ de I'unité est nulle.
Cev,




Soient a, b, ¢ les trois racines complexes de P = X3 —3X — 1.

Calculer :

Q@ a+t+b+e,




Soient a, b, ¢ les trois racines complexes de P = X3 —3X — 1.

Calculer :

Q@ a+t+b+e,
@ ab+ ac+ be,




Soient a, b, ¢ les trois racines complexes de P = X3 —3X — 1.

Calculer :

Q@ a+t+b+e, @ abe,
@ ab+ ac+ be,




Soient a, b, ¢ les trois racines complexes de P = X3 —3X — 1.

Calculer :

Q@ a+t+b+e, @ abe,
@ ab+ ac + be, Q@ a? + b+,




Soient a, b, ¢ les trois racines complexes de P = X3 —3X — 1.

Calculer :

Q@ a+t+b+e, @ abe, @a3+b3+c3,
© ab+ ac + be, Q@ a®+b%+c2,
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Soient a, b, ¢ les trois racines complexes de P = X3 —3X — 1.

Calculer :

Q@ a+b+ec, Q@ abe, Q o+ 1%+,
@ ab+ ac+ be, Q o+ b+ c2, @E—’_E—’_Z’
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Soient a, b, ¢ les trois racines complexes de P = X3 —3X — 1.

Calculer :

Q@ a+b+ec, Q@ abe, Q o+ 1%+,
@ ab+ ac+ be, Q o+ b+ c2, @E—’_E—’_Z’
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