]_ Semaines 16 et 17

Suites et polyn&mes | ]

Question de cours : Propriété des suites adjacentes.

Exercice | : Montrer que si (u,,),c, converge et (v, ),y diverge, alors (u + v),,c, diverge.

Correction : ?ummbo[ueu—i—v mu@%e%@ (u—&-v)—uooaw@%e . absunde |

Exercice 2 : Montrer que X2 — X + 1 divise (X — 1)"*2 + X?"*! dans C[X].
Correction : X2 —-X+41= (X4 )X+ 52).

Ow P(—j) _ (7]- o 1)n+2 + <7j)2n+1 _ (j2)n+2 + (7j)2n+1 _ j2n+4 o (j)2n+1 -0
Done —j & pon suite 7 sont des nacines de P. GO,

1+u,

Exercice 3 : Soit uy >0etu,  , = — 2.
0 n+1 1 I 2un

Justifier I'existence de (u,,),cn. Montrer que (uy,) et (ug,, ;) sont monotones.
Qu’en déduire pour I’étude de (u,,),en-

. 1
Correction : %t f:z o
1+ 22

&leﬂ%i,mafﬂ):}%,l[cl
ﬁ’mw&bm () nen %L&m»dé@i/nmebm@mVnGN*,une]%,l{

1
febbbl'mdb/nwnbdéc)uoimo/nbemm]fi,Jroo{

contraines.

foflx) =2 < giiz:x = 4x2:2.$emﬂngmedefofdm01%bg.

2 2
Donc lim Uy, = lim u2n+1=§.€twm lim Un:§~

n—+0o00 n—+oo n—+oo

Ef@gomeébomtdédmmambemLerwM(UQH)eL<u2n+l)hmxtmmwbo«mdemmobomm
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2 Semaines 16 et 17

Suites et polyn&mes |

Question de cours : Pour une suite définie par u,, ., = f(u,), condition suffisante de monotonie.

. ko1

Exercice | : VkneN, 0<u, < -+ =
n
Montrer que lim w, = 0.
n—+oo
Correction : On [\)w/nd k= L\/EJ
ko1 1 1

OnaVneN, 0<u, < -+~ < vnt + —.

" n ok n Vvn

Exercice 2. : Soient m,n,p € N.
Montrer que X2 + X + 1 divise X3™2 4+ X371 4 X3P dans C[X].

Exercice 3 : Soit uy > 0 et u,,; = u,e % . Etude de (u,,),cy-
Correction : 50041} firxz= ze ™ f([R+> C R,. Efo, suile enl connedlement d.e%mv@ b o /UOBQAM

Vx>07f(x)<x.fam%tmmm%we%mmw.f%tmmma;
WWWQW%{M:O.

@frv a done lim wu, =0.

n—+oo
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3 Semaines 16 et 17

Suites et polyn&mes |

Question de cours : Formule de Taylor pour les polynéomes.

Exercice | : Montrer que u,, = n3 diverge vers I'infini.
Correction : it A € R

l.% A > 1 020?11:, A3 > A @’rl/ [\;@,u.t donc I\;obyu ng = A. @/m a
YneNn>n, = n?’}ng}A?’}A.
l%Agl,iﬁbu%&tdewnozlei)cmcanGlN,n}no — n3>1>A

Exercice 2 :
Déterminer un polynéme de Z[X] de degré 2, ayant pour racine 2 + V3.
Soit P = X* + 4X3 4 5X2 + 3X + 2. Calculer P(2 4+ V/3).

Exercice 3 : Soit ug > 0et u,,; =

DN =

U, +—|.
un
Etude de (u,,),cp-

Correction : Sit f:xH%(er%). F(RY) =[1,400[C R%.
@«LQMVneN*,u,ﬂ;l.&W1:[1,+oo[,fmmml,mmww
(un)n>1 enl monotone.

D aubre pat, Vo € 1, f(z) < . Dot lo dscroinsance de (uy,)ys1. Celte suibe est pan conséquent

n—+oo

Lycée Jules Garnier il PTSI



4: Semaines 16 et 17

Suites et polyn&mes |

Question de cours : Moyenne de Cesaro.

Exercice | :
Trouver une suite non bornée qui ne tende ni vers +o0o ni vers —oo.

Trouver une suite positive qui converge vers 0, mais non décroissante, méme pour n tres
grand.
Trouver une suite divergente telle que Vp € N\ {0, 1}, (u,,,), converge.

Correction :

((—1)"n)neN%tmm@onmkéemmmdmw%emw+oomm—oo.
1 . 7 . A ~
(W)nENWWQWWWWW%MW
1 . .
fPobmmVnG[N,u”{ Mn%bw

0 sinon

Punn>2 Vpe NNA{0, 1}, 2y, = 0 done (u,,),, conuenge. Runkant, Lensemble desn nombres

remiens ok w\%ﬁwj (Uy) e admel aussi wie suike ecdtraile uyrkuaeomb vors 1. () pen ook

Exercice 2. : Déterminer le reste dans la division euclidienne de P = (cosf + Xsin6)" par
X% +1.
Correction : P = (cosf + Xsinf)" = (X2 +1)Q + (aX + b).

. _ . n7,9 _ . _ .
P(i)=ai+b e '—az—&—b " a = sinf
P(—i) = —ai+b e = —ai+b b= cosf

R = Xsin 6 + cos 6.

Exercice 3 : Soit uy >0 et u,,; =In(l+u,).

Etude de (u,,),cp-
Correction : it f:zIn(1+2). f(R,) CR,. Lo suite etk covectement dae%mw ot & valleuns
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4: Semaines 16 et 17

admet un seul poink fioce : O,
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5 Semaines 16 et 17

Suites et polyn&mes |

Question de cours : Caractérisation de la convergence des suites complexes par la partie réelle
et la partie imaginaire.

Exercice | : Montrer que si (u,,) converge vers £ alors (|u,,|) converge vers |£|.
Correction : 0< ||u MH < |un —€| donc (\un|) c,om/wauae e M| [LQ)I/ encadhement.

n|_

Exercice 2 : Soient P € K[X] et a,b € K (a # b).

Donner le reste dans la division euclidienne de P par (X — a)(X — ).
Correction : P=(X—a)(X—b)Q+ (uX +v).

) PP

a) =ua+v b a

{P(b) =ub+wv done v — bP(a) —aP(b)
b—a

R = P(bz:S(Q)X"’ bP(az:ZP(b).

Exercice 3 : Soit u, = % et u,,; = 1—cosu,. Etude de (u,),cy-

Correction : Bt f:a s 1—cosz. [ ent croinsante sun T — [o,g] o f()=[0,1 C L

2
Lo suiite (1,),,ep etk done & valeuns dams 1. f dhank croissante, (t,,),,cp etk monotone. 1, = 1—% < Z.

[ gcxbuife(un>neN %tdmmdwmwnbeﬂﬂwmrmo,%emu@%eﬁompumbef%tmw
@md@fmmmml. Cent-a-dine 1 —costl = ¢. swewmo. lim u, = 0.

n—+0oo
" Jububzewx,@&&bé:émdede¢:x»—>l—cosx—m. ¢’(a:):sinx—1<0mm,}0,£} done ¢ enb
ecvm/m,e¢(O)=O,cvmcxv.%'€}0,g],¢(x)<09tdoﬂwf(x)<l‘.

f&»bw‘be(u,n),newwmmmwmm@&&mﬁngmdefe&o.
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6 Semaines 16 et 17

Suites et polyn&mes |

Question de cours : Division euclidienne des polynémes.

Exercice | : Montrer qu’une suite d’entiers qui converge est constante & partir d’un certain rang.

Correction : %t (u,) wne suile dentiows QUi conerge wers ¢ € R Dons linteowsalle
I:]é—1~£+1[d@&mw1,£mt@wrﬂwmé%mdew.ﬂ)mmw%bmm

Ve>0 INeN t&w (n>N=|u, —{] <e).

1
?mezi,WMwNme.&wn>N, u, €L

O’b, u,, esb un enbiern, domnc
n>=2N=u, cINN.

&w@éow.%@IHNWI%LWW(WMT&UN%ebtwm&émwxb)domlﬂﬂ\IZ{a}‘
Limplication, précsdente vécnits mainkenant

@m@@m(un)%mem(mm)@wdeN.&We%%z&m@umm

W@W%fZGEN.

Exercice 2 : Effectuer la division euclidienne de X3 + iX? + X par X —i + 1.
Correction : Q= X2+ (—1+2))X —3i

R =3+ 3

16 + u2
5

Exercice 3 : Soit ug € R et u, 4 =

Etude de (u,,),cp-

Lycée Jules Garnier ll PTSI



6 Semaines 16 et 17

. 16 + 22
Correction : %t f:a +$

odilines & pankin du nang 1.

febtmmbbombemmﬂ?+domo@mbujbe(un)n>l enl monotone.

(R )cuﬁ.f@m%ﬁmmmwégxmea;amﬂam

16 + 22
2

n R oup €[4, +00] uy < uyp : lo suibe esh décroissante.

%@Q@%ﬁ@c&aﬁ@mmﬁmmpm4 %WI— ,+oof, on o f(I) C L done Vn € Nyu,, € 1.

Pun z>00m 0 flz) <z =

<r = 4<x.%wmm:

n £ ouy e [—4,4] u1>u0~Q@W%LW@&WW4(WWI:[—4,4])@%
CO’FL/UQ)‘L%&
n £y < 4J%mu1>4etmwd& poink lo, swite est décnoissante (& ankin
dww/rua/

el b seul candidat.

lim w, =4.
n—-+oo

Lycée Jules Garnier il PTSI



7

Semaines 16 et 17

Suites et polyn&mes |

Question de cours : Propriété des suites adjacentes.

n2
. 1
Exercice | : Nature de la suite de terme général u, = E _.
g n s 2k Tk
R 1 1 n
. 2 < — K i = .
Correction : Vk e [1,n%], T S T domnc N ek lim u, =+oo

Exercice 2 : Soit P=X"et Q =X3—3X243X —1.

Trouver le reste dans la division euclidienne de P par Q.

u,, —1

Exercice 3 : On définit uy =0 et Vn € N,u,, ., = 3
un

r—1

Montrer que la fonction f: z admet un, et un seul point fixe a.

T+

1
Montrer que la suite (v,,),,c, définie par Vn € N,v,, =
u

n

En déduire I'expression explicite de v,,, puis de u,,.
Déterminer la limite de (u,,),en-

est une suite de référence.

Lycée Jules Garnier 9 I
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8 Semaines 16 et 17

Suites et polyn&mes |

Question de cours : Pour une suite définie par u,, ., = f(u,), condition suffisante de monotonie.

Exercice | : Nature de la suite de terme général u,,

n 1
1 1 n

1
- < < done ——— < 1 &b
vnZt+n vn? +k b vVn?2 vn?+n S

N

Correction : Vk € [1,n],
lim w, =1 P,ow encadrement.

n—+oo

Exercice 2~ : Déterminer le reste dans la division euclidienne de P = X?" 4+ 2X" 4 1 par
Q =X-1)(X-2).

1+u,

Exercice 3 : Soit uy >0etu, 4, = — .
0 n+1 1 I 2un

Justifier I'existence de (u,,),cn. Montrer que (uy,) et (ug,, ;) sont monotones.
Qu’en déduire pour I’étude de (u,,),en-

. 1 1
Correction : SDoitfinl_:_Zx.febbmmemtdémoimnt@m]—i,+oo{
X

&leu%i,m@f(l)z}%,l[cl
me&xm (U ) pen %b@im»dé@immetn@meVneN*,une]%,l[.

&mem@ml,&bm(u%)ez(u%ﬂ)mmmdemmmm

contrairnet.

foflx) =2 <= giizzx = 4x2:2.$emﬂwgimdef0fdmb1%tg.
2 2

Dol = s = 5 o sl = 3

Lycée Jules Garnier 10 I PTSI



9 Semaines 16 et 17

Suites et polyn&mes |

Question de cours : Formule de Taylor pour les polynomes.

2n41
Exercice | : Nature de la suite de terme général u,, = Z TR
k=0
. 2n+1) 2n+1
Correction : Vke[l.2n+1 " < < Lg <
(T [1,2n + ]]’n2+2n+1 n?+k = n? (n+1)2 tn n

& lim u,LZQngnmdhe/rwnt.

n—+oo

Exercice 2~ : Déterminer le reste dans la division euclidienne de P = X?" + 2X" + 1 par
Q, = X% + 1.

. e
Exercice 3 : Soit ug > 0et u,,,; =

Etude de (u,,),cp-

Lycée Jules Garnier 11 I PTSI



]_ O Semaines 16 et 17

Suites et polyn&mes |

Question de cours : Moyenne de Cesaro.

Exercice | : Nature de la suite de terme général u,, = n — /n2 + (—=1)".

. —(=1)" : 1 1
Correction : wu, =n—/n2+(=1)" = ) dob |u,| < ——————= ¢
n+/n? 4+ (—=1)" nyy /1y G0

lim u, =0.
n—+oo

Exercice 2 : Déterminer le reste dans la division euclidienne de (X — 3)?" 4 (X — 2)" — 2 par
(X —=3)(X—2).

Exercice 3 : Soit u, >

Etude de (u,,),en-

Lycée Jules Garnier 12 I PTSI



]_ ]_ Semaines 16 et 17

Suites et polyn&mes |

Question de cours : Caractérisation de la convergence des suites complexes par la partie réelle
et la partie imaginaire.

Exercice | : Nature de la suite de terme général u,, = et v, =
. sinn
Correction :
1 sin n?
B |u,| < — done lim =0;
n n—+00 n

l@ermﬁ/me, ULWWOTMW@ (vn)neN%bdMWJuaemfe.

n

Exercice 2. : Déterminer le reste dans la division euclidienne de (X — 3)?" 4 (X — 2)" — 2 par
(X —2)2

. 1 1
Exercice 3 : Soit ug € R* et u,,; =1+ 1 sin —.

Up,

Etude de (u,,),en-

Lycée Jules Garnier 13 I PTSI



]_ 2 Semaines 16 et 17

Suites et polyn&mes |

Question de cours : Division euclidienne des polynomes.

. sinl 4-sin2 4+ --- +sinn
Exercice | : Nature de la suite de terme général u,, = i R .
n
. sin 1 + sin2 + -+ + si 1 o 1 (e —1 sin 2 sin L
Correction : u, = smltsmatefsnn —Im E (e)k| = —Im {e’ (e ) ] = 212
n n — n et —1 nsin 4

Onoud,om/o‘ud blnietronwnw,tngrfwu (%Wdegmmtgaum)

Exercice 2 : Soit P € K[X] et a,b € K. Sachant que le reste dans la division euclidienne de P
par X — a (respectivement X — b) est 1 (respectivement —1), déterminer le reste dans le division
euclidienne de P par (X —a)(X —b).

) ug €R
Exercice 3 : Montrer que la suite définie par 1 . converge quelle que soit
Upp =2+ §Smu”

la valeur de wu,.

Lycée Jules Garnier 14 I PTSI



13

Semaines 16 et 17

Suites et polyn&mes |

Question de cours : Propriété des suites adjacentes.

n
. 1
Exercice | : Pour n € N*, on pose u,, = E :
= Jn+k)(n+k—1)

Montrer que (u,,),,cy €st convergente et encadrer sa limite.

Exercice 2 : Factoriser dans R le polynéome 1+ X + X2 + X3 + X4,

. 2 4
Correction : 14X+ X2 4+ X34+ X4 = <X2—2Xcos§+1> <X2—2Xcos§+1>.

Exercice 3 : Soit uy €]0,1[ et u, ;= (1 —u,)u,. Etude de (u,),cy-
1

Montrer que Vn € N*,u, < ——
n+1

Correction : %t fia (1—2)z & 1=]0,1[. On o f(I) = }0 !

— L
Fiks

On o Vz €1, f(z) < 2. Lo suite esb dono décwissante.

Mﬂemw@fmmammwﬂwgm 0.

@fn/o,d/om,o lim U, =0.

n—+oo
1
@fn/ nail orue Vn € D\l*7un S :|0, i:|
1

-ul 4dmw<ymm@«erbu <7w'u1/n,<a,/|
1
P o 7 . 1
Mfmmm@m}o,ﬂ,maﬂu )<f<n+1)
Besk & dine u,,,, <(:7’1>2.

n nin+2) < (n+1)2 Dox u 1<L.
(n+1)2 n—|—2 T 42

dra}bm: vn e N, u, <

n+1

Lycée Jules Garnier 15 I
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]_4: Semaines 16 et 17

Suites et polyn&mes |

Question de cours : Pour une suite définie par u,, ., = f(u,), condition suffisante de monotonie.

n
. k
Exercice | : Soit u, = E —
e
=1

n
En introduisant la fonction f:z +— E e~k déterminer lim wu,,.
n—+oo

n

k=1
Correction : £ a0, f(z) =Y e** =" (e)" = L-¢
k=1

—nx

k=1 1—e™
' T 1— —(n+1)x -nxr __ ,—x
EDofbjmdé)Wua/n,t:Vx#O’Z_ke—kx:( n)e +n2@ e
k=1 (1 — 6790)
"k —{)e—(tD) _ pen 4 o1
&dommx:l}mwz 7:(’/1 )e nj +e
k=1 € (1—e1)
-1 +00
e k e
lim w, = ow r_
n—+00 (1 _ 6*1)2 Meoe ; ek (e — 1>2

Exercice 2 : Factoriser dans R le polynéme X* + 1.
Correction : X*4+1=(X2-XV2+1)(X2+XV2+1).

Exercice 3 : Soit u; = V2 et u, =\/2\/2\/2- V2 ot u,, comporte n radicaux emboités.

Montrer que (u,,),c converge et calculer sa limite.
Correction : On o Vne N u, , = /2u,.

?nro@ef:xl—)\/ﬂd:lz[0,2].@@0,f(I)ZI.fKLW%LMWdé%M@E@@QQ@M@M

f@abovoimombew)uIdmgo,w,{be(un)neN enl monobone.
On uy = /22 > V2 = 4y done (U, ) pen ebb croivbante.

On, (un)new%tmaéoh@.%%tMmm@W.?&Wﬂ%th%mdef(wM)
fl)=t <= VA=t = VIN2-Vl)=0 <= [=00u =2

Lycée Jules Garnier 16 I PTSI



]_4: Semaines 16 et 17

J\fbm(un)neN Mmamulzﬂummwme@wgmﬂym

lim w, =2.
n—+oo

B

2
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]_ 5 Semaines 16 et 17

Suites et polyn&mes |

Question de cours : Formule de Taylor pour les polynémes.

. 1
Exercice | : Montrer que Vn € N*,vn+1—+/n < N
En déduire la limite de la suite de terme général u,, = Z —.
T vk 1

Correction : VnelN', vn+1— = < .

v Vn+l+yn  2yn

n 1 n
D .
; = — > V/ — =9(y _ —

JQ)LOM\W\JZ, Uy, kzl\/E /2;( k+ \/E> 2( n+1 1> ethTm“” +OOIUQ)L

oo'mz[w)vaMn/.

Exercice 2 : Factoriser dans R le polynéme X7 — 1.
: 2 4 6
Correction : X'—1 = (X-1) (X2 — 92X cos 7” + 1) (X2 — 92X cos 7” + 1) (X2 — 92X cos 777 + 1)

. 1
Exercice 3 : Montrer que \/1+\/1+\/1+~-~:1+ T

Correction :
" ?oitf:xH\/l—l—x,et (U men dégxm]mmuo:OetVnelN, Uy = flu,).
f ent owissante sun RY done (u,),cy est monotone. Joi, croissante. Gomme f(z) = 2 admeb
poun seude solution. & = TV i B, cent b sl poin s do £ [0,6] st skl pan 1.

limu = ¢.
1
" ?m):g:x»—)l—}—?eb(vn)neNdégAmePamvozletVneN, V1 = flu,).

g evb décroissante sun R ot g([1,2]) C [1,2]. Bn connéquent (U,)cy eccivle ef enl Bornée.

@’LQ%MMJS%(v2n)&(v2n+1)mmdw.%wmmdm
mwwg&mdegog<wﬂnwe)m[l,2].

Lycée Jules Garnier 18 I PTSI



15

Semaines 16 et 17

@’Lgog(iv):xad/n@[lo«mw&bo&ﬂmw¢=

1++5
2

P wmbecragnbj (V) nen conenge o-meme vers o. @Q@

sun (1, 2].

Lycée Jules Garnier 19 I
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]_ 6 Semaines 16 et 17

Suites et polyn&mes |

Question de cours : Moyenne de Cesaro.

Exercice | : Montrer que si (u,),c, converge et (v, ),y diverge, alors (u + v),,c, diverge.

Correction : ?qu—&—v OOJVUPJ‘L%@J%QO’W (u—&-v)—uoowu@uae . abounde |

Exercice 2 : Factoriser dans R le polynéme X% + 3X* 4 3X? 4 1.
Correction : X®+3X*+3X2+1=(X%2+1)3

Exercice 3 : Soit (u,),cy une suite de R. Que pensez-vous des propositions suivantes ?
e Si (u,,), converge vers un réel £ alors (uy,),, €t (uy, ), convergent vers /.

o Si (Ugy,),, €t (Ugpy1), sont convergentes, il en est de méme de (u,, ),
o Si (uy,),, €t (Ug,,1), sont convergentes, de méme limite ¢, il en est de méme de (u,,)
Correction :

o,
Fouce. (—1)m.
CD’WACJFWE>O.€WW%0&ZMQ@W(Uzp)pwm&ehkaemgaﬁohbiﬂmbbeNl
el
W

n-

2p > Ny = |ug, — | <e.
&d@n@m&vm@@am (u2p+1)pi2ewo{bbeN2 bchru.e
2p+ 12Ny = fuy, — ] <e

$oit N = max(N,,N,), alors
n>=2N=|u, —{ <e.

Lycée Jules Garnier 20 I PTSI



]_ 7 Semaines 16 et 17

Suites et polyn&mes |

Question de cours : Caractérisation de la convergence des suites complexes par la partie réelle
et la partie imaginaire.

Exercice | : Montrer que si (u,),c, converge et (v,),cy diverge, alors (u +v),,c, diverge.

Correction : SDLLTWQC}M,@U—Q-U oofrvu@l%e,jwonbj (u—{—v)—quwm%e : o.@mmdel

Exercice 2 : Factoriser dans R le polynéme X6 4+ 2X* 4+ 2X2 + 1.
Correction : X6 +2X1+2X2+1=(X2+1)(X2+X+1)(X2—-X+1).

Exercice 3 : Soient u, > 0 et vy, > 0. Montrer que les suites (u,,),cy €t (v,,)nen définies par :

1 2 1
Upt1 = 5 (un + vn) et v = U_
n+1 n

1
+ JR—
Un
sont adjacentes.

Que peut-on en conclure. Déterminer limw,, et limwv,,.
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]_ 8 Semaines 16 et 17

Suites et polyn&mes |

Question de cours : Division euclidienne des polynémes.

Exercice | : Montrer que si (u,),c) converge et (v, ),y diverge, alors (u + v),,c, diverge.

Correction : ?meu+v cowuemaeﬁveo»m (u+v)—UOmvuemae . absunde |

Exercice 2 : Factoriser dans R le polynéme X® 4+ X4 4 1.
Correction : X3 +X*4+1=(X2+X+1)(X2-X+1)(X2-XV3+1)(X2+XV3+1).

n
Exercice 3 : Soit (u,),y une suite décroissant vers 0. On définit Vn € N*, v, = Y (=1)ku,.
=1
Montrer que (vy;,) et (vq;,,;) sont adjacentes.

Conclure.

Lycée Jules Garnier 22 I PTSI



