
Planche d’exercices

Fichiers Polynomes-Coef a, b et c

EXERCICES FACILES :

Exercice 1 : 𝑎, 𝑏, 𝑐 sont les racines dans ℂ de X3 − X2 + 4X − 1.
Calculer 𝑎3𝑏 + 𝑎3𝑐 + 𝑏3𝑎 + 𝑏3𝑐 + 𝑐3𝑎 + 𝑐3𝑏.

Correction : On a 𝜎1 = 1, 𝜎2 = 4, et 𝜎3 = 1.
(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2)(𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐) = [𝑎3𝑏 + 𝑎3𝑐 + 𝑏3𝑎 + 𝑏3𝑐 + 𝑐3𝑎 + 𝑐3𝑏] + (𝑎2𝑏𝑐 + 𝑎𝑏2𝑐 + 𝑎𝑏𝑐2).
Donc [𝑎3𝑏 + 𝑎3𝑐 + 𝑏3𝑎 + 𝑏3𝑐 + 𝑐3𝑎 + 𝑐3𝑏] = (𝜎2

1 − 2𝜎2)𝜎2 − 𝜎1𝜎3 = −29.

EXERCICE DE DIFFICULTÉ MOYENNE :

Exercice 1 : Résoudre
⎧{
⎨{⎩

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0
𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 = −2
𝑥𝑦𝑧 = −1

.

Correction : 𝑥, 𝑦, 𝑧 sont les racines de X3 − 2X + 1 = (X − 1)(X2 + X − 1).

{𝑥, 𝑦, 𝑧} = {1, −1 +
√

5
2

, −1 −
√

5
2

}.

EXERCICES PLUS ARDUS :

Exercice 1 : 𝑎, 𝑏, 𝑐 sont les racines dans ℂ de X3 + 3X − 1. Calculer :
— 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ;
— 𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 ;

— 1
(1 − 𝑎3)2 + 1

(1 − 𝑏3)2 + 1
(1 − 𝑐3)2 ;

— 𝑎7 + 𝑏7 + 𝑐7 ;

Correction : On a 𝜎1 = 0, 𝜎2 = 3, et 𝜎3 = 1.

— 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 𝜎2
1 − 2𝜎2 = −6.

— (𝑎+𝑏+𝑐)3 = [𝑎3+𝑏3+𝑐3]+3(𝑎2𝑏+𝑎2𝑐+𝑏2𝑎+𝑏2𝑐+𝑐2𝑎+𝑐2𝑏)+6𝑎𝑏𝑐 = (𝑎3+𝑏3+𝑐3)+3(𝜎1𝜎2−3𝜎3)+6𝜎3 .
Par conséquent, [𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3] = 𝜎3

1 − 3𝜎1𝜎2 + 3𝜎3 = 3.

— 1
(1 − 𝑎3)2 + 1

(1 − 𝑏3)2 + 1
(1 − 𝑐3)2 = 1

(3𝑎)2 + 1
(3𝑏)2 + 1

(3𝑐)2

= 1
9

( 1
𝑎2 + 1

𝑏2 + 1
𝑐2 ) = 𝑎2𝑏2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑏2𝑐2

9𝑎2𝑏2𝑐2

= 𝜎2
2 − 2𝜎3𝜎1

9𝜎2
3

= 1.

Exercice 2 : Soit 𝑛 ∈ ℕ⋆ et P le polynôme défini par la relation (X + 1)2𝑛 − 1 = XP.

1 Déterminer l’expression développée de P.
2 Déterminer l’expression factorisée de P.
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3 En déduire la valeur de
2𝑛−1
∏
𝑘=1

sin 𝑘𝜋
2𝑛

puis de
𝑛−1
∏
𝑘=1

sin 𝑘𝜋
2𝑛

.

Exercice 3 : Soit P = X6 − X3 + 1.
1 Factoriser P dans ℂ[X].
2 Factoriser P dans ℝ[X].

3 Calculer
⎧{
⎨{⎩

cos 𝜋
9

+ cos 5𝜋
9

+ cos 7𝜋
9

cos 𝜋
9

cos 5𝜋
9

cos 7𝜋
9

Correction :

1

𝛼 est une racine de P ⟺ P(𝛼) = 0
⟺ 𝛼6 − 𝛼3 + 1 = 0
⟺ 𝛼3 = 𝑒𝑖 𝜋

3 ou 𝛼3 = 𝑒−𝑖 𝜋
3

⟺ ∃𝑘 ∈ J0, 2K, 𝛼 = 𝑒𝑖( 𝜋
9 + 2𝑘𝜋

3 ) ou 𝛼 = 𝑒𝑖(− 𝜋
9 + 2𝑘𝜋

3 )

⟺ 𝛼 ∈ {𝑒 𝑖𝜋
9 , 𝑒− 𝑖𝜋

9 , 𝑒 7𝑖𝜋
9 , 𝑒− 7𝑖𝜋

9 , 𝑒 5𝑖𝜋
9 , 𝑒− 5𝑖𝜋

9 }

P = (X − 𝑒 𝑖𝜋
9 ) (X − 𝑒− 𝑖𝜋

9 ) (X − 𝑒7𝑖 𝜋
9 ) (X − 𝑒− 7𝑖𝜋

9 ) (X − 𝑒 5𝑖𝜋
9 ) (X − 𝑒− 5𝑖𝜋

9 )

2

P = (X2 − 2 cos 𝜋
9

X + 1) (X2 − 2 cos 5𝜋
9

X + 1) (X2 − 2 cos 7𝜋
9

X + 1)

3 — D'après les relations coefficients racines, la somme des 6 racines est nulle, i.e.

𝑒 𝑖𝜋
9 + 𝑒− 𝑖𝜋

9 + 𝑒 7𝑖𝜋
9 + 𝑒− 7𝑖𝜋

9 + 𝑒 5𝑖𝜋
9 + 𝑒− 5𝑖𝜋

9 = 0

cos 𝜋
9

+ cos 7𝜋
9

+ cos 5𝜋
9

= 0

— Si on remplace X par 𝑖 dans la factorisation dans ℝ[X], on obtient :

P(𝑖) = (−2 cos 𝜋
9

𝑖) (−2 cos 5𝜋
9

𝑖) (−2 cos 7𝜋
9

𝑖)

𝑖 = 8𝑖 cos 𝜋
9

cos 5𝜋
9

cos 7𝜋
9

cos 𝜋
9

cos 5𝜋
9

cos 7𝜋
9

= 1
8
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