Planche d, exencices

Fichiers Polynomes a8, B et ¢ |

EXERCICES FACILES :

Exercice | : Montrer que X? — X + 1 divise (X — 1)"*2 4+ X27*1 dans C[X].

Correction : X2—X+1=(X+ j)(X+ j2).
On P(—j) = (= — )2 4 (—)2nH1 = (52)742 4 (=) 20t = 204 — (j) 2+ =0,
Donc —j ¢ pon suite —j vonk des nacinen de P. eOm.

Exercice 2. : Soient m,n,p € N.

Montrer que X2 + X + 1 divise X3*+2 4 X37+1 4 X3P dans C[X].

Exercice 3 :
Déterminer un polynome de Z[X] de degré 2, ayant pour racine 2 + v/3.
Soit P = X* + 4X? 4 5X2 4 3X + 2. Calculer P(2 + V/3).

Exercice 4 : Déterminer le reste dans la division euclidienne de P = (cosf + Xsinf)" par
X% +1.

Correction : P = (cosf + Xsind)" = (X2 +1)Q + (aX +b).

P(4) = ai + b e””‘gv = ai —|—.b L Ja= sin 0
P(—i)=—ai+b e = —ai+b b = cosf

R = Xsin 6 + cos 6.

Exercice S : Soient P € K[X] et a,b € K (a #b).

Donner le reste dans la division euclidienne de P par (X —a)(X — b).

Correction : P=(X—a)(X—5)Q+ (uX +v).

P(a) =ua+wv u = M
{P(b)—ub+v done { M

b—a
P(b) — P(a) bP(a) — aP(b)
b—a X b—a ’

R =

Exercice [ : Effectuer la division euclidienne de X3 + iX? + X par X —i + 1.

Correction : Q=X2+(—1+2)X —3i
R=3+3

Exercice T : Soit P=X"et Q = X3 —3X2 +3X — 1.
Trouver le reste dans la division euclidienne de P par Q.

Exercice & : Déterminer le reste dans la division euclidienne de P = X?7 4+ 2X" + 1 par
Q=X-1X=-2).

Exercice 9 : Déterminer le reste dans la division euclidienne de P = X" + 2X" + 1 par
Q, =X?+1.
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Exercice |O : Déterminer le reste dans la division euclidienne de (X — 3)?" + (X —2)" — 2 par
(X—=3)(X—2).

Exercice || : Déterminer le reste dans la division euclidienne de (X — 3)?" + (X — 2)" — 2 par
(X —2)2.

Exercice [ : Soit P € K[X] et a,b € K. Sachant que le reste dans la division euclidienne de P
par X — a (respectivement X — b) est 1 (respectivement —1), déterminer le reste dans le division
euclidienne de P par (X —a)(X —b).

Exercice [3 : Factoriser dans R le polynome 1+ X + X2 + X3 4+ X4,

i . 2 3 4 2 2 2 A
Correction : 1+X+X?+X?*4+X*=(X —2Xcos = 41| (X* —2Xcos = +1).
Exercice I+ : Factoriser dans R le polynome X* + 1.

Correction : X*4+1=(X2-XV2+1)(X2+XV2+1).

Exercice IS : Factoriser dans R le polynéme X7 — 1.
. ) 7 9 2 9 4 9 67
Correction : X" —1=(X—1)(X? —2Xcos 7 +1) (X2 = 2Xcos — +1) (X2~ 2Xcos = +1).

Exercice |6 : Factoriser dans R le polyndéme X 4 3X* 4 3X2 4 1.

Correction : X564+ 3X* +3X2+1=(X2+1)3

Exercice [T : Factoriser dans R le polynéme X6 + 2X* + 2X? + 1.

Correction : X6 +2X*+2X2+1= X2+ 1)(XZ+X+1)(X2-X+1).

Exercice |& : Factoriser dans R le polyndéme X® + X* + 1.

Correction : X84+ X*+1=(X2+X+1)(X2-X+1)(X2-XV3+1)(X2+XV3+1).

Exercice 9 : P=(X2—-X+1)2+1.
Vérifier que i est racine de P. En déduire la factorisation compléte de P dans R[X].

Exercice 20 : On considere Hy=1et Vne N, H, ,=H, —2XH
Déterminer H,, H,, H;.

n-

Déterminer le degré et le coefficient dominant de H,,.

Correction : H,=1
H, = —2X

H, = 4X% -2

Hy = —8X3 + 12X,
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EXERCICE DE DIFFICULTE MOYENNE :

Exercice | : Déterminer a € R tel que X? —aX + 1|X* — X + a.

Correction : X*—X+a=(X2-aX+1)(X?+aX+a®>—1)+(a®>—2a—1)X—a’+a+ 1

5_2a—1=0 D@2 —a—1)=0
“ “ @{(a+ J(a®—a—1) = —a’4a+1=0.

X2 —aX+1|X*—X+a <= ) )
—a*4+a+1=0 —a“4+a+1=0

@n%d/édml:a:

1+V5 1-5
o a4 = .

2 2
Exercice 2 : Soit P,, = X" + X + 1.

Déterminer quotient et reste dans la division euclidienne de P,, par (X —1)2.

Correction : ”CWQ% l

Exercice 3 : Factoriser X2" — 2X" cosnf + 1.

Exercice 4 : On consideére le polynéme P = X + X* 4 2X3 4 X2 + X,
‘ Vérifier que P admet une racine imaginaire pure.

Factoriser P dans C[X] puis dans R[X].

Correction : P =X(X—4)(X+i)(X—7)(X—j?)
P=XXZ+1)(X?+X+1)

Exercice S : On consideére le polynéme P = X" — (n 4+ 1)X + n.

Quelle est I'ordre de multiplicité de la racine 1 dans P ?

Exerdice b : Soit P, =) R
k=0
Montrer que P,, n’a pas de racines multiples.

[2] Déterminer le nombre de racines de P,,.

Exercice T : Résoudre (1 —X)P’ —P = X" dans R[X].

n+1 n+1
Correction : Reons Q=(1—-X)P. On o Q' =X" dot Q = +k sob (1—X)P = Tk
n+1 n+1
Xntl 1 Xntl 1 X—1)(X"+--+X+1
Bomme 1 est une nacime de +konak=———-cedonc (1-X)P = :( JX A A Xt )
—1
Fimsi P= —— (X" 4+ X +1).
n+1
2 0 1
Exercice & : SoitA=[0 2 -1
1 -1 1

Calculer A(A —21;)(A — 31;).
En déduire A™ en fonction de A2, A et I; pour n € N.
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Correction : A(A —2IL;)(A —31;) = 05.
OWeKKQ@EuWWMWdB X" pan X(X —2)(X - 3) -
X" =X(X—2)(X=3)Q+a,X2+b,X +c,.

2 = day + 20, + ¢y 2.3" — 3.2 9.9m — 4.3
Ona {37 =9a, +3b, +¢c, .Onolbiont a, ="2— 2" p =22 =2 ¢ =0

" 6 6
¢, =0
@m An — 2.3" —3.2 A2+9'2 —4.3 A
6 6
2 =21
Exercice 9 : SoitA=| 2 -3 2
-1 2 0

Calculer (A —1I,)(A + 31,) et en déduire A? en fonction de A et I,.
\ 3 3 3

‘ De maniére générale, montrer que A* pour k € N s’écrit sous la forme A* = a; A + b,15.

Trouver a,, et by.

Correction : (A —13)(A + 3l;) = 03 done A% = —2A + 315.

, W = 1= (=3)*
Apy1 = by — 20y, RTTTT4
et donc
k= 4
1 01
Exercice O @ SoitA=1]10 1 0
1 01

Montrer que A3 — 3A2 + 2A = 0.
En déduire A™ pour n € N*.
A est-elle inversible ?

Correction : On ageam lo dimision eudidienne de X pan X? —3X? +2X = X(X ~ 1)(X ~2) :
X" =X(X-1)(X-2)Q+a,X2+b,X+c,.

1" =a, +0, +c,

Ona {27 =4da, +2b, +¢, .On otient a, =271 —1,b, =2—2""1 e ¢, =0.

n

9.27 — 4.3
Sk U Y
6 TG

EXERCICES PLUS ARDUS :

Exercice | : Factoriser dans C[X] le polynéome P = 6X* + X3 + (6i + 10)X? + (2 + )X — (4 + 2i)
sachant qu’il admet des racines réelles.

Correction : P = (2X — 1)(3X +2)(X2 + 2 +1)

:(2X—1)3X+2( \/\f 2 ‘[_2) (X+\/\/52_2+i \/52_2).
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Exercice 22 : Pour quelles valeurs de a le polynéme (X + 1)” — X" — a admet-il une racine
multiple réelle ?

Correction : [ enb une nacine mﬁbﬁnﬁe de P <= P(B)=P(B) =

On P(B) =0 <= T(B+1)°—785=0 < (8+1)° = 5"

om‘m@w&mwmwm
6
P'(8)=0 < <1+%> =1 < 1+%= e

mmewmmw@w%m;c:wg:_;
P(—%):o PN (;)7_(_;)7_a:o N a:2i6.

Exercice 3 : On considére P, Q € R[X] tels que X? + X + 1 divise P(X3) + XQ(X?). Montrer
que P(1) = Q(1) = 0.

Réciproque ?

Correction : On éob : P(X3) + XQ(X3) = (X2 + X +1)S.

P(1)+jQ(1) =0 P(1) =0
e {P<1>+j2<;z<1> _g o {Q(l) =0

‘%WMP )_OM%MT P(X3) +XQ(X?), on o T(j) = 0 & T(52) = 0.
Tor conséquent, (X — j) (X — °)|T, cesb-a-dine X +X +1 dinine P(X?) + XQ(X?).

Exercice 4+ : Soit P € R[X] tel que deg(P) > 2.

Montrer que si les racines de P sont toutes réelles et simples, alors il en est de méme pour P’.
Exercice S : Déterminer les polynémes de C[X] tels que P(2X) = P’(X)P”(X).
Correction :
‘ S pr= 0, P comnsienk.
%onjm[\edléc)zm;e: P=a Xp—f—'--mepap;/:&
— Dune pont, P a,(2X)P + - = 2Pa, XP + -
— Dautre Iwn):, P’ fpapo Yot PP =p(p—1)a,XP2 + -

Done P'(X)P"(X) = p*(p — 1)a2X?~3 4 ...

4
2°a, = p?(p — 1)a? =

P(2X) = P(X)P"(X) = {p “gpp?fp A { K
_ -

4. 4.
@nrmeP:§X3+a2X2+a1X+aod:mbwumctkwp:§x3.

B, - sz{o,gxs}.

Exercice £ : Trouver les polyndmes P € R;[X] tels que (X — 1)4P — 1 et (X + 1)4|P + 1.
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Correction : Gomme, (X —1)4P — 1, 1 est nacine d'ordre 4 de P — 1.
?MMWP(l):letl%tW&WBdeP’.

De mome, P(—1) = —1 &b —1 esb nacine dordre 3 de P’.
?o)bwmbec?u&vr@ (X—l)?’(X—l—l)?"Pc el comme degP/ =6 P = )\(X—l)?’(X—f—l)?’ = A<X2—1>3 = )\(X6—3X4+3X2—1)

X7 3X5
P:)‘(T_%+X3_X+k>‘

g%oofnd&ﬂmbe(l)ZleJ;P(—l):—lo/m@nembA:—%ethO.

_ —5X" 4+ 21X5 — 35X + 35X

P
16

Exercice 7 : Trouver les polynémes P € R,[X] tels que (X —2)2|P + 10 et (X + 2)3|P — 12.

Correction : Comme, (X —2)2|P + 10, 2 ek nacine dordre 2 de P + 10.
TMWQ P(2) = —10 ef 2 est nacine dordre 1 de P’

De mome, P(—2) =12 b —2 etb nacine d'ordne 2 de P

Ron, combechar@ (X—2)(X+2)2|P/, e comme degP’ =3, P’ = A(X—Q)(X—i—Q)Q

33 11 33 33 41
P= X444 X3 20x2 x4
128 T R T R
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