XXI
Analyse asymptatique

ans ce chapitre, on introduit certains outils permettant de mieux comprendre le compor-
tement des suites ou fonctions au voisinage de l'infini (pour les suites), ou d’un point
quelconque a de R (pour les fonctions).

©r

es outils permettent d’affiner la notion de limite, notamment dans le cas d’une limite nulle
~= ou infinie : ils nous permettront d’exprimer le fait qu'une suite converge plus rapidement
vers 0 qu'une autre, ou sensiblement a la méme vitesse.

) ous affinerons ensuite 1’étude locale d’'une fonction au voisinage d’un point. L’étude des
dérivées permet d’approcher localement une courbe par une droite (la tangente). Dans ce
chapitre, nous généralisons ce point de vue en montrant comment les formules de Taylor
permettent d’approcher une courbe au plus pres (localement) par une courbe polynomiale

de degré donné.

Nous étudierons ensuite la qualité de cette approximation, en majorant (localement pour I'instant)
I’erreur faite en approchant la courbe par cette courbe polynomiale.

‘est 'objet de ’étude des restes de Taylor. Nous terminerons par l'application de ces ap-
w->/ proximations polynomiales au calcul de limites, et par quelques outils permettant de
calculer ces approximations sans avoir a revenir a la formule de Taylor (et donc au calcul

bien fastidieux de toutes les dérivées successives).

Il s’agit du calcul des développements limités.
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V.5  Asymptotes et limite en +0c0 . . . . . ... 47

Dans ce chapitre, la lettre I qui servira d’ensemble de définition désignera une partie quelconque
de R.

Soient deux fonctions f, g: I — R et un point a € 1.

Nous supposerons presque toujours que f et g sont deux fonctions qui ne s’annulent pas sur un
voisinage de a privé de a V(a) \ {a}, ou qu’elles s’annulent toutes les deux en ce point.

Dans la méme idée, on considere deux suites (u,,),cn €t (v, )nen telle que v, # 0 & partir d'un
certain rang.

Il s’agit ici de comparer les deux fonctions au voisinage de a ou les deux suites a partir d’un
certain rang i.e. au voisinage de l'infini.

f(=) Uy,

Pour cela, on forme leur rapport —= ou

g() Uy

et on regarde ce qu’il se passe lorsque z — a

ou n — +o00 respectivement.

Trois cas intéressants se présentent alors :

[1] f est dominée par g. (U, ) pen €st dominée par (v,,),cn-
‘ f est négligeable devant g. [2] (u,)nen est négligeable devant (v,,),,cy-
[8] fet g sont équivalentes. (U ) pen €t (V,,)pen sont équivalentes.
Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI : Analyse asymptotique 2 |
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Q NEGLIGEABILITE

Introduction

~

Détinition | (Néaligearilité) :
Fonctions : Soient f: I+ R et g: I — R deux fonctions et a € I.

On suppose que g ne s’annule pas au voisinage de a, sauf peut-étre en a avec dans ce

cas f(a) = 0.
On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a, noté f(z) = o(g(z)) ou
r—a
f = o(g),si tim 7@ — 0 et on lit
z—a z—a g(;c)

« f est un petit o de g au voisinage de a ».

Suites : Soient (u,,),ecn €t (v,,)nen deux suites. On suppose que v,, # 0 & partir d’un certain

rang.
u
On dit que (u,, ), en €st négligeable devant (v,,) e, DOtéu,, = o(v,)si lim — =0
n—+oo n—-+oo ’Un
et on lit :

« (u,,) pen €st un petit o de (v,,),,c au voisinage de I'infini ».

. .

Remaraues :
— La définition de négligeabilité est, en fait, plus générale :
On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a s’il existe un voisinage V, de a et une

fonction e : INV,, +— R pour lesquels f(x) = e(x)g(x) pour tout x € INV,, et lim e(x) = 0.
r—a

Cependant, dans la situation ot nous nous sommes placés i.e. « g ne s’annule pas au voisi-
nage de a, sauf peut-étre en a avec dans ce cas f(a) = 0 », ces deux définitions sont alors
équivalentes.

— Dire qu’une fonction ou une suite est un o (1) au voisinage d’un point a ou de +oo signifie

x u
que lim @) =0ou lim —* =014.e. un o (1) est une fonction ou une suite de limite nulle
T—a 1 n—+o0o 1
en a ou 400 respectivement.
( )
Exemples | :
o r = x)

e
$—7+00
2! 1
o VkeN, (ﬁ) xﬂ:oo )eto(nk> n%:ooo(l).
o VEke NN, (sz)
o Soit f(z) = 3z® —z* + 2z alors f :00(1) et f = of(z").
z— T

— L’intérét de cette notation est qu’on peut 'utiliser dans les calculs. On peut, par exemple,
considérer u,, = v,,+0 (w,,). C’est notamment pratique pour formaliser des approximations.

1
U, = 2+§—£+ ( )

n—+oo n n? n?

Ainsi, dire que

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI : Analyse asymplotique 3]
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N . s 3 5 , .
signifie que pour n assez grand, u,, est a peu pres égal a 2+ — — —, et que l'erreur faite
n o n

en approchant u,, par cette expression est négligeable devant — .
n

1 1
Le terme o (—) contrdle lerreur et exprime que ce qu’il reste est négligeable devant —

2 2
n n
pour n assez grand. Il est donc inutile de ’écrire et on dira souvent que le reste est « absorbé »
par le o.
( \
Exemples 2 :
2 4 4 2
x = oz et r® = of(x
" x—+00 ( ) x—0 ( )

Les petits o sont la formalisation définitive des croissances comparées.

« Certains infinis sont plus infinis que d’autres,
certains zéros sont plus zéros que d’autres. »

2

Direquez© = o (m4), c’est affirmer 'immensité de 2* par rapport & x2 lorsque z est grand, et
T—+

dire que z* =,° (a;Q), c’est affirmer l'infinie petitesse de z* par rapport & z lorsque x est petit.
Tr—r

Un peu dhistoire : On doit la notation « petit/grand o » & Landau ') et Bachmann *

Il suffit alors de relire les derniers chapitres pour débuter notre formulaire des relation de négli-

geabilité a connaitre :

( )
Théoréme | (Croissances comparées usuelles des fonctions au voisinaae de +oo) :
Soient a, b, a, 5 € R.

m Sia<falors x¢ =
r—>+00

m Sia >0 alors (lnx)ﬂ =

Tr—+00

o (7).

o (z%).
mSi0<a<balorsa® = o(b").
T—+00

m Sia>1alorsz® = o(a”).

r—+00

En particulier, si a > 0, alors 2 = o (e%®).

r—+00
N\

|2]. Edmund Georg Hermann Landau (Berlin, 14 février 1877 - Berlin, 19 février 1938) est un mathématicien
allemand, auteur de 253 publications mathématiques, en grande partie sur la théorie des nombres.

Landau étudie les mathématiques a 'université de Berlin et recoit son doctorat en 1899 et son habilitation (la
qualification post-doctorale requise dans les universités allemandes) en 1901. Il enseigne & 'université de Berlin de
1899 a 1909 et conservera sa chaire a 'université de Gottingen de 1909 jusqu’a son expulsion de 'université par le
régime nazi en 1933 du fait qu’il est juif. Dés lors, il ne donnera plus aucun cours dans son pays.

En 1903, Landau donne une démonstration beaucoup plus simple que celle connue alors du théoréme des
nombres premiers et présente ensuite le premier traitement systématique de la théorie analytique des nombres. Il
fait également d’importantes contributions en analyse complexe.

Hardy a écrit que personne ne fut jamais plus passionnément dévoué aux mathématiques que Landau. Ceci est
amplement mis en évidence par ses livres sur les fondations axiomatiques de I’analyse et sur la théorie des nombres.
11 est resté célebre notamment pour la diffusion et 'usage de notations qui portent son nom : les notations de Landau
(0,0, Q,Q,,Q_,Q,), qui ont en fait en partie été inventées par Bachmann (O), et par Hardy et Littlewood (£2).

On peut cependant lui attribuer la paternité du symbole o.

|2]. Paul Bachmann (22 juin 1837 - 31 mars 1920) est un mathématicien allemand.

Bachmann est & lorigine du symbole grand O (utilisé en informatique plus tard) pour désigner la complexité

d’un algorithme.

Lycée Jules Garnier
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Exemnple 3 ¢ SiP(x) =a,zP +a, ;2P ' +..a,x? (p > q) est une fonction polynomiale, alors :

P(z) = a,zP+o(z?) et P(z) = a,x?+o0(z9).

T—+00 z—0

De méme, au voisinage de 0, on a :

( )
Théoréme 2 (Croissances comparées usuelles des fonctions au voisinaae de 0) :
Soient «, 5 € R.

» Si o < B alors 2

1
= Si a > 0 alors z =0 ((Inz)?)  ou (lnx)? =0 (—)

Théoréme 3 (Croissances comparées usuelles des suites)

m Les croissances comparées usuelles des fonctions en +o0o peuvent bien siir étre exprimées
en termes de suites. Il suffit de remplacer x par n.

mVaeR a” = of(n!).

n—+oo

Nous avons introduit la notation petit o sous sa forme la plus élémentaire - mise en relation de
deux fonctions ou de deux suites - mais on la rencontre en réalité le plus souvent sous la forme
suivante :

f = g+o(g) pour les fonctions et u,, = wv, +0(v,) pour les suites.
r—a n—+00

Ce qui est affirmé ici, c’est que f = g+ ¢ avec € = o0(g) ou que u, = Un + g, avec
r—a n—+oo
= o(v,) i.e. que f est globalement égale & g modulo des termes négligeables devant g au

n—+oo
voisinage de a ou devant (v,,),,c) au voisinage de +oo. Cette écriture sera a la base de la relation

d’équivalence définie plus loin.

€n

Remaraue :Partons de laffirmation e® = 1+ +22% 40 (x), selon laquelle grosso modo, pour
z—
x proche de 0, e® =~ 1 4z + z2.

Cette approximation n’a de sens que si I’on peut y mesurer ’erreur commise. En ’occurrence, ici
e’ ~1+z+z?auno(x) pres.

C’est un peu comme quand on dit que 7 =~ 3,141592 & 1072 pres.

Vous répondrez naturellement « Pourquoi pas seulement 3,14 puisqu’on raisonne a 1072 pres ? »
Et vous aurez raison. Raisonner a 10~2 pres, c’est négliger tout ce qui est plus petit que 1072.

Ainsi, lapproximation 7 =~ 3,14 & 1072 prés est aussi précise que lapproximation
7 o~ 3,141592 & 1072 pres, quand bien méme on écrit deux décimales correctes dans un cas
et six dans 'autre.

Il se passe la méme chose avec les petits 0. Comme z2 =,° (x), la quantité z? est inutile dans la

Tr—r
relation e® = 1+ x + 22 + o (z) donc nous pouvons lui couper la téte, tronquer, et écrire

e ==14+z+o0(x).

z—0

Cette nouvelle proposition n’est ni plus ni moins précise que la précédente mais elle est plus lisible
et plus économe.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI : Analyse asymplotique 5
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Moralité : Tout petit o est un niveau de précision, un seuil de visibilité. De vous-mémes, a
chaque instant, faites le ménage, coupez la téte de tous les invisibles!
Attention a abus de notation que l'on fait en écrivant u,, = o(v,).

n—+oo
Il ne s’agit pas vraiment d’une égalité, et c’est a prendre plus dans le sens d’une
appartenance :

« (u,,)nen appartient a ’ensemble des suites négligeables devant (v,,),cp »-

ATTENTION Si on garde en téte I'idée qu’il s’agit d’une appartenance, on évite un certain nombre
d’erreurs que peut véhiculer la notation.

Par exemple :

—u, = oy, etu, = oy, nimplique pas u, = u,, ce qui est assez
n—+00 n—-+00

troublant formellement pour une égalité.

On ne peut pas simplifier des o : u,, + o(w,,) = v, + o(w,,) n’implique pas
L —>
Uy = Uy, e
. z? x3
Exercice | : Soient In(14+z) = z— = +o0(2?) et sihnzx = x— = + o(z?). Simplifier les
z—0 2 z—0 6

expressions suivantes avec un degré de précision de l'ordre du o () :
In(1+ z) + sinz. [2] In(1+z)—sinz.

sin(z)In(1 4 z) a o (z3) pres.

e N
Théoréme 4 (Limites et petits o) :

Fonctions : Soient f: I+— Reta €l
Alors : lim f(z) =0 < f = {+o0(1).

r—a r—a
En particulier, lim f(z) =0 < f = o(1).
r—a _CL'—)(Z
Suites : Soient (u,,),cn une suite et £ € R.
Alors : nl_l)I_{loo u, =0 <= u, T {+o0(1).
En particulier :  lim uw, =0 < u,, = of(l).
L n—-+oo n—-+0oo y
flx) = ¢

r—a r—a r—a

<= f = f-l—o(l).

r—a

|— Preuve : lim f(z) =¢ <= lim =0 <= f—{ = o(1)

Opérations sur les petits o

On rappelle que, dans dans toute la suite :
— chaque fois que l'on écrira f = 0/(g) on sous-entendra g(x) # 0 dans un voisinage de a ou
T—a
g(a) = 0 mais dans ce cas f(a) = 0 aussi,

— de méme, u,, WO (v,,) sous-entendra v,, # 0 a partir d’un certain rang.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI : Analyse asymplotique 6|
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Proposition S (Les petits 0 arsorrent les constantes muktiplicatives) : Soit A € R*.
Fonctions : Si f = o(g) alors f = o(Ag) et Af = o(g).
T—a T—a T—a

Suites : Siw, WO (v,,) alors u,, e © (Av,,) et Au, e © (vy,)-

. f(=z) o Af(x) L f(2)
Preuve : % lim 27 =0 afom, A#0, lim = lim =0.
|_ z—a g(q:) 7& z—a g(m) z—a )\g(x)
e 2
. A TR 1 1
Exemple 4 : Sion admet I’égalité en = 1+ —+o0 (—) alors :
n—+oo n n
1 2 1
EEE Nk St (E)
2 1
njoo“a“(g) '
\
Proposition £ (La somme de deux petits O est un petit O) :
Fonctions : Si f = o(h)etg = o(h)alors f+£g = o(h).
Tz—a z—a z—a
Suites : Siuw, = o(w,)etv, = o(w,)alorsu,+v, = o(w,).
n—+oo n—+oo n—+00
o(h)—o(h)#0L!.
ATTENTION
r = o(z¥)etz? = =o(z})maisz—2®> = o(z®) £0.
T—+00 xr——+00 xr——+00
Preuve : f lim@:Od: limm:Oofma limM:Q
|_ r—a h(;l,‘) r—a h(:l,‘) r—a h(l’)
( )
x2 8 x3
Exenple S @ Avecln(l4+z) = x— "+ = +o(z®) et sinz = z— "~ +o0(z%),ona:
z—0 2 3 z—0 6
In(1 i = A ) )+ c ( 3)>
n( +x)+31n(m)z:0<m—7+§—l—o(m) z— o to(z
z?2  z3
sz 2x — ? + ? +20($3)
2 3 .
meZm—?—i—F—l—o(m ).

Proposition 7 (Un petit o d'un petit o est un petit o) :
Fonctions : Si f = o(g)et g = o(h) alors f = o(h).
r—a r—a

r—a
Suites : Siwu,, WO (v,) et v, Vo O (w,,) alors u,, WO (w,,).

En d’autres termes, la relation « étre négligeable » est transitive.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI : WW@W ll



PTSI VINCI - 2024 I. NEGLIGEABILITE

A part qu'elle n’est pas anti-symétrique, la relation de négligeabilité se comporte & peu pres
comme une relation d’ordre stricte.

z—a g(x) z—a h(x)

|— Preuve:%lim@:Od:lim@:Oofo)w
@) S )

= |lim ——~ z 7

s h(z) praio g(z)  h(x) o
d/apnse lon, Réonemen sun lon produite de Qimites.

4 )
. 1 1

Exemple [ : Prenons I'égalité en? = 1+ — to (*)

n—+oo n n

1 1
Comme — = o (—) alors :
n< n—+oo n
1 1 1 1 1
en2 - 1+72+0<72> + 1+0<7)+0<0(7))
+o00 n n n—+o0o n n

n—
1 1 1
n—+oo n n,/ n—o+oo n

1
On dit que l'on a trongué a Pordre —.
n

\,

( \
Proposition 8 (Les petits o sont compatirles avece le produit) :

Fonctions : Si f = o(h)et g = o(k) alors fg = o(hk).
Tr—a Tr—a Tr—a
Sif = o(g)alors fh = o(gh).
T—a r—a
Suites : Si u,, 0 (w,,) et v, W0 (t,) alors u,v, WO (w,t,,).
Siu, = of(v,)alorsu,w, = o(v,w,).
n—+oo

n n—+oo

|— Preuve;@'wummﬁw&mdewdgwwmw

fele) L f@) g
2 h(@)k() o hl@) 20 k(@)

eom/mehebb/nmnugdmmbumluowhnaﬂedea,o«ba:
f(z)

lim M = lim —=
T—a g(l'))éﬁ( T—a g(x>

1
En particulier, 22 x o (z) =0 (2%), x x o (—) =o(1), ..
x

( )

Exensple T : Reprenons les égalités In(1 + ) = z+o(z) et sinz = x+o(z).

x—0 x—0

Alors sin(z) In(1 + ) = (1+z+4+o(z))(z+o(z))

r—

miox+o(x)+x2+xXo(m)+x><0(a:)+o(w)Xo(x)
zjox—i—o(a:)—f—a:z—l—%cXo(x)+0(x2) g:oa:—l—o(x).

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI : WW@&W ﬂ
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Les petits o sont compatirles avec la composition y -

Proposition 3 ( 3 droite et les suites extraites

Fonctions : Soient b € R et ¢ une fonction définie sur un voisinage de b & valeurs dans 1.
Sif = o(g)etlimp(x)=aalors fop = o(goyp).
—a z—b xz—b

x
Suites : Soit ¢ : N+ N strictement croissante.

Si u,, W a O (v,,) alors ug ., e (%(n))'

On peut donc composer a droite par une fonction ¢ ce qui revient a changer la variable x en une
autre u = ¢(x).

Composer a gauche reviendrait a changer la fonction. Cela ne peut étre possible par essence.

r—a

|— Pr‘euve:eom/me1im@(x)=hd'o1m%@%d2éd@mmm@eu&mimdem1mé%oma:

Ho@) oy 1w _y

b g(p(@))  wa glu)

—

Exemple & © yxr = o(zx)alors Vinz = o(lnz).

—+o0 T—+00

N 2 2
De méme, comme 2™ = o0(3™) alors 2 = o (3" )
n—+0oo n—+0oo

En pratique, pour a # 400, ce résultat permet en particulier de ramener par la translation
¢ : x> x + a toute relation f(x) = o(g(x)) au voisinage de a en une relation
Tr—a

fla+h) = o(g(a+h)) au voisinage de 0.

h—0

Il est formellement interdit de composer une relation de négligeabilité par la gauche.

ATTENTION 1 1
Par exemple, /z = o(z) mais lim nye =3 #0 = In (\/:E)Xo (Inx).

‘LH_Jroo z—+oo Inax
Q DEVELOPPEMENTS LIMITES

Introduction

Nous cherchons dans ce paragraphe a approcher les fonctions par des fonctions polynomiales au
voisinage d’un point, généralement 0.
Nous allons, par exemple, montrer que :
2 3
x x
r o— 4 3).
of = ltrt o+ + o0 (z%)

Ce résultat signifie que la fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a 3 la plus proche de
I’exponentielle au voisinage de 0 est la fonction

2 1133

x|_>1+x+m +
2 6

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI : Analyse asymplotique 9|
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Figure XXI.1 — Courbe représentative de x — exp x approchée par des fonctions polynomiales au voisinage
de 0.

2

~ . x . . Lo s
Pour la méme raison, comme e”* = 1+xz+ 5 +o0 (%), la fonction polynomiale de degré inférieur
z—
2

ou égal a 2 la plus proche de 'exponentielle au voisinage de 0 est la fonction z +— 1+ x + %

La fonction polynomiale de degré la plus proche de I’exponentielle au voisinage de 0 est la fonction
x +— 1 4+ x, autrement dit, sa tangente en 0. Rien d’étonnant !

s '
Définition 2 (Développement limité) : Soient f: I~ R,a€INRet n € N.
On dit que f possede un développement limité a l’ordre n au voisinage de a, noté aussi un

DL, (a), s’ existe des réels ay, ..., a,, tels que :

fx) = ag+a;(x—a)+ay(z—a)?+..+a,(x—a)"+o((x—a)").

r—a

L’expression polynémiale P(z —a) = ay + a;(x —a) +ay(z —a)? +... + a,,(z — a)™ est appelé
L la partie réguliere du développement limité.

Plus n est grand, plus la quantité (x —a)™ est petite au voisinage de a. Du coup, plus n est grand,
plus I'approximation de f obtenue au voisinage de a est précise :

L’ordre n du o((x —a)™) contréle lerreur de l’approximation.

Remaraues :

— On note toujours R, [X] I’ensemble des polynémes de degré au plus n et & coefficients réels.
n
— OnaP(X)= Z a,X* € R[X]. Dans la pratique on ne développe jamais les termes (z — a)*
k=0

ce qui n’aurait aucun intérét.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI : Analyse asymplotique 10|
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— Lereste du DL, (a) i.e. o ((z — a)™), donne l'ordre du développement et peut aussi se mettre,
suivant les besoins, sous la forme (x —a)"e(z) ou lim e(x) = 0.
r—a

( )\
Exemples 9 :
s sin(z) = 0Tt o(z) : DL, (0) de sin(z), sa partie réguliére est x.
xr—
o1
. e x? . i
» Comme lim = lim we*=0alors e 22 = o(z?).
x—0 xQ u:% U——00 x—0
xT

1
C’est un DL, (0) de e =2 au voisinage de 0 dont la partie réguliére est nulle.

Exercice 22 : Comment s’écrit le développement limité d’ordre k¥ € N d’un polynéme au voisi-
nage de 07

Correction : %%@%WMWQ%WMWW(&&m&@mmM
u/mo(l’k) muo«/:wrwxa,edeo

. 1 ..
Exercice 3 (DL de 0 au voisinage de 0) : Montrer que
x

1
= l+z+z*+..2"+o0(z")
1—=x a:—)O
n
= zF 4o ().
x%OkZO
: L 1 "
Correction : Run tout z € R\ {1}, Y ot = = =Y ok 4 x "
= 1—x 1—x = 1—x
. €T ~ €z n — n
@’1,, ilir(l)l—l' =0 <= 1_1.00:00(1) enfraimne 1—» X T w:OO(x )
On, olitient. -

n
1« 021‘ +atxo(l) =3 ot +o(
— T T

k=0

Méthode | (Translation et troncsture) :

flz+a) =, G0 +az + ayz® + ...+ a,z" +o(z").

l@%WWmMWW&WH%WMWW&%
ondmmgémmmgn%wﬂ&wntgeob@umdedeﬁnémmmm+letn.
%Mm%amwmwf@@mn

ve. f(x) = 4 +a(x—a)+..+a,(z—a)" +o ((x—a) ) alorw, powy M <

f(z) =, Gt a(z—a)+ ...+ a,(x—a)" +o((r—a)™) et un dmel)omwjmp/nl? @u—

\_ mits de f & Lordre m. y
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Théoréme IO (Unicité du développement limité) :  Si f admet un développement limité
au voisinage d’un réel a alors celui-ci est unique.

Pre.uve:ﬁooagnbf: IHR@EGETQRSDWwaWMWWMW

dmﬂmdb,d@'mnmuo&mno%edea:

f(x) = ag+a(z—a)+..+a,(r—a)" +o((z—-a)")

T—a

= by+b(z—a)+..+b,(x—a)"+o((zr—a)).

J\robomp@evﬁm,wmdmwwap#bp.ﬁTW%MMTu&%kAﬂm&bwnmdglmnm
o a,(z —a)’ +o((r—a)?) = b,(z—a)l +o((x—a)?’) = a,—b, = o(1).

Tr—a rT—a

@map:bpw%kmmg'wmmp
ewnMVpGHO;nﬂ,GPpretpedéwe&)rme&mwé%bw. _I

Corollaire IOl (Parité/Imparité) :  Soit f : T — R une fonction ou 0 € T et I est un
intervalle symétrique par rapport a 0.

m Si fest paire et posséde un développement limité au voisinage de 0, alors les coefficients
de rang impair sont nuls.

m Si f est impaire et possede un développement limité au voisinage de 0, alors les coeffi-
cients de rang pair sont nuls.

|— Preuve:i'mmm&%mw%t%&@@ﬁemm.

f(x) = ag+a;x+ay2® + ... + a, 2" +o (z")

r—a

f(=2) = ay—a;x+ayz? + ...+ (—1)"a,z" +o(z")
Tr—a

- S%f%twafwwf(m):f(—x)mww

e o5

_S‘z,f%bvamheoQohbf) —f(—2) enbraine

H Gopt1 = —Qoptr1 = Ggpi =0.

n
VpE[[ {5]] Ay, = —0y, = ag, = 0.

s 2
Exemple O : Reprenons I’ exenple (3) , en composant & droite par  — 2, on obtient :

1
14+22 2

(—JIQ)k +o0 ((_$2)n)

0

Ll

s

A ( 1)kx2k +O($2n)

8
L

=0

)—‘a'

24zt + L+ (D)2 o (227).

Ll

x

Tous les coefficients de rangs impairs sont nuls.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI : Analyse asymptotique 12 |
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Le résultat suivant est une conséquence immédiate des définitions de la continuité et de la déri-
vabilité en un point.

( )
Théoréme Il (Développement limité et continuité/dérivagilité) :  Soient f: I+ R une
fonction et a € I.

m [ est continue en a si, et seulement si f posséde un développement limité a ’ordre 0 au
voisinage de a.
Précisément, dans ce cas : f(x) = f(a)+o(1).
T—a
m [ est dérivable en a si, et seulement si f possede un développement limité a ’ordre 1

au voisinage de a.

Précisément, dans ce cas : f(x) = fla)+ f(a)(z —a) + o(x —a).

En reconnaissant la droite d’équation y = f(a) + f'(a)(z — a), les développements limités pro-
longent ainsi naturellement la notion de tangente a la courbe de f en un point a.

|— Pr‘euve_ Co nesulbat o %@@ngwmumﬂm%w@m@

- fejatwnbvrw,eeym a <— ilg}lf(l')ztf(a)
= lim f(z) - f(a) =0
= f@) - fa) = o1

)
= f() = fla)+o((z—a))

(
= [ admet un DLy(a).
— f oot dérinwalle on a < limM:f/(a)

T—a Tr—a
= fm 5. f(@ e ()

= @) = flo)+ (@)@ —a)+olx—a)

= fezatd@moﬁ@e%a.
—

Remarque : Dans un développement limité de f au voisinage de a, le coefficient d’ordre 0 est
TOUJOURS f(a) et celui d’ordre 1, TOUJOURS f’(a).

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI : Analyse asymptotique 13 |
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Le théoréme (11) ne va pas plus loin et il existe des fonctions admettant des
développements limités d’ordre supérieur a deux au voisinage d’un point a sans étre
deux fois dérivables en ce point.

1
Par exemple, considérons la fonction f définie sur R* par f(z) = 23 sin <7> Comme
x
la fonction sin est bornée,
3. (1 2 (1 2
flz)=a’sin(—) =2 asin(—) ]| =0(2?). (XXI.1)
x x

Ainsi, fadmet le développement limité a 'ordre 2 en 0 suivant :

ATTENTION f(z) = 0+40z+02%+o0(a?).

Or, il est facile de montrer que f est dérivable sur RY et sur R*, avec

1 1
[/ (x) = 3z%sin (—) — X CoS (—) = o(l). (XXI.2)
x xr) x=—0

Avec (XXI.1), f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0, et ce prolon-
gement est également dérivable en 0 avec f'(0) = 0 d’apres (XXI.2).

! — /(0 1 1
M = 3xsin <—> — cos (—) n’a pas de limite en 0.

z—0 T T

La fonction f, bien qu’admettant un développement limité & I'ordre 2, n’est pas deux
fois dérivable en 0.

Or,

Primitivation des développements limités

On commence par un lemme simple avant la version plus générale :

Lenyve | - Soient g€ 2 (I;R), a €l et n € N.
Si g’ (x) =0 ((x —a)™) alors g(z) s g(a) +o((z—a)™).

Preuve :%«'J&xEI\{a}.fa,gom@Umgebtoomhmuem [a; 2] o devmsalle sun Ja; 2] Bldone,
|_d/lo11)1@d, Q@ [ﬂ,eoh' Some deb acchoibbemenkt KA/M& :

e, €lasaf, g(x) —gla) = ¢'(c,)(z —a).

Ok, ¢, €la;a][=> limc, =a

T—a
¢(@) = ol(a—a)")
@. ol g(m) —g(a) _ g (cm)M — ki g/<0x> Cp — a|n 0
ow 1M ([——————|=1m |——————| = 11n .
T—a (:[; — a>n+1 T—a n>< T—a (Cac — a)n xr—a
( —CL) — 30 <1

iLe.

|3]. ou [z;a] et ]z ;al respectivement.
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Théoréme [ (Primitivation des développements limités) : Soient f € Z(I;R) et a € 1.
Si f° possede un développement limité & lordre n au voisinage de a,
n
fl(xz) = Zak(m —a)k + o((x —a)") avec ag, .., a, € R alors f possede un déve-
r—a

-0
loppement limité a 'ordre n 4+ 1 au voisinage de a :

f@) = fla)+

2 k;cff : T — a>k+1 +0 ((x _ a)n+1) .

On peut donc toujours primitiver terme a terme le développement limité d’une dérivée!

On prendra garde au fait que le premier coefficient est alors f(a).

|— Preuve : go/@ompbmg x+— f(x Zn:
olp}wuee@a@ozmg s x— f(x Zak x—a) ozn,o,,[xan%otﬁém@, g’(w)xiao((w—a)”).

@a/[m%ge , on a done g(x) — g(a)
(" N\

n—1
zk + o(z™1), alors
k=0

Exemple | (DL de In(1 + z) au voisinace de 0) :  Comme

1:0
1 Tl

o oo E (=1)*z* + o(z™!) par composition a droite par x +— —z puis, par primitivation et avec
€Tr x—
k=0

In(1+0)=Inl1=0:

== T+ T ()T ho(). (Remeraue :(-1)" = (1))
N 7

Exercice 4 (DL de tan(z) au voisinaae de 0) :

A partir de la relation tan’(x) = 1 + tan?(z) trouver un DLy au voisinage de 0 de tan(z).

Correction : Comme tan(0) = 0, on o

tan(z) = 0+o(1)

z—0

@om/metan’()—l—i—tan ,e/rvr)u/nvb\/w/nb

=, oto(@ =z(l+o(1))

Fo, meme nelation donne encone

tan’(z) = 1 + tan(x) = 1+ 22 (1+0(1))2 = 1+2% 4o (2?)

z—0 z—0

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI : Analyse asymplotique 15 |
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2
tan(x) = x+%x3+o(:ﬂ3) =0x<1+x3+o(x2)>

z—0 T—

z—0 x—0

x? ° 272
tan’(z) = 1 + tan?(z) = 1+ 22 (1+3+o(1¢2)> = 1+22 (1+3+o(a¢2)>
4

2
= 1+x2+%+o(x4)

z—0
tan(z) - $+39€ +15 5 +o(z°) =z (.. +o(2))

&mwﬂmw&mmammaww&m@m@o«mm&mdmww

comvme €XP, COS, ..

?mexpm&ihomdurno%mdegw{i ) , on thousenail succebbivemenk :

e’ = 1+40(1) =(e”)
z—0
e’ = 1+az+o(x) =(e”)
z—0
1 N
R R R = (e")
1 1
T — 1 = .3 _ z\/
r = —|—x+2x + 55 +o(2?) (e*)
e’ = 1+ax+.. —l——m"—&—o( ) =(e”)

R emarque :Ewm@mmdem%rmnmbm%w@@@mmmtane&m@m.

‘ Formule de Taylor-Young

Il est grand temps de se demander sous quelles conditions une fonction fadmet un développement
limité : Le théoréme de Taylor [*/-Young [°/ va y répondre.

4 N\
Théoréme I3 (Formule de Taylor-Youna) :  Soient n € N et a € L.

Si f € €™ (I;R) alors f admet un développement limité a 'ordre n au voisinage de a et, plus

précisément :
f(k k n
x:az —a)*+o((x—a)")
" (n)

= f@+ @0+ 2w a2+ + Doy o @ —ap).

A AR = f(k) (a) k p A
Le polynéme P, définit par P, (X) = o (X — a)" est appelé polynome de Taylor

k=0 :

9 d’ordre n associé & f au point a.
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Vocearulaire : On emploie parfois le terme série de Taylor associée a f en a pour désigner la suite

k=0 neN
Preuve:f@dmwwhmvwgawrmmumm@mn.
Evmnzo,mwbd%awfmmmmd@%m&m@@gmo

?Wb%m@a@mmwwn&wadecyom%n+l?@d@uueef’%tdmdecﬁom
%"ml&,rmﬂwolﬂémdemmm:

n_ (0 (g
7(f)k( )(x—a)k—l-o((x—a)")

ra £ gl
2 fR (a) n
= T(ﬂf—a)’“wLo((ﬂc—a) )
k=0 :

@'WQ@ théoréme (12) @WWMMWW@W on a aussitst :

n f(k:+1)(a) (x _ a)k+1

f@) = f@)+Y ro((@—a))

r—a — P
n_ p(k+1)
ERICED I ey A
=0
n+1 (k) a
voa Z fk'()(x — a)k +o ((1: _ a)”*l)
=0 '

—

|4]. Brook Taylor est un homme de science anglais, né & Edmonton, aujourd’hui un quartier de Londres, le 18
aolt 1685, et mort a Londres le 29 décembre 1731.

Principalement connu comme mathématicien, il s’intéressa aussi & la musique, & la peinture et a la religion.

Il ajouta aux mathématiques une nouvelle branche appelée « calcul de différences finies », inventa ’intégration
par parties, et découvrit les séries appelées « développements de Taylor ». Ses idées furent publiées dans son livre
de 1715, Methodus incrementorum directa et inversa.

La premiere mention par Taylor de ce qui est appelé aujourd’hui théoréeme de Taylor apparait dans une lettre
que ce dernier écrivit & Machin le 26 juillet 1712. Dans cette lettre, Taylor explique clairement d’ou lui est venue
cette idée, c’est-a-dire d’'un commentaire que fit Machin au Child’s Coffeehouse, utilisant les « séries de Sir Isaac
Newton » pour résoudre un probléme de Kepler, et utilisant également « les méthodes du Dr Halley ®Jpour
extraire les racines » d’équations polynomiales.

La publication de 1715 donne deux versions du « théoreme de Taylor ». Dans la premiere version, le théoreme
apparait dans la Proposition 11 qui est une généralisation des méthodes de Halley d’approximation de racines de
I’équation de Kepler, ce qui allait bientot devenir une conséquence des séries de Bernoulli. C’est cette version
qui a été inspirée par les conversations du Coffeehouse décrites précédemment. Dans la seconde version se trouve
le Corollaire 2 de la Proposition 7 et qui est une méthode pour trouver davantage de solutions des équations
fluxionnelles dans les séries infinies. Taylor était le premier & découvrir ce résultat.

|5]. Thomas Young (13 juin 1773 a Milverton (Somerset) - 10 mai 1829 & Londres), est un physicien, médecin
et égyptologue britannique.

Son excellence dans de nombreux domaines non reliés fait qu’il est considéré comme un polymathe, au méme
titre par exemple que Léonard de Vinci, Gottfried Wilhelm Leibniz ou Francis Bacon. Son savoir était si
vaste qu’il fut connu sous le nom de phénoméne Young.

Il exerca la médecine toute sa vie, mais il est surtout connu pour sa définition du module de Young en science
des matériaux et pour son expérience des fentes de Young en optique, dans laquelle il mit en évidence et interpréta
le phénomene d’interférences lumineuses.

Il s’intéressa également a ’égyptologie en participant a ’étude de la pierre de Rosette.

|6]. Celui de la comeéte oui!

&Wm%tmﬂamm.ﬂmg&mﬂ@%rmwwnew
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R.emaraues et commentaires importants

m Le développement de Taylor a 'ordre 1 au voisinage de a n’est rien d’autre que I'expression
de la droite tangente & la courbe de f en a.

Les développements de Taylor sont donc a voir comme une généralisation polynomiale de
la droite tangente, aux ordres supérieurs.

On pourra notamment vérifier par récurrence sur n € N que, ¥V k € [0;n], P% (a) = f*(a).

m La formule de Taylor-Young ne donne qu’'une information locale au voisinage de a.

Pour un comportement global, il est nécessaire d’estimer I’erreur faite en approchant f par

n o fk) (g

son développement de Taylor Z / k:'( )(a: — a)* au voisinage de a. Nous répondrons &
k=0 :

cette question en fin d’année avec un résultat connu sous le nom de « formule de Taylor-

Lagrange ».

En aucun cas, elle ne peut étre utilisée pour une étude globale mais localement il
s’agit de la meilleure approximation par un polynoéme de degré au plus n.

Méme si f est de classe €°° sur I, on n’est pas assuré que le développement de

Tayl s f lors ) s .
ATTENTION aylor tende vers f lorsque n tend vers 400

1
Par exemple, la fonction f: R — R définie par f(xz) = e 22 est de classe €
sur R dont toutes les dérivées sont nulles en 0 i.e. son développement limité en 0

a tout ordre est nul sans que la fonction f ne le soit < f(1) = 7>.
e

m Le théoréme (13) est avant tout un théoréme d’existence des développements limités.

Sur cette question, nous disposons a présent de deux équivalences et d’une implication
(seulement) :

f continue Existence d’un développement limité a I'ordre 0.
f dérivable
f de classe "

f de classe €

Existence d’un développement limité a 'ordre 1.

Existence d’un développement limité a 'ordre n.

L

Existence d’un développement limité & tout ordre.

La réciproque n’est pas du tout vraie, il existe des fonctions qui admettent par
exemple des développements limités a tout ordre en 0 sans étre de classe €°.

Par exemple, la fonction définie en (XXI.1) par
f: R — R (XXL3)
1
23 sin <7> ,six#0
x
0 ,siz =0

ATTENTION

xr

admet un développement limité (nul) & 'ordre 2 en 0 sans étre de classe €2 dans
un voisinage de 0.

m Retenez aussi que 'existence d’'un DL & I'ordre n au voisinage de a n’implique pas I'existence
de la dérivée n®™¢ de f en a comme pour la fonction définie en (XXI.3).

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI : Analyse asymplotique 18|
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m Ainsi, tous les DL ne sont pas obtenus par la formule de Taylor-Young. Je le redis, le lien
entre existence du DL, et de la dérivée n®™ n’est vrai que pour les tous petits ordres n = 0
et n =1 et ¢a s’arréte la!

Exercice S (DL de e® au voisinaae de 0) :

‘ Donner le développement limité de e® au voisinage de 0.
En déduire ceux de ch (x) et sh (x).

Correction :
‘ %WW%@M?”MRWWREN&%@:

"(0) = (e")(0) = 1.

—
o}
8
~—

@O’T\D H
n__k
xT — T n
© x:ozﬁ—’_o(‘r )
k=0
$2 3 n
= 142+ 5+ —+..+ — +o(a")
z—0 2 6 !
2] eu i ch et sh sont i Do, i i b i i de 0 ielle. Dos,
T\,amm vm/[\am
n 2k ,
ch(z) = +o ("
;aokz:%(%z)' ( )
+ﬁ+x—4+ + - + o (2")
es0- 2 24 T (2n)]
n p2k+l _—
— n-+
sh(z) TZO;(2k+1)l+O(I )
1‘3 J)S J)2"+1 _—
m:ox+6+1720+“'+(2n+1)!+°<$ )

(e

xemple 12 (DL de (1 + z)® au voisinaae de 0) : Pour tous a € R et n € N, la fonction
x> (14 2)* est de classe €™ sur | — 1;+oo[ et, Vk € [0;n], sa dérivée k™ Cest :

g afa—1)(a—2) .. (a—k+1)(1+2)* "

D’apres la formule de Taylor-Young, on a alors :

=1l
(1+x)"‘:1+aaz+a(a2 )x2+ 5 3+ ...

Remarques :

= Lorsque a« € N, Vk € [0; ],

(a) ol —1) (o —2) ... (@ —k+1)

Dans ce cas et ce cas seulement, le développement limité de (1 + x)® lorsque x tend vers 0 est tout
simplement le développement de la formule du binéme.

Conclusion : Quand vous cherchez un développement limité de (1 + x)® a l'ordre 3 lorsque z tend
vers 0, utilisez simplement la formule du binéme :

\ (1+ )% =145z + 10z? + 10z + 5z* + z° = 1+ 5z + 102> + o (z?) . )
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/

Pour a € 7*, le développement limité de ——
(1+z)«

—(a + 1)®™€ de celui de

n

1
— =, 2 D"

1+ x) =

—a—1

De maniere « plus synthétique » :
k—a—1

(

Lorsque o € R*, on généralise les coefficients binomiaux en posant :

Vke[0;n], (Z) =

On réécrit alors le développement limité de (1 + x)* :

i (Z) zk +o0(z").

ala—1)(a—2)...(a—k+1)
k!

(1+x)”

w:O

.

est, au signe pres, la dérivée terme a terme

i.e. on peut donc dériver une série géométrique.

> zF +o(z™).

\

k=0
Exercice £ (DL de cos(x) et sin(z) au voisinaae de 0)
Pour tout k € N, calculer cos®) (0) et sin®(0).

E En déduire les développements limités au voisinage de 0 des fonctions cosinus et sinus.

Correction :
k k
Pun tous k€N &b z € R cos™ (z) = cos (er g) et sin® (z) = sin (er ?ﬂ), donc :
cos®(0) = (=1)F - sin®®(0) = 0
cos2F+1)(0) 0 sin2k+1(0) (—1)k
- g2t 2
cos(z) = (—1) +o(z"
R 220
— =+ 4.+ (—D)m 2n
T T S (2n)!+°(x )
n . w2kl -
sin(x) = (=) ———— 4o ("
x—0 =0 (Qk =+ 1)' ( )
o R— 2+l
- r-= e () 2n+1y
S0 Tt W gy o)

Remaraue :G%m%%m@uwm%%ymd'mwaww

~N

Exemple 13 (DL de tan(z) au voisinaae de 0) :

La fonction tangente est de classe au moins €2 sur

] ™ T
272
D’apres la formule de Taylor-Young, il reste a calculer ses quatre premieéres dérivées en 0.

[ donc posseéde un développement limité a ’ordre 3 au voisinage de 0.

tan”(0) = 2tan’(0) tan(0)

=0,
tan(0) = 0, et tan”(0) = 2tan’(0) + 6 tan’(0) tan?(0)
tan’(0) = 1 + tan?(0) = 1, —9
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3
Donc tan(z) =+ % + o0 (z?).
z—

On peut déterminer explicitement un développement limité de tangente a tout ordre au voisinage de 0, mais
le résultat est compliqué, pas bien utile et hors programme.

Pour le plaisir : Si jamais vous étiez tentés de penser que le développement limité en 0 de
tangente n’est pas si compliqué, le voici :

" 22k (22F — 1)B
tan(ac) — ( ) 2k

50 2 (2k)!

‘,L.Qkfl +0 (l,anl)

0T Ty Ty T

ou les nombres B,, apparaissant dans le développement de tan(z) sont les nombres de Bernoulli
définis par la formule explicite :

B, — Z(_1>kk+ - (k:' Z(_1)k—3 (]) J”) = 2 Frl }:0(—1)3 (j) J".

J

Dérivation des développements limités

La dérivation de développements limités se passe moins bien que l'intégration. En effet, controler
I'intégrale d’un petit o se fait bien, par majoration : si un terme est petit, son intégrale aussi, sur
un intervalle donné.

En revanche, un terme peut étre petit, mais avoir de tres fortes variations locales (petites oscil-
lations tres pentues). Ainsi, la dérivation d’un petit o n’est en général pas controlable.

Il faut, de ce fait, des hypotheses fortes pour pouvoir dériver un développement limité, en reve-
nant a la formule de Taylor-Young.

( )
Théoréme 4 (Dérivation des développements limités (Admis)) : Soient f € Z(I;R) et
a€l

Si f admet un développement limité & 'ordre n € N au voisinage de a et si sa dérivée f’
y admet également un développement limité a I'ordre n — 1 alors, la partie principale du
développement limité de f’ est la dérivée de celle du développement limité de f au voisinage
de a.

f’ admette un développement limité a ’ordre n — 1.

.
1
3 . s . = o /,3 . - o _
ATTENTION La fonction définie par f(z) = x° sin <$> en (XXI.3) avec f(0) = 0, admet un DL,(0)

sans que sa dérivée admette un DL, (0).

qu’elle n’est pas.

Pour pouvoir dériver un DL, il est nécessaire que la dérivée admette elle-méme un développement
limité et dans ce cas et seulement celui-la, son DL sera la dérivée de sa primitive. C’est ce que
dit le théoreme.

Il se peut tres bien, hélas, que f admette un développement limité a 'ordre n sans que

En effet, si c’était le cas, en vertu du théoréme (11), f’ serait dérivable en 0, ce
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4 )

. ) 1
Exemple 4+ (DL de gl — 8U Vvoisinace de 0) : Pour tout n € N, z — 1 est de classe €1

sur | —oo;1[ et on a:

1 n+1
= = zF +o(z™H).
— T z=—0 o
1
La fonction £ — ———— est de classe au moins €™ sur | — 0o ; 1[ donc admet un développement limité en

(1—z)?
0 d’apres le théoréme (13).

On peut donc appliquer le théoréme (14) et on a :

kxk1 +o(z™)

(k+1)z* +o(zn)

k=0
= 1+2x+322+423+ ...+ (n+ 1)z +o(z").
xr—

. .

Exercice 7 (DL de tan(z) au voisinaae de 0) : A partir de la relation
tan’(z) = 1 + tan?(z),
retrouver un DLy au voisinage de 0 de la fonction tangente.

Correction : ?WW%WWWMMW%@Q@%@@M

tan(x) =, atbr+ cx? +dad + ez + fad +o(25).

T—
Mdlaﬁm&%@om&mwwmmmh@ma:
tan(—z) =, a—br+ cx? —da® + ex* — fa® +o(2°).

f'wmmma@%%wwezuw@ammn(—x)z—tan(x)mmmmwawmmz a=c=e=0.
@er/nJaHmtan’(x)zl—l—tanQ(x),mdédmbmtd'oﬂmdw&,déméedetanwﬁwtwd@%ww
Ww%tm@@mdew&md@tan(x)wwd@qw

b+ 3dx?® + 5fzt +o (2?) - 1+ (bz +dx® + faz° +o (2°) )2

r—

O%d@ue@w@&mmmﬁmmwm@%m&mw@maa

= 1+ b z? + 2bdz* +o (2°)

chvu eits du da ) t?' 't’,&m a; ts, somk Zt' du bs ) . .
b o= 1
b o= 1 1
{Bd:b2 =4 =3
5f = 2bd 5
f= 1

x3 2 . 5
On netrowse done tan(z) Sttt + o (2°).
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\ Développements usuels

Les formules du tableau qui suit doivent étre connues par cceur, sans délai et sans la moindre
hésitation.

Pour les fonctions paires, les développements limités sont donnés a 'ordre 2n pour tout n € N,
mais par exemple, puisque vous connaissez un développement limité de la fonction cosinus au
voisinage de 0 aux ordres 0, 2, 4, 6, ..bien siir que vous en connaissez un a l'ordre 1, 3, 5, 7, ...il
suffit de tronquer au bon endroit :

72
cos(x) =1 5 to (2?)
2
1 3
x:01 2 +O<CU)

Notez bien que ce développement est plus fin que le développement a I'ordre 2,

Sur le développement a l’ordre 3, on ne voit pas de terme d’ordre 3 mais ce n’est qu’ une impression,
il y a un terme d’ordre 3, avec un coefficient 0.

A Tordre 2, c’est différent, on ne voit pas de terme d’ordre 3 parce qu’un tel terme est réellement
invisible a ce niveau de précision.

1
T2 oo ;karo(a:") zol+az+x2+...x"+o(:c")
1 _ . ko .k _ 2
153 o0 ;)( DFfxF +o(z™) o l—z+2?+...(—1)"z™ +o0(x™)
n oy TF 22 23 "
— _ +1= n — = - _ n+l" n
n(l+a) = ;( DEI==to(a) = @— Tt ot (D) o (e,
n 2k+1 3 5 7 2n+1
_ _\& T 2nt2y _ L T T _1\n T 2n+2
arctan(z) o ;( 1) Y] +o(z )m—>0x 3t 3 - +...+(=1) Tl +o(x ).
-1 —2)..(ax— 1
(1+x)a — 1+O¢$+M$2+ +O¢(Oé )(Ot ) (Oé n -+ )x"+o(a:")
z—0 2 n!
Uy et «
— Z zF +o(x™) ou est le coefficient du bindme généralisé & o € R
x—0 k=0 k k
= R R
1 1 1 1x3x..%x(2n—23)
Vitaw = 14 -z——a?+-—ad+..+(=1)"! n ).
Trs, rgrogt tg® Tt axdxoxan Lo

k $2 3 n

X
+o(z™) fol—i-m—i—?—l—?—ﬁ—...—ﬁ—ﬁ—ﬁ—o(a:”).

(—1)k$2k — 1172 134 (_1)n$2n
n = 1—— — —_—
(2Kk)! Fo(eh) Sl- g ot t (2n)!

= T—— 4 +..+

~ 7 2n+2
2k + 1)! 2500 6 120 (2n+1)! +o(=57).

n
>
k=0

n
>
k=0

sin(z) = i(_l)kxzkﬂ +0($2n+2) x3 x® M
k=0
>
k=0
>

_ x 2n+1 — 1137 i z 2n+1
ch (z) o 28! +o(z )I:()1+ 5 +24+...+(2n)! +o(z ).
x2k}+1 IE3 x5 a:2’n+1
sh — 2n+2 — pady 2n+2 .
s (oc)EHO k:0(2k+1)!+0(:0 )zﬁoaz—O— 6 +120+ +(2n+1)!+0($ )
x3  2z% 177 s
tan(:v)z:() T +o(x?®)
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Tout a déja été fait mais pour que vous reteniez bien les méthodes, un petit résumé :

N n 1— ]ITH_I
‘ @ A partir de la série géométrique g zk = 2 pour x # 1, on obtient :
: —x
k=0

1

@ En composant & droite par z +— —x dans (=), on a :

1 n
— -1 k.k ny 1
2y (e ()
(<) En intégrant terme & terme (H%) :
n 2k
In(l+2x) = (—l)kH? +o(z"). (In(1+x2))
z—0 ]

(4) En composant & droite par z — z? dans (H%), ona:

1 - n 1
1+ 22 20 2;(_1)%% +o(#™). (7722)
(=) En intégrant terme & terme (j7z) :
n 2k
arctan(z) = Z(—l)ka 1 + o (2. (arctan(x))

(®) En revenant au théoréme (13), on a montré a I’ exenple (12) :

z—0 =0

(1+2)* = zn: <Zé> zF +o(z"). (14 x))
R

Q -1 .. (a—k+1
ou ( ) = ola ) ];la +1) est le coefficient du bindme généralisé.
] !

1
() Avec o = 3 a partir de ((1+4 x)®) on trouve :

- 1Xx3X...x(2k—23)
V1 =1 —1)kt
T S +kz::1( ) 2 x4 x..x(2k)

x® + o (2m) (V1+x)

1 1 1 1x3x%x..x(2n—3)
= 14+ -z—-2?+ a3+ .+ (=1)""!
ol TRt TR gt et U S e

" +o(z").

(%) En revenant au théoréme (13), on a montré dans I’ exercice (5) et 1’ exercice (6) :

x l’i n T
e )
n ( 1>kx2kz S
cos(x) =, kz::O ol + o ("t (cos(zx))
no(—1 k.2k+1
sin(x) = 2 ((2l<):f1)' + o0 (22712) (sin(z))
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(v) En prenant la partie paire et impaire de (e) :

- ‘T2k n+1

ch (x) =, 2 (21 + o (2?1, (ch(z))
ozt 2n+2

sh (z) = kz::o I + o (z2"?). (sh(z))

Enfin le développement limité de tan(z) au voisinage de 0 se trouve de plusieurs maniére :
(®) Comme quotient des développements limités de sin(z) par cos(z) a
" exercice (11) .
() A partir de la relation tan’(z) = 1+ tan?(z) et par unicité des développements limités
a1’ exemple (13) .
@ En mettant en pratique la méthode exposée lors de la remarque a
" exercice (4) .

@ Par primitivation du développement limité de trouvé a 1’ exercice (12) .

cos?(x)
Ls, 2 5 5
tan(x) ziox+§m —l—ﬁx +o(z°).

‘ Opérations sur les développements limités
On se limite dans tout ce paragraphe a des développements limités en 0; les fonctions usuelles
étant développées en ce point.

On se rameénera, en pratique, systématiquement a ce cas par changement de variable.

— En effet, si f admet un développement limité a l'ordre n au voisinage de a, noté DL, (a),
sous la forme :

f@) = 3 aye—a)t o —a)m),
k=0

alors, en posant * = a + h, la fonction h +— f(a+ h) admet un DL,, au voisinage de 0 sous
la forme :

fla+h) o iakhk +o(h™).
k=0

1 1
— Si f est définie au voisinage de 400, on pourra poser h = —, la fonction h > f (E) admet
x

alors un DL,, au voisinage de 0 sous la forme :
1 Z 1 1
-] = —+4o|l—].
f(h) hs0 ,;J“’“hk - (hn)
1
On dit alors que f admet un développement asymptotique en 7 d’ordre n en 400 et on
remarquera que la partie réguliere n’est pas un polynéme en x mais en —.

x
Exercice & (DL de In(z) au voisinaae de 2) : Donner un DL, de In(z) au voisinage de 2.

Correction : @nWﬂ@mQ@er@@ém@%OtaﬂﬁmmcR@mamnymtdeuma%I=2+h.
de@weﬂorwb&mbédeln(x)d@mdneBmewdm?nmnboﬂwwd,Mmm

d@uegoﬁxmmb&mmédeln(2+h)d®mdhe3w@ht@ndm0:

In(2+h)=1In (2 X (1 + g)) =1In(2) + In <1 + g)

h h* K3 3
o IH(Q) + 57 %] + BY1 +0(h )
r—2 (x—2)2 (v—-2)3 ‘
In(z) = In(2) + 5~ g + 5i +o((z—2)%).
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e A"
Proposition IS (Opérations aleéeriaues) :  Soient f et g deux fonctions admettant un
développement limité a 'ordre n € N au voisinage de 0 :

f(z) = P(z)+o(z™) et glx) = Q(x)+o(z") ouP, Q€ R[X].
r—a r—a

m VA eR, Af + g admet un développement limité d’ordre n au voisinage de a dont la
partie réguliere est AP(z) + Q(x).

= fg admet un développement limité d’ordre n au voisinage de a dont la partie réguliere
est P(x) x Q(z) tronqué a l'ordre n.

Preuve:ﬂjm%mdmwnﬁom&/md%bwm@mwm%mde
deucs o (27) dant un o (2") dapres lo proposition (6) o fes etk o oot let consbantes

MM:@M@@ d'o,{m 0o proposition (5) .

Rur lo poduit, o1 () = P(x) +o(a") o g(x) = Q) +o(a") o

—a

f@)g(z) = P()Qr) +o ("),

m@%@o@md'mww@nmmo(xn)etwmmm_w

Exemples IS

—

N

s Le DL de © — e® + cos(z) en 0 est :

1 1 1
Z = 92 3 4 5 5)
e” + cos(x) o2t et e+ 5t + o5 + o0 (z®)

= Pour les produits, on se contente, en pratique, de développer le produit des polynémes en omettant
d’écrire les termes de degré supérieur a ’ordre recherché pour le DL.

Ainsi, le DL en 0 de la fonction « > e® cos(x) est :

1 1 1 1 1 1
e®cos(x) = (1—1—93—!—73:2+fx3+—x4+—x5+0(x5)> (1—7x2+—m4+o(a:5))

-0 2 6 24 120 2 24
1 1 1
= 1+x—§m3—6x4—%$5+0($5).

Exercice 9 : Donner un DL, (0) de sh*(z).

Correction : ﬁmww%WdWMwMmemmmme
IWQQDL(O) de sh (z) :
sh(z) = z+...4+o(x).

x—0

ﬂ:@ar/\u}bbommllj&WW%%MDLWKA&W4M.@%WW%M@
A@ueﬁoﬁmsh(x)a@'mutmmmwm@memmd%mﬂa&m&bmwmw
& T

4

sh*(z) = <x+x6+o(1’4))4 = <$2+§+0(1’5))2

z:O

Pas de propriété tres rigoureuse a énoncer dans le cas d’une composée de deux fonctions, mais en
pratique, on sait calculer le DL,, de (g f)(x) en f(a) en remplacant dans le DL,, de g en f(a),
la valeur de = par celle de f(x).
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Comme on travaillera essentiellement avec des DL en 0, attention a ne pas composer
ATTENTION par une fonction qui n’a pas une limite nulle quand z tend vers 0!

On justifiera bien que 'on a bien un o (1) avant d’utiliser les DL usuels en 0.

( )
Proposition |6 (Composition) : Soient fet g deux fonctions admettant un développement
limité a 'ordre n € N au voisinage de 0 :

f(z) = P(xz)+o(z™) et g(x) = Q(z) +o(z™) on P, Q € R[X].

Si lirr(l) g(z) = 0 alors f o g admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0 dont
r—

la partie réguliere est (P o Q)(x).
\,

|— 'Pr‘euve:oyouncﬂzé%em@%fnotoﬂommmwn=2:
f(z)

= a+br+ca®+o(2?) & g(z) = az+ 22 +o(2?).
x—0 ——:P(x) z—0 _/—W

Do flg(x) = a+blaw+Ba? +o(a?)) + claw + B + o (a?) )’

) +o((az+ 22 +0(22))")

— 2
z—>00(x )

En tronquant & bordne 2
= ot baz + (bB + ca?)z? +o (2?).
P(Q(@)) trongus

& lordre 2.

Remaraue : RBur les bcerl?ﬂue@,

(PoQ)(x) = a+ blax + B2?) + clax + Bz?)?
= a + bax + (bB + ca?)x? + 2cafrd + B2t .

— 2
ac—>00(1‘ )

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI : Analyse asymplotique 27 |



PTSI VINCI - 2024

II. DEVELOPPEMENTS LIMITES

ATTENTION

Lors de la recherche de développements limités de fonctions composées, il faudra
prendre garde a prendre en compte tous les termes du méme ordre.

Par exemple, deux développements limités FAUX pour 'illustration :

2
1
e” :01+m+x—+o(x2) et

5 —1 = z+2*+o(z?).

1—=x x—0

1
FAUX : eT-z ! = eztol@
x—0
ZE2 9
:01+x+?+o(:¢ ).

T—>

1
Les termes d’ordre 2 du DL de T
-z

— 1 n’ont pas été pris en compte.

FAUX : otst = grraroe?)

z—0

= 1+az+a*+o(z?).

z—0

Les termes d’ordre 2 du DL de e* avec u = x + 2 + o (z%) n’ont pas été pris en
compte.

1 2 2
CORRECT : eTz ! = ert# tola?)

L (202 +o(a?)) + 5 (e + DK + &)

Ol—l-a:—i—xQ—i—%(xz)—i-o(xz)

— §2 2
=, 1Tzt + o0 (z?).

Exenple |5 : Cherchons le DLy en 0 de @ — (@),

Inutile d’aller plus loin car v = o(z?),

en tronquant tous les termes d’ordre supérieur a 5.

2
1
ecos(z) — 61,%+ﬂ x4+0(m5)

z—0
x—0
2
zZ 1 4 5
— exe 2 +54® “+o(x3)
x—0

1
= e(1+u+7u2) +o(u?)
2 Nl

x—0
=o(xz5)
x—0

1 1
= e(l—fac2+gx4>+o(ac5),

m:O 2

_ € o € 4 5
o €T 5% T +o0(z")
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Ne pas confondre composition a droite et a gauche.

4
En effet, si In(1 + 22) = z? + % + o (z*) est un développement & l'ordre 4, voire 5,
T—

R o 2 .
en composant & droite, il en est tout autrement de (In(1 4 x))” ou la composition a
lieu a gauche si 'on veut un développement au méme ordre :

2 3 4 2
ATTENTION (In(1+a))* = <x+m+x+x+o(x4)>

z—0 2 3 4

5 5
.2 3,.°2.4_,°.5 5
Syt gat +o(a?)
On remarquera que ’on a pu se contenter d’un DL a l'ordre 4 de In(1+x) pour obtenir
un DL a l'ordre 5 grace a la présence du x dans le développement qui nous a fait gagner
un ordre.

4 )\
Méthode 2 (Développement limité dune réciproque) :

F(0)=0 e f(0) #0.
J%Mf*lwm@mdé%mw@@mnmo.

On, peul U, ddssminsn, e mn%m:&% P2
z=(f"of)(@)+o(z")

Wm+1W@MQ@WWQ@m@W%MDLd@f*1.
i wm%m%tw&wgmde qumd@eroTT@/mﬁ/nL

Exercice IO : Pour z € R, on pose f(z) = ze®”.

Démontrer que f réalise une bijection de R sur R.
Justifier que f~! admet un développement limité a I'ordre 4 en 0.
Donner ce développement limité.

Correction :
%Kom&mf%td@ywﬁﬂemﬂ?ebmd@zmw:
f(z)= (222 +1)e” > 0.
gDerﬂw,Iginmf(x)ZiOOetf%bwnhmw.a%héa&bedmwm@&a‘echmvde[Rbfu)v[R.

f/ﬁwommmmwflw@M%w,ammm%Ww

@nwd'oﬂmdwf_l(()):o.
M&Du}&fﬂ%om@@@ow@:

I y) = ay+by* +cy® +dy* +o(y*).

y—0

On o de FE'W f(z) xiox—l—az?’ + o (z%).
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Posons done y :0m+x3+o(x4). On o dlons
T

_ 3 4
y = ot +o(z*)
y? o % + 2z* +0(I4>

¥ = ot to(a)

z—

v = zt +o ().

z—
Doy,

7 f(x) =, 0+ bz? + (a+c)a® + (2b+ d)zt + o (z4).

r—

O, F1(f(x)) xfo$:x+o<x4)'
?mmmw%wmmmmmwazl, b=0,a+c=0e 2b+d=0.

@«bo@umw%maﬁgm&@immwuwmf*h

() ol y* 4o (yh).

R.emaraue @mm&www%w&%mmww?mg%wﬂu&%w%?@@om&m
ffljMW%WﬁMW&MW%m@QM&WMMDLMmQA.

Proposition 1 (Inversion) :  Soient f une fonction admettant un développement limité a
Pordre n € N au voisinage de 0 et telle que lin% fx)y=a#0.
xr—

1
Alors = admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0 qui s’obtient en compo-

f

1 _
sant le DL,, en 0 de avec celui de M
1+u a

1
et en multipliant par —.
a

\

( DY

|— Preu\/ei(ecvnvnwa#@o%a,:

b
f(z)

1
a

On hmmzo

z—0 a

@om,c, on [wul? OTW @@ Proposition (]6) IV)‘LVL ogbe/rm Qe ’uebugto,b

Méthode 3 (Quotient de développements limités) :

Done e mm%mmmw&&mmm@@gmmel+v
v o= ,wwrm@dem@@ml% = dm&moofmm&@ed@ueﬁor,rmm»t&/m@

Me%ea@%mwdeDL.

\L
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Exemple [T : Cherchons le DLy en 0 de @ — ———.
cos(x)
L. 1
On commence par écrire = - )
oS =m0 —£+im4+o($5)
2 24
En osamtu—gi2 iw 4 4+ o (x®), on applique le DL de = +— en 0 :
1% =73 24 s ppliq 1_2 :
1 2 2
= 1+u+u?+o(u?)
COS T 20
z? i xz* 5
Sott g Tt o)
z? 5 4 5
-0 o Tt ()
o 22 o3 ot zb . 2 . ;
cmw¢%(1+w+5*“€+§z fﬁ+°@>><““5*€ﬁx+°@>)
2 3
_ 2,42 3, ° 5 5
x—ol—f—x—f—x +3m +10:c +o(x%).
. Y.
Exercice | (DL de tan(z) au voisinaae de 0) :
sin(x
Donner un DL;(0) de tan(x) = (z) .
cos(z)

Correction :

@'W 0 exenple (17) on sail déjay que

S +—+3 +o ().
cos(z) ot 2 243: *
%mh@b@r&ia%mgampeWWQedyme&ﬁW\bdeSln %0:
5 23 x°
tana) = <1+2+24x tole ))( PR ))
_ +£3+3 + ( )
B T T
. 1 .
Exercice [2 (DL de ———— au voisinage de 0) :
cos?(x)
1
Donner un DL;(0) de co2(0)’
Correction : @cv[vwb, 0 exemple (17) , on saib d,ea,a/ c1/u,e
x? 5
cos(x) zjol—i_?—’—ﬂx o (@),

%mm%aw&w%@emwmmem%mwa@'ma

azw&%m@eo(ﬁ):
(cosl(x)>2m:0( +?+%x ol >>2
= 1+ 22 +§x +o(xt).
Lo fonction @ +— cos2 MW@QDL4

1
cos?(x) z—0

2
1+a:2+§a:4+o(ac5).

)W@@L&MWW@@W&
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Derniers commenttaires :
— Si f(0) =0, et si fadmet une partie principale d’ordre k, on peut mettre z* en facteur.

Dans ce cas, on est ramené a une fonction x — f(x) = x¥g(x) ol g se prolonge en une
fonction ne s’annulant pas en 0 et & laquelle on peut donc appliquer les méthodes précédentes
pour obtenir un développement limité d’expression de la forme
1 1
= — X

1
fl@) b g(x)
Comme on divise par z*, on obtiendra en fait un développement contenant également des
puissances négatives de z. Ce n’est donc pas un DL & proprement parler mais ce qu’on

appelle un développement asymptotique. On en reparlera un peu plus loin (c¢f. para-
araphe (V.4)).

k

1 1 1 242
Exevple & : ——— = — 4 -4+ 2)
Ll x2 cos(z) =—0 2 - 2 i x +o(a%)

— 1l existe des techniques plus efficaces que la composition pour faire le quotient de deux
DL, notamment pour des ordres importants, en particulier une adaptation de la division
euclidienne des polynémes, faite en inversant l’ordre (et le role) des mondmes. Cest ce qu’on
appelle la division suivant les puissances croissantes.

Cette méthode est hors-programme. Pour les petits ordres, la technique exposée ci-dessus
est amplement suffisante.

@ EQUIVALENCE

Dans ’armoire des suites, la notion de limite crée des tiroirs qui permettent de faire un premier
tri :

— Dans le tiroir 400 sont rangées toutes les suites de limite +oo,

— dans le tiroir £ toutes les suites de limite ¢ € R,

— et dans le tiroir sans limite toutes les suites sans limite.

Or, dans certains tiroirs, il serait intéressant que de nouveaux sous-tiroirs soient créés.

Les suites (n?),cy, (7 + n?),cn et (27),,cn sont toutes trois dans le tiroir 400, mais on sent
bien que (n?),cy et (2"),,cn consistent en des infinis de force différente tandis que (n?),, et
(n +n?),cn s’équilibrent.

Distinguer ces infinis, c’est justement ’objet de ce paragraphe.

Introduction

( N\

Définition 3 (E quivalence) :
Fonctions : Soient f: I+ Ret g: I — R deux fonctions et a € I.

On suppose que g ne s’annule pas au voisinage de a, sauf peut-étre en a avec dans ce

cas f(a) = 0.
On dit que f est équivalente d g au voisinage de a, noté f(x) ~ g(x)ou f ~ g, si
Tr—a r—a
lim M =1.
§ 4
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Suites : Soient (u,,),cn €t (V,,),cn deux suites. On suppose que v,, # 0 a partir d’un certain
rang.
On dit que (u,,),en est équivalente d (v,,),en, DOté u, ~ v, si lim — =1.
n—-+00 n—+oo U,
\,
( ~
Exemples (9 :
B z?+z+5 ~ 2 m sin(z) ~ x.
@00 @0
" x+x? No x. =
T— ~ e
1 1 1 u ch(x) etoo D .
0 =apeey & ==
n n2 notoo M e =
w37 420~ 37 w ch(z) ~ .
n—+oo z——00 2
\

Quand vous cherchez un équivalent, votre résultat ne doit jamais se présenter comme
une somme de deux ou trois termes de tailles distinctes.

Par exemple, si I'on vous demande un équivalent de 2 — 322 + 2° lorsque z tend vers

0, ne répondez pas x — 3x2 + 2° ~0E T 322
T

ATTENTION x — 322 + 2°

C’est correct puisque lim
x—0 Tr — 31‘2

comparer x et 72, et en Poccurrence 22 = o (z).
z—0

= 1 mais non abouti car vous pouvez encore

L’équivalence intéressante est donc z — 322 + 2° ~ =x.
x—0

En résumé : il ne doit en rester qu’un : le plus gros, celui qu’on voit de loin.

De méme que précédemment, je rappelle que chaque fois que l'on utilisera la notation f ~ g,
r—a
on supposera que f et g ne s’annulent pas au voisinage de a, sauf peut-étre en a toutes les deux.

De la méme maniere, une écriture u,, Wy Un SUPpOSera que u, # 0 et v,, # 0 & partir d'un

certain rang.

Commencons par une lapalissade :

La relation « étre éauivalente & » y
est une relation d’équivalence
sinage d’un point ou de suites, la relation « étre équivalente d » est une relation d’équivalence.

Théoréme 18 ( Qu’on parle de fonctions au voi-

Les classes d’équivalence de la relation « étre équivalente a » sont exactement les sous-tiroirs dont
nous venons de parler.

Dire que 22 +x ~ 22, c’est dire que les fonctions x — 2% + = et x — 2 portent fondamen-

T—+00
talement la méme charge infinie au voisinage de +o0o i.e. méritent le méme sous-tiroir.

Preuve :
|_Réﬂexivité ¢ lim @ =1ldonc f ~ f

z—a f(x) z—a

Transitivité : & lim 27 — 1 o hmM:u@.f ~ g g ~ hdow
r—a r—a

o) e aw
im 2 i D Iy o~ R
I Ty X @ LS
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1
Symétrie : Sq,f ~ g Le. lim@Zloﬁohb limﬂzlim =1
z—a z—a g(x) z—a f(;z:) z—a f(x)

ve. g ~ f

T—a I

4 )
Proposition (9 (E quivalence et petit o) :

Fonctions : Soient f: I+ Ret g: I — R deux fonctions et a € 1.
On suppose que g ne s’annule pas au voisinage de a, sauf peut-étre en a avec dans ce
cas f(a) =0.
f@) ~ gl) < f@) = g@) +o(g(a))

= g(z)(1+0(1)).

T—a

Suites : Soient (u,,),cn €t (v,,)pen deux suites. On suppose que v,, # 0 & partir d’un certain

rang.
Uy N Uy = Uy = Uy +o (Un)
n—-+00 n—+o00
T v, (14+0(1)).
~ V.
Pr‘e.u\/e_:limM:hmm_lzo — hmM:I
|_ z—a g(x) r—a g(m) T—a g(:];)

Moralité : Derriere un équivalent, il y a toujours un petit o caché qui controéle I'approximation
de f par g ou de u,, par v,,.

Cette propriété implique notamment qu'une somme de terme est équivalente & son terme prépon-
dérant (celui devant lequel tous les autres sont négligeables).

La recherche de I’équivalent d’une somme passe, de fait, souvent par ’étude des négligeabilités
des termes les uns par rapport aux autres.

On en déduit par exemple :

Corolisire 191 (E quivalent d'un polynéme) :  Soit P un polyndme de mondéme dominant
d
agX*.

Alors P(z) ~ ayx?.

Preuve : on ' le mondme domimank ef en se k < d
1

Théoreme 20 (Développement limité et éauivalence) :  Soient f: I+ R une fonction,
a€INR, n,p€Navecp<neta,, ., a, €R.

Si f(z) . a,(x —a)’ + ... +a,(z—a)" +o((x—a)") avec a, # 0, alors

r—

f@) ~ ay(z—a).
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En résumé, le premier terme NON NUL d’un développement limité peut tenir lieu d’équivalent.

Une fonction ou une suite ne peuvent JAMAIS étre équivalentes a 0.
ATTENTION

Il suffit simplement de pousser le DL au lieu de dire une énorme bétise.

En relisant les chapitres précédents, les équivalents usuels au voisinage de 0 sont ainsi les suivants :

( N
A retenir | :
2
m In(1+x) Rars m cos(z)—1 ~ _r
Tz _q z—0 2
" z—0 o m sh (l‘) w:O ZX.
m (1+2)*—1 ~ =z 2
x—0 h — 1 ~ —,
1 1 " e ($) z—=0 2
"1z 0T m tan(x) ot
m sin(z) ~ =x. m arctan(z) ~ .
z—0 z—0
\,
Proposition 21 :
. T
= arcsin(z) otk = arccos(z) — 5 o = th(z) o~

Preuve : Dans les limites li 2FS0(®) limthéx),@e[u&mmf&%bdemwmm&u

z—0 xT x—0
bmood,'owmmmgntu@n,omgomgﬁmuarcsinetth déninsallles en 0.
On olient allons
. arcsin(z) N\ 1 B . th(z) Lo 2/
glcli% — = (arcsm) (0) = N 1 e :1613% — = (th (:1:)) (0) = 1—th=(0) = 1.

—

Ne présentez jamais vos équivalents comme une somme de termes de tailles distinctes
car dans une telle somme en réalité, seul le plus grand des termes compte, les autres
sont négligeables.

A la place de €®* —1 ~ x, n’écrivez donc pas e* ~ 1+ z. Cette équivalence est
ATTENTION b 0 0

correcte, mais comme x = o (1), écrire que e* ~ 14z c’est écrire e* ~ 1, résultat
z—0 z—0 z—0
moins précis i.e. la précision de I’équivalence e —1 ~ x est en o(x) alors que la
z—0
précision de 1’équivalence e ~ 1 est o(1).
x—0

Théoréme 22 (Formule de Stirling L) -

|7]. James Stirling (né en mai 1692 & Garden prés de Stirling, mort le 5 décembre 1770 & Edimbourg), est un
mathématicien écossais.
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|— P(‘eu\/e:%md%m&hm%mbmw&mdnu@w@aubwd:dawﬁ%@aw&wﬁbw._l

La démonstration est hors-programme mais pas la formule.

1] Sif ~ galors, soit fet gont toutes les deux la méme limite en a, soit aucune
rT—a
de ces deux fonctions ne possede de limite en a.
2| Si lim f(z) = £ avec £ réel et non nul alors f ~ /.
r—a

r—a

1] Siu, W Un alors, soit (u,,),cn €t (v,)nen Ont toutes les deux la méme limite,

soit aucune de ces deux suites ne possede de limite en +oc.

2| Si lim w, = { avec { réel et non nul alors u,, ~ /.
n—-+0o n—+o0o

) ]

D’apres (| 1), deux fonctions ou suites qui sont dans le méme tiroir-équivalence sont aussi dans le
méme tiroir-limite , de sorte que les « tiroirs-équivalence » sont bien des sous-tiroirs des « tiroirs-
limites ».

D’apres (| 2]), pour tout £ € R*, toute suite de limite £ est équivalente a la suite constante (£),,¢y,
donc le « tiroir £ » n’a pas de sous-tiroir.

Nous n’avons, par conséquent, créé des sous-tiroirs que pour quatre « tiroirs-limite » : le « tiroir
—0o0 », « le tiroir 0 », « le tiroir +00 » et le « tiroir sans-limite ».

L’équivalent asymptotique de n!, pour lequel Stirling est le plus connu, apparait dans son ouvrage Methodus
Differentialis. Un des principaux objectifs de celui-ci était d’étudier des méthodes pour accélérer la convergence
des séries.

Stirling note d’ailleurs dans sa préface que Newton avait étudié ce probleme. Beaucoup d’exemples de ses
méthodes sont donnés, dont le probléme de Leibniz de

1 1 1 1

™
2:1—5—0—5—?—0-54-...
Il applique également ses procédés d’accélération a la somme de la série 1 + i + = 9 + % + ... dont la valeur
exacte était encore 1nconnue a l7epoque
Il obtient la relation Z Z qu1 lui permet d’obtenir la valeur approchée 1,64493406684822643,

7T 7 B
mais ne reconnailt pas 5 ce qui sera fait par Euler peu d’années apres.

Il donne également un théoréme a propos de la convergence d’un produit infini. Dans ses travaux sur 'accélé-
ration de la convergence des séries se trouve une discussion des méthodes de de Moivre.

L’ouvrage contient d’autres résultats sur la fonction Gamma d’Euler et la fonction hypergéometrique, ainsi
que la définition des nombres de Stirling.
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lim f(z) = lim g() > f ~ g

Tr—a

lim w, = lim v ><un ~ v,
n—-+00 n—+00 n—-+00

Ne pas comprendre ceci, c¢’est ne rien comprendre au chapitre.

— lim e* = lim z = +oco mais e X z.
T—+00 r—+00
— 1 2 p— 1 p— 1 2
ATTENTION glzlg(l]ﬁ }E“_“,éx 0 mais z Xz

— lim 2" = lim n = 400 mais 2" >~< n.
n—-+00 n—-+o0o

De plus, si (u,,),cy possede une limite alors lim w, ; = lim w, mais, en général,
n—+00 n—+00
Up i1 U, -

lim 271 = lim 2" = 400 mais 2"*1 = 2 x 2"X2n.
n—-+0o n—+oo

En utilisant ce que 'on sait sur les limites, on a mieux que la proposition () :

Théoréme 24 (Conservation du siane) :
Fonctions : Si f(x) ~ g(x) alors f(z) et g(x) ont le méme signe dans un voisinage de a.
r—a

Suites : Siw,, ~ v, alorsu, et v, sont du méme signe a partir d’un certain rang.
n—+oo

|— Preuve%w‘%bdemhaw%mmwumgomm%hmm%emmmghe

m@%e'mmlmwtwmmm?n@w&b@WdlmeWMW
—

- N . . ‘ |
ATTENTION Cela' ne signifie pas qu a'partlr duArang n, (.I\Ln)new et (V) pen S(?Ilt de signe constant !
Le signe peut varier, mais de la méme maniere pour les deux suites.

On peut faire un peu mieux, et obtenir une conservation stricte : « il existe n, tel que pour tout
n = ng, u, et v, sont soit tous les deux nuls, soit strictement de méme signe.

IT1.2} Application : Série harmonique et constante d’Euler

Théoréme 1S (Développement asymptotiQue de la série harmonique) :

2 1
ZE =_I(m)+y+o(1), ol v = 0,5772156649 ... .

1
En particulier, E — ~ In(n).
Pt k n—+oo

=1 =1
|— Preuve:ﬂ)owmrountoubneh\l*,unzzé—ln(n—i—l)etvnzzg—lnn.
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J\ﬂ,mw@%wm(un)newt(un)nwmwfm;ﬂ’mneN*,m@:

1 n+2 1 1
- o, = —1 14+ ——
Unt1 = Un = 00T n(n—i—l) n+1 n( +n—|—1>

1
~ — 20.
n—+4o00 (n-|—]_)2 =

Lo suite (u,,),cp etk donc cwissante.

L ( " > L (1 L )
— — = — In = n —
Un+1 7 Un n+1 n+1 n+1 n+1

1
~ - XO.
notoo  (n4+1)2 0

Lo suite (v,,),cn et done décroinsante.
1 1
_a-%‘mvn—unzln(n—l—l)—ln(n):1n<1_|__> L

n n—+oo 1N, n—-+oo

Fer suiten (U ) men & (V) nen WMW@WQ@WW nolé 7.

dlmvnéemvw@'wwnéerhmﬁnmmdmnbwmmwdm.
—

|III.3| Opérations sur les équivalents

Théoréeme 2L (Petit o et éauivalence () :

Fonctions : f = o(g)etg ~ halors f = o(h).
r—a T—a T—a
Suites : u,, WO (v,) et v, W Wn alors u,, WO (w,,).

% O g 9T ) s
|— Preuve : % i_}a o) 0e i_m hz) 1, lons -

o 1@ @) )
alcliré h(:c) o i‘%a g(x) x i‘%a h,(:c)

Exemple 20 : Commesin(z) ~ xet e —1 ~ x alors:
z—0 z—0

e .
sin(e® —1) = sin(x) T

Les éauivalents sont compatirles avece le produit

Théoréme 27 ( . ;
Iinverse et les puissances

) j .
Fonctions :

Si f ~ geth ~ kalors, soit fh ~ gk.

. . . 1 1
Si f ~ getsifnes’annule pas au voisinage de a alors — ~ —.
r—a r—a g

Si f ~ g etsifest strictement positive au voisinage de a alors, Va € R,
r—a

fe ~ g%

r—a
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Suites :
i} Siu, ~ wv,etw, ~ t, alors, soit u,w ~ o t..
" potoo " " notoo " ’ st M
. . N . . 1 1
Siw, ~ w,etsiu, #0apartir d'un certain rang alors — ~ —.
n—-+oo un n—-+o0o Un

Siu, ~ wv,etsiu,>0apartir d'un certain rang alors, Va € R, ud ~ ov2.
n—+00 n—+oo

-

Preuve ?MMTQE/ 5k fxr_vmg = fmfag—l—o(g) alors

AU NN SV ENS VP T B (1) 1
f:t:O g+o(g> r—a g ]_—|—o(]_) z—a g ¢ z—a g ¢ T—a g

Les éauivalents sont compatirles avec la composition

Théoreme 2.8 ( 3 droite et les suites extraites

D

Fonctions : Soient b € R et ¢ une fonction définie au voisinage de b & valeurs dans I.
Sif ~ getlimp(x)=aalors fop ~ gop.
T—a z—b z—b
Suites : Soit ¢ : N+ N une fonction strictement croissante.

Siw, ~ v, alorsu ~ v

" n—+oo p(n) n—+o0o p(n)*

Avec les équivalents, deux opérations sont formellement interdites :

Somme: z+1 ~ zet3—z ~ 1—xmais:4X1.
T—+00 T—+00

Si les parties principales se compensent, on s’expose a des erreurs.

Solution : Pousser les développements limités.

ATTENTION Composition 4 gauche : n  ~ n + In(n), mais, si on compose par > e” a

n—-+oo

gauche e >~< ne'’.

En général, u, ~ . n n’implique pas f(u,) ~ f(v,). Méme avec des
n—-+0oo —
fonctions « gentilles » comme le logarithme ou I'exponentielle, cela peut étre

faux.

-

Méthode 4 (Pour contourner le progléme des sommes) :

. %Dldim/@eb,me%’ ijaea@i&té m@e@b@vmdg@@mﬂmwm%mdmw&um
d'mmmd@am

l%@&b%ﬂwﬂ@%mwo&e@e@@%%mmm@oﬁm&
?mmmmwrmww&mmm.%@mwm%@mdew@

w%&mwmm&%mmmwwetw%ﬁq@m
y
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wne'm;e«%.me decpmﬂwbpfum}e wwnaibbonmde@léﬂu}.ﬂwfyntm

s 2
In(x)
Exemple 21 @ z2+In(z)—z==x 1+ e 1].
In(z) 1
Or, lim - =0etvl+tu—1 ~ —u.
=400 T u—0 2
N In(z) In(x)
D’ott \/z? + In(x) —x e TN Sy = o

Exercice [3 : Donner un équivalent en 0 de In(1 + 22) — sin?(x).

Correction : @frbbe/nb@vmv andeb@umebmmmemMmm In(1+u) ~ websin(u) ~ wu

&wawkmeWWWQQWBOI o o

In(1 + 2?) —sin®(z) = (132 - %4 +0(I4)> - (I - % +°($4)>2

x—0
U A
S5 o)
Done In(1 + 22) — sin?(z) ~ —lsc4
z=0 6

: m
Exercice 4 : Donner un équivalent en +oo de ch (e ™) — cos (—)
n

. 1
Correction : Bomme V k EN e = o (7>, on a :
n—-+00 n

2

Donc ch(e™™) — cos (%)

~J D
n—+o0o 2n2

4 )
Méthode S (Trouver un équivalent simple de In(u,)) :

%unml,unﬂbmgwﬂw&w
50i/r1/o/n,, éonine U, n_>=+oo ’U,n(l—i-o(l)), ol v, esh umn wmaﬂw»t W-ﬂe/ de u,, Iwm

In(u,,) T In(v,) +In(140(1)).
@ @W@%mmmmmm&wawdemm@emmm
aﬂdmwmgnb,o&,@b, s i x
X adapte @omum
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. 1
Exercice IS : Trouver un équivalent de In (sin (—) )
n

Correction : On OMW bo, methode :

sin (%) e % +o (%) e % (I+o(1)).
Do In (sin (%)) . In (%) +In(l1+0(1)) e In (%) = —1In(n).

Méthode L (Trouver un éauivalent simple de e¥n) :

ngerWm u,, & o(1) Meb s Uy, = v, +o(l).
Fodapte aues fondtions.

5 1
Exerdice |6 : Trouver un équivalent en 0 de ez ™22 B(1+7),

Correction : On o,mwzﬂu@ lo methode :

5 1

5, 1 6 6
Do extaz el — a3+l — o377 x ) = e7(1—&-0»( )-
x—0 x—0 x—0 e
6
ex
~
x—0 e

@ DOMINATION
0\

Définition 4 (Domination) :
Soient f: I+ Ret g: I +— R deux fonctions et a € I.

Fonctions :
On suppose que g ne s’annule pas au voisinage de a, sauf peut-étre en a avec dans ce

cas f(a) = 0.
O (g(z)) ou f = O(g),

On dit que f est dominée par g au voisinage de a, noté f(x) =
r—a r—a

si la fonction I est bornée au voisinage de a et on lit :
g

« f est un grand O de g au voisinage de a ».

Suites : Soient (u,,),cn €t (V,,),en deux suites. On suppose que v,, # 0 a partir d’un certain

rang.
un

On dit que (u,,),en €st dominée par (v,),en, DOté w,, = (v,) sila suite | —
n—+o00 Uy, neN

est bornée et on lit :

« (uy,) pen est un grand O de (v,,),c au voisinage de I'infini ».

o

CHAPITRE XXI : Analyse asymptotique
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En particulier, pour les fonctions, un O (1) est une fonction bornée au voisinage de a et, pour les
suites, un O (1) est une suite bornée.

Exemples 22 :
m si = 0O(1). . =n* 1
. 1
®m sin (E) xfo (@] (l) n Lenj n_>=+oo O(en)
4 )

Proposition 29 (Domination, définition éauivalente) :

Fonctions : Soient f: I+ Ret g: I — R deux fonctions et a € 1.
On suppose que g ne s’annule pas au voisinage de a, sauf peut-étre en a avec dans ce
cas f(a) = 0.
On dit que f est dominée par g au voisinage de a s’il existe un réel positif M tel que,
dans un voisinage de a, |f(x)| < M|g(x)|.

Suites : Soient (u,),cn €t (V,),cn deux suites. On suppose que v,, # 0 & partir d’'un certain
rang.

On dit que (u,,),,cn €st dominée par (v,,),,cy 'il existe un réel positif M rel que, a partir
d’un certain rang, |u, | < M|v,,|.

\ v

Autrement dit, une suite ou une fonction est dominée si son ordre de grandeur ne dépasse pas
celle de sa dominante & une constante multiplicative pres.

( )
Proposition 30 (Grand O, petit 0 et éaquivalence) :

Fonctions : Soient f: I+ R et g: I — R deux fonctions et a € I.
On suppose que g ne s’annule pas au voisinage de a, sauf peut-étre en a avec dans ce
cas f(a) = 0.
Sif = o(g)ouf ~ galors f = O(g).
r—a r—a T—a
Suites : Soient (u,,),cn €t (V,,),en deux suites. On suppose que v,, # 0 a partir d’'un certain
rang.

Siwu = of(v,)ouu ~ v, alors u = Of(v,).

T im@: ow i I ée, aul, woibi a
|— Pr‘euve.sou}:_)ag(x) 0 1020'1@@@@04’\[17‘%9%@0&/11% Uomun,maed/e .

La domination n’implique ni la négligeabilité ni I’équivalence. C’est le contraire qui est

vrai.
ATTENTION
Par exemple, 222 = O (z?) mais 2$2X0 (z?) et QxQXa:Q.
r—+00
Exemples 2.3 :
C = =1+ +w—2+x—3+ (x®) alors e* = 1+ +w—2+o(3)
u omime e $:0 X 2 6 o(x alors e m:O X 2 X" ).
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Ce résultat est plus fin qu’'un développement limité a ’ordre 2, mais plus grossier qu’un développement
limité a l’ordre 3.
2
= De méme, cos(z) = 1— T 4o (z?) entraine cos(z) = 1+ 0O (z?).
x—0 2 xz—0

Ce résultat est plus fin qu’un développement limité & ’ordre 1, mais plus grossier qu’un développement
limité a l'ordre 2.

Les propriétés et leur démonstration sont quasi-identiques a celles exposées dans les paragraphes
précédents. On les résume ici :

e A
A retenir 2 : Les théorémes sur les petits o sont tous vrais avec des grands O a la place
des petits o :

m les grands O absorbent les constantes multiplicatives,
la somme de deux grands O est un grand O,

| |
m un grand O d’un grand O est un grand O,
m avec le produit, tout va bien,

]

avec la composition a droite et les suites extraites, tout va bien.

Derniers commentaires :
— De méme que pour la relation de négligeabilité, a part qu’elle n’est pas anti-symétrique, la
relation de domination se comporte & peu prés comme une relation d’ordre large.
— On se sert souvent des o et O pour estimer (ou borner) la vitesse de convergence d’une suite
vers sa limite, en étudiant u,, — ¢.

On compare ainsi souvent la différence u,, — ¢ a une suite de référence de limite nulle, ou
u,, a une suite de référence de limite +oo0.

Par exemple, une suite telle que |u,, — /| W O (e~™) aura une convergence rapide (expo-

nentielle), alors que 'information |u, —¢| = O ( ) ne permettra pas de controler
n—+0oo

1
In(n)
aussi bien la convergence bien qu’une telle égalité n’empéchera pas que la convergence puisse
étre rapide.

| EXEMPLES ET APPLICATIONS

Pas de propositions ni de théorémes dans cette derniere partie de chapitre, le but est simplement de
faire une petite liste des calculs les plus classiques pour lesquels un recours a des développements
limités pourra vous permettre d’aller beaucoup plus loin (ou plus vite) que ce que vous ne faisiez
avant.

Les techniques utilisées doivent tout de méme étre parfaitement connues.
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Recherche d’un équivalent

Exercice [T : Donner un équivalent en 0 de la fonction définie par

__arcsin(z) 3x
I =" =% "3-a

arcsin(z) 3 9
Vi—e 2 23-21)

&mﬂtémOd'wmdemMF,Mdmebdé%ﬂmeb:

3 1 9 9 3 1 9 2
F(z) = 2% + 5 arcsin®(z) + 1 In(3 —2z) = 3 In(3) + 2% + 5 arcsin? () + 1 In (1 — ga:) +CeR

Correction : ..GPO)"U wne [wi’»be dininion ewcl),\dwvne, f(x) =

@%M&LWwamo
301, 9 2
= 5@+ 5 arcsin (a:)—|—11n (1—§x).

cui de F d‘wﬁe théoréme (14).

= §x+1<x+ —1® +o(z ))2 9<2x+ —z? +§w S+o(x ))

z%O 2 9 81
X X KX

:E~>(]
ij —§.’E +O

fla) = ixuo(w
x—0 3 '

4,

Done f(z) o T5%

Calculs de limites

n—+oo

. 1\"
Exercice I8 : Calculer lim (1+E) )

Correction : J\rmmmeugaoea/wnegommgvnd@vwwmde%gommlm
ecvm/m,e lim l:O/Ofn/G/:

n—+oo N

(1+1)n=e”ln(“%) _ i),

n n—-+oo

@Ofn[/ lim (1+l> = e

n—-+oo n

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI : WW&H&W
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lV.3| Position locale d’une fonction par rapport a une tangente

L’étude locale d’une fonction consiste & déterminer pour cette fonction 'existence d’une tan-
gente 8/ ou d’une asymptote, et de donner la position relative de la droite et de la courbe dans
le voisinage considéré.

Tous ces calculs sont tres souvent faisables sans recours aux développements limités, mais les DL
présentent le grand avantage de pouvoir tout faire en un seul calcul.

Ainsi, pour I’étude d’une fonction au voisinage de 0, un DL a l'ordre 2 donnera I’équation de la
tangente et la position relative via le signe du terme d’ordre 2 (éventuellement d’ordre 3 si celui
d’ordre 2 s’annule).

Plus précisément :
Soit f : I — R une fonction et a € 1.

Si f admet, au voisinage de a, un développement limité de la forme :

flx) = ag+(z—a)a; +ay(z —a)’ +o((z—a)f),

r—a

ot p est donc le plus petit indice supérieur ou égal a 2 tel que a, # 0, ag = f(a) et a; = f'(a).

On a alors f(z) — <f(a) — f'(a)(x — a)) = a,(r—a)’ +o((x—a)?) ie.
r—a
La courbe représentative de f admet la droite d’équation y = ay + a4 (z — a) comme tangente au
point a.

On a mieux : la position du graphe de f au voisinage de a par rapport a sa tangente en a dépend
du signe de la fonction x — a,(r — a)? au voisinage de a :

[1] Sip est pair, z — a,(z —a)? est du signe constant de a,,.

Le graphe de f est donc situé soit au-dessus de sa tangente en a au voisinage de a soit

au-dessous suivant le signe de a,,.
De plus, si a; = 0 alors f(z) — f(a) garde un signe constant au voisinage de a i.e. f possede
un extremum local en a : maximum local si a,, < 0, minimum local si a,, > 0.

[2] Si p est impair,  + a,(z — a)? change de signe en a, donc le graphe de f traverse sa

tangente en a : on dit que f posséde en a un point d’inflexion.

Exemple 24+ : Comme TOMT - 22, la fonction x — AN
1 1+ 22

T2 o vérifie f(0) =0 et f/(0) = 0, sa courbe
X< xz—

représentative admet ’axe des abscisses comme tangente en 0 et f reste positive au voisinage de 0 donc
posséde un minimum local en 0.

In(1 —2z)

Exercice 19 : Soit f: x +—
14z

[1] Donner un DL;(0) de f.

En déduire ’équation de la tangente a la courbe de f en 0 et que f y posséde un point
d’inflexion.

Correction :

z—0

g(z) = (—2x —22% — §JJ3 +0(.’L‘3)) (1—z+4 2% +0(2?))

8 . )
= —2r — gwd +o(:L‘5) .

|8]. si on est au voisinage d’une valeur finie
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fécruuﬂuwde?@@ma@nﬁe%Od?@Wﬁedef%bdo«wy:—Qm
Comme g(z) — (—2z) :0—§x3,&w%@gmmm@mm%%@0aw@mfm

& droile.

&Wd'q&amO%tmmem@ZWm

Développement asymptotique

On peut également définir des « développements limités » en la variable z au voisinage de +oc.
1

On se rameéne alors a 0 par un changement de variables h = — et on parle plutét dans ce cas de
x

développement asymptotique.

21 1 1 2 1
Exemple 25 @ — 2 - _ 1_-__ 4% (7>
aHE 224+ +1 z2o+00 T :::2+:v3+0 3

Un développement limité permet de comparer localement au voisinage d’un point a une fonction
a une fonction polynomiale, donc a situer la fonction sur une échelle de comparaison constituée
de fonctions z +— (x —a)™, n € N.

Dans le cas de fonctions non bornées au voisinage d’un point a, on peut étre amené a introduire
des puissances négatives de (z — a), afin de mesurer la divergence locale.

On parlera la encore de développement asymptotique d’ordre n pour une approximation du type :

n

fl) = > ae—a)

r—a
k=—ng
a a
- —ng —ng+1 a_q _ n _ N
IL‘:(I (:L‘—a)”o (m_a>n0_1 +...+$_a+a0+...+an($ a) +0((ZE a) )
1 1 =z 7

Exemple 26 : = = —=4+ —z%+o(z?).

sh(z) =0z 6 300

Si f a un développement asymptotique commencant par un terme de degré —k, pour

ATTENTION obtenir un DL a l'ordre n du produit fg, il faudra donc augmenter 'ordre du DL de g

jusqu’a n + k.
. e’ —1 2 1
Exercice 20 : Montrer que ————— = —— —1— -z +o(x).
cos(x) —1 z—0 =z 2
Correction : On o -
2 I’3 5 £E2 )
et -1 $+?+€+0(I) 2 1+§+€+0(I)
cos(x) —1 a=0 22 2? L@ T z?
_r L 1 3
5 +24+0(CE) 12+0($)
2
_ _* r, z 2 ‘- 3
= <1+2+ : +o(x )> <1+12+o(x ))
2 z 1, 9
o o <1+§+1x +o(z ))
— g 1 1 + ()
w:O T 2$ o\®
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1

2 1 Z—r4-00 T

1

22

. X
Correction :

=

Exercice 22 : Calculer Erf z

1 1
o)
' Asymptotes et limite en +oo

1 1
2 (e; — em)_

7

R.appel | (Asywptote dune fonction en +o0o)
nage de 4-00.

On dit que f admet la droite d’équation y =
f(zx) oo, 0T +b+o(1).

Soit f une fonction réelle définie au voisi-

ax + b pour asymptote au voisinage de 400 si

En particulier, a = lim f(@) et b= lim (f(z)—ax).
T—400 €T T—400
4 , )
3
Exemple 27 : Considérons la fonction f: x — %
Comme |z| =27 O (1) alors, par primitivation, |z |? = z2 4+ O (z).
r—rFoo o0
(0]
Diot, flz) = z® + 224 0 ()
x—+00
()
1 1
2o (24140 (5)) (1= ()
T—+00 X
= 14+24+0 <—)
xT—+00 x
T 1+z+0(1).
S La courbe représentative de f admet donc la droite d’équation y = x + 1 comme asymptote en +o00. y

2
. x
Exercice 23 : Montrer que la fonction f : z +— T

x
dont on précisera 1’équation et la position par rapport a la courbe.

f<>zml

1+h)

Correction :

es(2)

1
_ cos(h) _
h e

= L h R e (h2) o

2
o h(l—h+h2+o(h2)) (1—h2+o(h2)>
hjoﬁfeJrthro(h)
e 1
Tjooex_“g“(;)
&Wmﬂ% f(x) o e(x—1)+

~

T—+o0 20

Enfin, comme f(z) — e(z —1)

de +00.

1
ecos(x) admet une asymptote en +oo

f&o«bem;die&wgmmb\m

2
1= o (h2)

()mfmwow@&dedWy—ex—l
f>0,@e%ﬂa¢&edef%bm—dmbdemowfotewmm%@
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1

cos?(z)’

de ——, 15, 22-24
1=

de ———, 22

‘-2

1
de , 23
1+
Dérivation, 21
Inversion, 30
Opération, 26
Parité, 12
Primitivation, 14
Unicité du développement, 12

Equivalence, 32

d’un polynéme, 34
et limite, 36

Equivalent

Inverse, 38
Produit, 38
Puissance, 38

Euler, 36

Constante d’, 37

Existence

de développement limité, 18

Exponentielle

Développement limité, 23

Extremum

local, 45

Formule

de Stirling, 35

de Taylor-Lagrange, 18
de Taylor-Young, 16
du binéme, 19

Imparité, 12
Inverse

d’équivalent, 38

Leibniz, 36
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Calcul de, 44
et équivalent, 36

Logarithme

Développement limité, 23

Méthode

48

Equivalent de e¥n, 41

Equivalent de In(u,,), 40

Développement limité d’une réciproque, 29
Quotient de développements limités, 30
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Somme d’équivalents, 39
Moivre, 36

Négligeabilité, 3

Opération
sur les développements limités, 25
sur les petits o, 6

Parité, 12
Partie

réguliere, 10
Point

d’inflexion, 45
Polynéme

de Taylor, 16
Primitivation

des développements limités, 14
Produit

d’équivalent, 38

de petit o, 8

Relation
d’ordre, 8, 43
d’équivalence, 5
de comparaison
Equivalence, 32
Domination, 41, 42
Négligeabilité, 3

Sinus
Développement limité, 23
hyperbolique
Développement limité, 23
Somme
de petit o, 7
Stirling, 35
Série
de Taylor, 17
géométrique, 20
harmonique, 37

Tangente, 10

Développement limité, 23
Taylor

-Young, 16
Théoreme

de Taylor, 17

des accroissements finis, 14

des nombres premiers, 4
Transitivité

de I’équivalence, 33

de la négligeabilité, 7

Unicité
du développement limité, 12

Voisinage
de a, 6
de 400, 2
de 400, 47
privé d’un point, 2

Lycée Jules Garnier INDEX ﬁ



	Analyse asymptotique
	Négligeabilité
	Développements limités
	Équivalence
	Domination
	Exemples et Applications


