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Dans ce chapitre, la lettre I qui servira d’ensemble de définition désignera une partie quelconque
de R.

Q NEGLIGEABILITE

Introduction

Détinition | (Néalicearilité) :
Fonctions : Soient f: I+ R et g: I — R deux fonctions et a € I.

On suppose que g ne s’annule pas au voisinage de a, sauf peut-étre en a avec dans ce

cas f(a) = 0.
On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a, noté f(x) = o(g(z)) ou
r—a
f = o(g),si limM =0 et on lit :
T—a T—a g(x)

« f est un petit o de g au voisinage de a ».

Suites : Soient (u,,),cn €t (v,,),en deux suites. On suppose que v,, # 0 a partir d’un certain
rang.

. v
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u
On dit que (u,,),cn est négligeable devant (v,,),,c\, noté u,, =0 (v,,) si hE‘ — =0
n—+o0 n—+00 v,

et on lit :

« (Uy,)pen est un petit o de (v,,),,cy au voisinage de I'infini ».

Remaraues :

— Dire qu’une fonction ou une suite est un o (1) au voisinage d’un point a ou de +oo signifie

x U
que lim & =0ou lim —* =04.e. un o (1) est une fonction ou une suite de limite nulle

Tr—a 1 n—+o00 ]_

en a ou 400 respectivement.
( )

Exemples | :
o = (e®).

e
as—H—oo
. /1 1
° VkGIN (ﬁ) w~>+oo ) eto(;) nﬁ:ooo(l)
o Vke NN, (zL‘k)
o Soit f(z) = 3z® — z* + 2z alors f =00(1) et f = of(z").
xT— Tr—+00

— L’intérét de cette notation est qu’on peut l'utiliser dans les calculs. On peut, par exemple,
considérer u,, = v,,+0 (w,,). C’est notamment pratique pour formaliser des approximations.

Ainsi, dire que
SEYE RN
Un oo n nz %\nz)
o . NPUIEEN 3 5 :
signifie que pour n assez grand, u,, est & peu pres égal & 2+ — — —, et que l'erreur faite
n o n

en approchant u,, par cette expression est négligeable devant — .
n

1 Al 1) . y . 1
Le terme o | — | contrdle 'erreur et exprime que ce qu’il reste est négligeable devant —
n

2
n
pour n assez grand. Il est donc inutile de ’écrire et on dira souvent que le reste est « absorbé »
par le o.
( )
Exemples 2 :
2 — 4 4 _ 2
"z OH—MOO(JU ) et = zzoo(m ).
1 1 1 1
m— = o|— et — = ol|—
x2 z—oto0 (m) T -0 <:1:2)
= n? = o(n? 2" = o(3") . L
n—+oo n—+oo TL2 n—+oo n
L

Les petits o sont la formalisation définitive des croissances comparées.

« Certains infinis sont plus infinis que d’autres,
certains zéros sont plus zéros que d’autres. »

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI : Analyse asymptotique 2|
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e N
Théoréme | (Croissances comparées usuelles des fonctions au voisinaae de +00) :
Soient a, b, a, 5 € R.
m Sia<Balors 2 = of(zf).
r—+00
= Sia>0alors (Inz)? = of(z®).
xT
mSi0<a<balorsa® = o(b").
T—+00
m Sia>1alorsz® = of(a®).
T—+00

En particulier, si a > 0, alors z° = o/(e®®).
r—+00

Exemple 3 @ SiP(z)=a, 2P +a, 2P '+ ...a,x? (p > q) est une fonction polynomiale, alors :
p—1

P q

= P P = q a
P(z) o Ton W% +o(zP) et P(x) o ¥ +o(x9).

Théoreme 2 (Croissances comparées usuelles des £onctions au voisinaae de 0) :
Soient «, B € R.
m Sia< pBalors 2° = o(z%).

T

m Sia>0alorsz® = o((lnz)’) ou (lnz)’ = o (i)

z—0 z—0

i}
feo)

Théoreme 3 (Croissances comparées usuelles des suites)

m Les croissances comparées usuelles des fonctions en +o0o peuvent bien siir étre exprimées
en termes de suites. 1l suffit de remplacer x par n.

mVaeR, a" = o(n!).

—+0o0

2 3

Exercice | : Soient In(1+2) = z— = +o0(2?) et sinzx = x— = + o(z?). Simplifier les
x—0 2 z—0 6
expressions suivantes avec un degré de précision de l'ordre du o () :

In(1 + ) + sinz. [2] In(1+2)—sinz.

sin(z)In(1 4 z) a o (23) pres.

e N
Théoréme 4 (Limites et petits o) :

Fonctions : Soient f: I+ Reta €l
Alors : lim f(z)=/¢ < f = {+o0(1).
r—a r—a
En particulier, liin flz)=0 < f = o(1).

Suites : Soient (u,,),cy une suite et £ € R.

Alors: lim w, =0 < u, = [{(+o(l).
n—+o0o n—+00
\ En particulier : n1—1>I4Poo u, =0 <= u, o © (1).
Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI : WW@&W ﬂ
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@ Opérations sur les petits o

-

Proposition S (Les petits 0 arsorrent les constantes muktiplicatives) : Soit A € R*.
Fonctions : Si f = o(g) alors f = o(Ag) et Af = o(g).
r—a r—a r—a

Suites : Siu,, 0 (v,,) alors u,, W0 (Av,,) et Au, WO (v,,)-

1 1 1
Exenple 4 : Sion admet 1’égalité en = 14 —+o0 (—) alors :
n—+oo n n
1 2 1
2en = 24 —+420 (—)
n—+oo n n

ol
= 2+ —+4o(—]).
n—+oo n n

Proposition 6 (La somme de deux petits O est un petit O)

Fonctions : Si f = o(h)etg = o(h)alors f+g = o(h).
T—a T—a T—a
Suites : Siuw, = o(w,)etv, = o(w,)alorsu,+v, = o(w,).
n—+00 n—-+00 n—+00

o(h)—o(h)#0L!.
ATTENTION

3 2 3 : 2 3
r = o(x’)etz® = =o(z°)maiszx—z* = ofx 0.
T—+00 ( ) T—+400 ( ) T—+00 ( )#

( A
= z?  z3 . x3 g
xemple S : Avecln(l—i—x)wfow—?—i-?—i—o(x )etsmacwfom—?—i—o(w ), ona:

. z? 3 . x3 2
ln(l—l—x)—f—sm(a:)wzo (m—?—f—?—i—o(ac ))—f—(m—g—l-o(m ))
z?  z3 .
z? 23 .
w:02$—7+€+0(w).
\

Proposition T (Un petit o dun petit o est un petit O) :
Fonctions : Si f = o(g) et g = o(h) alors f = o(h).
r—a r—a r—a

Suites : Siw, WO (v,) et v, e © (w,,) alors u,, e © (w,,).

En d’autres termes, la relation « étre négligeable » est transitive.

A part qu'elle n’est pas anti-symétrique, la relation de négligeabilité se comporte & peu prés
comme une relation d’ordre stricte.

1 1 1
Exenple & :© Prenons Iégalité en? = 1+ -— +o .
—+00 n?2 n?

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI : WW@W ﬂ
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1 1 1 1
R CIERIRC O)
n—+oo n n n—+oo n n
oo rel) el
n—+oo n n n—+oo n

1
On dit que l'on a tronqué a Pordre —.
n

k,

( )\
Proposition 8 (Les petits 0 sont compatirles avece le produit) :
Fonctions : Si f = o(h)et g = o(k) alors fg = o(hk).

—a r—a r—a

Sif = of(g)alors fh = o(gh).

Suites : Siu,, WO (w,,) et v, WO (t,,) alors w, v, WO (w,t,,)-
Si u,, WO (v,,) alors u,w, WO (v, w,,)-

En particulier, 22 x o (z) =0 (%), x x o (—) =o(1), ..
x

s 2
Exenple T : Reprenons les égalités In(1 +2) = x+o(x) et sinx =,to (x).

x—0 x>

Alors sin(z) In(1 + x) = (14z+4+o(z))(z+o(z))

:Om+o(w)+x2+xXo(x)+m><0(9:)+o(x)Xo(x)
z—
= z4+o(zx)+22+2xxo(x)+o(z?) = z+o(x).
z—0 = z—0

= olx

x—0

Les petits O sont compatirles avec 18 composition

3 droite et les suites extraites )

Proposition 9 (

Fonctions : Soient b € R et ¢ une fonction définie sur un voisinage de b & valeurs dans 1.

Sif = o(g)etlimp(x)=aalors fop = o(goyp).
r—a z—b z—b

Suites : Soit ¢ : N+ N strictement croissante.

Si u,, = o(v,,) alors Up(n) e 0 (Uso(n))-

On peut donc composer a droite par une fonction ¢ ce qui revient a changer la variable x en une
autre u = ¢(x).

Composer & gauche reviendrait a changer la fonction. Cela ne peut étre possible par essence.

Exemple & © Vx = o(x)alors Vinz = o(lnx).

—+oo T —+00

~ 2 2
De méme, comme 2™ = 0(3™) alors 2™° = o (3" )
n—+oo n—+oo

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI : WW@W 5_|
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En pratique, pour a # 400, ce résultat permet en particulier de ramener par la translation
¢ : x> =+ a toute relation f(z) = o(g(z)) au voisinage de a en une relation
Tr—a

fla+h) 1= © (g(a+ h)) au voisinage de 0.
—

Il est formellement interdit de composer une relation de négligeabilité par la gauche.

ATTENTION 1 1
Par exemple, /2 = o(z) mais lim nVT 5 #0 = In (\/E)Xo (Inz).

Tr—+00 T——+00 h’lCC
Q DEVELOPPEMENTS LIMITES

Introduction

Nous cherchons dans ce paragraphe a approcher les fonctions par des fonctions polynomiales au
voisinage d’un point, généralement 0.

Nous allons, par exemple, montrer que :
2 .3

v LT 3
of = l+a+ 5T % +o(z?).

Figure XXI.1 — Courbe représentative de  — exp x approchée par des fonctions polynomiales au voisinage
de 0.

Définition 2 (Développement limité) : Soient f: I+— R, a € INRetneNN.
On dit que f possede un développement limité a ’ordre n au voisinage de a, noté aussi un

DL, (a), s’ existe des réels a, ..., a,, tels que :

f(x) = ag+a;(z—a)+ay(z—a)?+...+a,(x—a)"+o((z—a)").

r—a

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI : WW&H&W ﬂ
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L’expression polynomiale P(x —a) = ag +a,(z —a) + ay(x —a)? + ... + a,,(r —a)™ est appelé
la partie réguliére du développement limité.

Plus n est grand, plus la quantité (x —a)™ est petite au voisinage de a. Du coup, plus n est grand,
plus I'approximation de f obtenue au voisinage de a est précise :

L’ordre n du o((x —a)™) contréle lerreur de l’approzimation.

Remaraues :
— On note toujours R, [X] I’ensemble des polynémes de degré au plus n et & coefficients réels.

— Lereste duDL,,(a) i.e. o((x —a)™), donne 'ordre du développement et peut aussi se mettre,
suivant les besoins, sous la forme (x — a)"e(z) ou lim e(x) = 0.
r—a

( )\
Exemples 9 :
u sin(a:) =, & o(z) : DL, (0) de sin(z), sa partie réguliére est x.
o1
Y] 1
= Comme lim = lim we® =0 alors e =2 = o(m2).
z—0 X uU——00 x—0

we L
-

1
C’est un DL, (0) de e 2% au voisinage de 0 dont la partie réguliére est nulle.

Exercice 2 : Comment s’écrit le développement limité d’ordre £ € N d’un polyndéme au voisi-
nage de 07

. 1 .
Exercice 3 (DL de . au voisinaae de 0) : Montrer que
X

1
= l+z+22+..2"+o0(z")
1—1‘1‘—)0
n
= ok 4o ().

1:—)0 =0

Méthode | (Translation et troncsture) :

Recissment, si f(z) =, ag+a (v —a)+...+a,(x—a)" +o(<$—a)n),020hb,,a/|méu
W@MW@@%}M&MJJH:C+G omo@bwnt

flz+a) =, G0 +az + ayz® + ...+ a,z" +o(z").

l@%WWmM%WWW&WH%%MWW&%
ondmvngémmmén%wﬂ&mt@%b@umdedgﬂnémmmm+letn.
%MMWQW@WWdefd@mn

ve. f(x) = ag +a.(z—a)+ ... +a,(x—a)"+o ((x—a) ) allons, powy m < n,

f(z) =, Gt a(z—a)+ ...+ a,(x—a)" +o((r—a)™) et un dmefowymmb b

\_ mits de f & Lordre m. y

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI : Analyse asymplotique 7|



PTSI VINCI - 2024 II. DEVELOPPEMENTS LIMITES

Théoréme IO (Unicité du développement limité) :  Si f admet un développement limité
au voisinage d’un réel a alors celui-ci est unique.

Corollaire IOl (Parité/Imparité) :  Soit f : T —> R une fonction ou 0 € T et I est un
intervalle symétrique par rapport a 0.

m Si fest paire et posséde un développement limité au voisinage de 0, alors les coefficients
de rang impair sont nuls.

m Si f est impaire et possede un développement limité au voisinage de 0, alors les coeffi-
cients de rang pair sont nuls.

s 2
Exemnple O : Reprenons I’ exemple (3) , en composant & droite par = — 22, on obtient :

Tous les coefficients de rangs impairs sont nuls.

Le résultat suivant est une conséquence immédiate des définitions de la continuité et de la déri-
vabilité en un point.

e N
Théoreme [l (Développement limité et continuité/dérivarilité) :  Soient f: I+ R une
fonction et a € L.
m [ est continue en a si, et seulement si f posséde un développement limité a ’ordre 0 au
voisinage de a.
Précisément, dans ce cas : f(z) = f(a)+o(1).
r—a
m f est dérivable en a si, et seulement si f possede un développement limité a I'ordre 1
au voisinage de a.

Précisément, dans ce cas : f(z) = f(a)+ f'(a)(z —a)+o(x—a).

r—a

Remarque : Dans un développement limité de f au voisinage de a, le coefficient d’ordre 0 est
TOUJOURS f(a) et celui d’ordre 1, TOUJOURS f’(a).

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI : WW&H&W ﬂ
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ATTENTION

Le théoréme (11) ne va pas plus loin et il existe des fonctions admettant des
développements limités d’ordre supérieur a deux au voisinage d’un point a sans étre
deux fois dérivables en ce point.

1
Par exemple, considérons la fonction f définie sur R* par f(z) = 23 sin (—) Comme
x

la fonction sin est bornée,

1 1
f(z) = 23 sin <7> =z (:L‘ sin <7>> =o(2?). (XXI.1)
x x
Ainsi, fadmet le développement limité a 'ordre 2 en 0 suivant :
f(z) = 040z + 02 +o0(z?).
z—0
Or, il est facile de montrer que f est dérivable sur RY et sur R*, avec
[/ (x) = 3z%sin (1) — x cos <1> = o(1) (XXI1.2)
xT xr) x=—0 ' ’

Avec (XXI.1), f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0, et ce prolon-
gement est également dérivable en 0 avec f'(0) = 0 d’apres (XXI.2).

f'(x) = f'(0)
z—0

La fonction f, bien qu’admettant un développement limité & I'ordre 2, n’est pas deux
fois dérivable en 0.

1 1
Or, = 3xsin <—> — cos (—) n’a pas de limite en 0.
x x

Primitivation des développements limités

On commence par un lemme simple avant la version plus générale :

Lemme | :

Si g/ (:Ll) Tr—a

Soient g € 2 (I;R), a €T et n € N.

g(a) +o((x —a)"*).

o((x —a)™) alors g(x) =,

Vs

Si f/

Théoreéme 12 (Primitivation des développements limités) :

posséde

a iL‘—CL
Y

Soient f € 7 (I;

lordre n

R) et a € L.
de

un développement limité a au voisinage a,

+ o((x—a)") avec ag, .., a, € R alors f possede un déve-

loppement 11m1te a l'ordre n 4 1 au voisinage de a :

0+ g

k=0

fl@) a)**! o ((z

a)n+1) .

On prendra garde au fait que le premier coefficient est alors f(a).

3
—

Exemple | (DL de In(1 + z) au voisinace de 0) :  Comme 7 = x* + o(xz™1), alors
—r =z —
n— 1 =0
kzk + o(z™!) par composition a droite par x — —z puis, par primitivation et avec
1+:1,‘ w—>0 k=0

|0]. ou [z;a] et |x; a respectivement.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI :

Analyse asymptatique
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( )
In(1+0)=Inl1=0
n—1 X k+1
In(1+ x) o kzzo(—l) ] +o(z™)
n k
x
= > 12 o)
x—0 ; k
= x— o + i oo (—1)"+1ﬁ +o(z™). (Remaraue :(—1)"' = (-1)"*1)
-0 2 3 n

Exercice 4 (DL de tan(z) au voisinaae de 0) :

A partir de la relation tan’(x) = 1 + tan?(z) trouver un DLy au voisinage de 0 de tan(z).

Formule de Taylor-Young

4 )
Théoréme I3 (Formule de Taylor-Youna) :  Soient n € N et a € 1.

Si f € €™ (I;R) alors f admet un développement limité a 'ordre n au voisinage de a et, plus
précisément :

n_ ) (g
fa) = > LW e gk to(@—am)
k=0 '

k
= f@)+ @) —a)+ 2

Tr—a 2

(x—a)®+..+

n_ k)
Le polynéme P, définit par P, (X) = Z FP(a) (X — a)* est appelé polynome de Taylor

9 d’ordre n associé a f au point a. )

Remaraues et commentaires importants

m Le développement de Taylor a 'ordre 1 au voisinage de a n’est rien d’autre que I'expression
de la droite tangente a la courbe de f en a.

m La formule de Taylor-Young ne donne qu’une information locale au voisinage de a.

En aucun cas, elle ne peut étre utilisée pour une étude globale mais localement il
s’agit de la meilleure approximation par un polynoéme de degré au plus n.

Méme si f est de classe €°° sur I, on n’est pas assuré que le développement de

Ta'yl() le l(]e Vers ’ 1() S(]l]e n le l(] Vers +<X}.
2

Par exemple, la fonction f : R — R définie par f(x) = e 2% est de classe €
sur R dont toutes les dérivées sont nulles en 0 i.e. son développement limité en 0

a tout ordre est nul sans que la fonction f ne le soit ( f(1) = —).
e

m Le théoréme (13) est avant tout un théoréme d’existence des développements limités.

Sur cette question, nous disposons a présent de deux équivalences et d’une implication
(seulement) :

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI : Analyse asymplotique 10|
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ATTENTION

f continue Existence d’un développement limité a 1’ordre 0.
f dérivable
f de classe €™

f de classe >

Existence d’un développement limité a 'ordre 1.

Existence d’'un développement limité a 1’ordre n.

L

Existence d’un développement limité & tout ordre.

La réciproque n’est pas du tout vraie, il existe des fonctions qui admettent par
exemple des développements limités a tout ordre en 0 sans étre de classe €°.

Par exemple, la fonction définie en (XXI.1) par
f: R — R (XXL3)
1
23 sin <7) ,six#0
x

0 ,six=0

xr

admet un développement limité (nul) & 'ordre 2 en 0 sans étre de classe 42 dans

un voisinage de 0.

m Retenez aussi que 'existence d’un DL a I’ordre n au voisinage de a n’implique pas I’existence

de la dérivée n®™¢ de f en a comme pour la fonction définie en (XXI.3).

Exercice S (DL de e* au voisinace de () :

Donner le développement limité de e* au voisinage de 0.
[2] En déduire ceux de ch (z) et sh ().

-

/Exemple 2 (DL de (1 + x)* au voisinaae de 0) : Pour tous a € R et n € N, la fonction\‘
x> (14 x)* est de classe €™ sur | — 1;+oo[ et, Vk € [0;n], sa dérivée k“™€est, :

D’apres la formule de Taylor-Young, on a alors :

(1+:c)°‘:1+a:c+a z? + z3 4+ ..

Remarques :

s Lorsque a« € N, Vk € [0; ],

zt— ala—1)(a—2)...(a—k+1)(1 +x)a7k.

(a—1) ,

2 6

(a) ofa=)(@=2)..(a—k+1)

Dans ce cas et ce cas seulement, le développement limité de (1 + x)® lorsque x tend vers 0 est tout
simplement le développement de la formule du binéme.

Conclusion : Quand vous cherchez un développement limité de (1 + x)® a 1'ordre 3 lorsque z tend
vers 0, utilisez simplement la formule du binéme :

(1+ )% =145z + 10z? + 102> + 5z* + z° = 1+ 5z + 102> + o (z?) .

Pour a € 7, le développement limité de est, au signe pres, la dérivée terme a terme

1
(I+z)

. 1
—(a+ 1)°™¢€ de celui de Ty i.e. on peut donc dériver une série géométrique.
x

1 n —a—1
De maniére « plus synthétique » : —— = —1)* z* 4+ o (™).
plus sy q e HOICZ:O( ) (k_a_l) (@™)

)

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI : Analyse asymptotique 11 |
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( A
Lorsque o € R*, on généralise les coefficients binomiaux en posant :

Vke[0;n], (:) _ a(a—l)(a—2)...(a_k+1).
R

k!

On réécrit alors le développement limité de (1 + x)* :

- R

k=0

\,

Exercice L& (DL de cos(z) et sin(z) au voisinaae de 0) :
Pour tout k € N, calculer cos®) (0) et sin®(0).

E En déduire les développements limités au voisinage de 0 des fonctions cosinus et sinus.

4 )
Exemple [3 (DL de tan(r) au voisinace de () :  La fonction tangente est de classe au moins > sur
]—g : g[ donc possede un développement limité a ’ordre 3 au voisinage de 0.

D’apres la formule de Taylor-Young, il reste a calculer ses quatre premieres dérivées en 0.

tan” (0) = 2tan’(0) tan(0)

=0,
tan(0) =0, et tan” (0) = 2tan’(0) + 6 tan’(0) tan?(0)
tan’(0) = 1 + tan?(0) = 1, —9
3
Donc tan(z) = z+ 5 to (z3)
. - 4
\ Dérivation des développements limités
Théoréme |4 (Dérivation des développements limités (Adwis)) : Soient f € Z(I;R) et

a€l

Si f admet un développement limité a ordre n € N au voisinage de a et si sa dérivée f’
y admet également un développement limité & 'ordre n — 1 alors, la partie principale du
développement limité de f’ est la dérivée de celle du développement limité de f au voisinage
de a.

Il se peut tres bien, hélas, que f admette un développement limité a ’ordre n sans que
f’ admette un développement limité a 1’ordre n — 1.

1
. 7 . o 3 . - o
ATTENTION La fonction définie par f(z) = x° sin (x) en (XXI.3) avec f(0) = 0, admet un DL,(0)
sans que sa dérivée admette un DL, (0).

En effet, si c’était le cas, en vertu du théoréme (11), f’ serait dérivable en 0, ce
qu’elle n’est pas.

Pour pouvoir dériver un DL, il est nécessaire que la dérivée admette elle-méme un développement
limité et dans ce cas et seulement celui-la, son DL sera la dérivée de sa primitive. C’est ce que
dit le théoreme.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI : WW&H&W E
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s
Exemple |4 (DL de al

sur | —oo;1l[ et on a:

1
La fonction z +— m
0 d’apres le théoréme (13).

1

.

P au voisinage de 0) :

est de classe au moins " sur | — 0o ; 1[ donc admet un développement limité en

On peut donc appliquer le théoréme (14) et on a :

— = kxk1 40 (z™)
1—2)2 =20 ;

~

est de classe €™

1
Pour tout n € N, x — 1

1 n+1

Z z* +o (wn+1) )
k=0

1—=x m:O

n+1

n

= (k+1)z* +o(zn)

x—0

x
=}

= 1+2x+322+423+..+(n+1Dz™ +o(x").

x—0

Exercice T (DL de tan(z) au voisinaae de 0) :

A partir de la relation

tan’(z) = 1 + tan?(z),

retrouver un DLy au voisinage de 0 de la fonction tangente.

\ Développements usuels

1 — . k ny — 2 n n
T <o kzzom +o(x )I:olerer + ...z +o(z™).
1 _ - ko .k _ 2
153 o0 kE:O(—l) zk 4+ o0(x™) = l—z+2*+...(—1)"z™ +o(z™).
2 x z? 3 z"
— _ +17 n — _ i _1\yn+1 72 n
(1 +a) = ;( DFIS=+o(a) = @— ot o+ (1) +o(z")
n 2k+1 3 5 7 2n+1
_ IR 2n+2\ zr T T _1\yn T 2n+2
arctan(z) o kz:(:)( 1) Y] +o(z ) ot 3 g =+ -+ (=1) Tl +o(z ).
1 -1 —2)...(ax— 1
(1+z)> = 1+am+Ma¢2+...+a(a Na=2)..(a=n+ ):c"Jro(x")
=0 2 n!
Sy iye' o
_ Z zF +o0(x™) ou est le coeflicient du bindéme généralisé a a € R
x—0 k=0 k k
R R
1 1 1 1x3x..x(2n—23)
V1 = 1+ Zz— 2224+ —x3+ ...+ (—-1)~! n ™).
T, TRt T Tt Ixdx.xan O tol)
. n wk " 1:2 3 ™ "
e = ;)HJro(m)x301+m+?+€+...+ﬁ+0(a§ ).
n
_ (_1)kx2k 2n4+1\ _ a? a* (_1)n$2n 2n+1
COS(w)xZO ;)W+O(x )$:01—7+ﬂ++w+0(x )
n
) B (_1)km2k+l S B 1133 135 (_l)nx2n+l B
sin(z) =, ; rray T St g Tt Ty o)
n_ 2k ) 22 gl 22n
_ n+1 _ - - 2n+1
ch(z) = ;)(%)!Jro(x ) =, 1+ 5 +24+...+(2n)!+0(x ).
n_ 2kl - - p2n+l
h = 2n+2)  — — - - 2n+2)
sh(@) =, ;(2k+1)'+°(“€ ) e Tt T @ T

Lycée Jules Garnier
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tan(z) = +x3+2x5+17$7+ (8)
an(z) = @ 3 15 315 o(x®).

Tout a déja été fait mais pour que vous reteniez bien les méthodes, un petit résumé :

N n 1— n+1
1 A partir de la série géométrique k= < pour z #* 1, on obtient :
' 1
k=0 o
1 n
T=p S 2t oW (%)
k=0

(») En composant a droite par  — —z dans (11-), on a :

1 n
— -1 k .k ny 1
1+z 2—0 k:O( )iat +o(a") (1“)

(<) En intégrant terme a terme (H%) :

n

.fk
(=)= +o(a"). (In(1+x))

In(1+ z) ’

z:O =1

@ En composant & droite par = — 2% dans (=

Ti5),ona:

1 n
s 2, YR o). (k)
kf

(¢) En intégrant terme a terme (—Hlxz) :
n L 22kl -
t = —1 nby t
arctan(z) = ,;:0( ) 1 + o (x?"t1) (arctan(x))

(®) En revenant au théoréme (13), on a montré a I’ exenple (12) :

(Aeap =3 (Z) o o). (1+2)%)
R

z—0 )

@ —1..(a—k+1
ou ( ) = o ) kga +1) est le coefficient du bindéme généralisé.
. !

1
() Avec o = 3 a partir de ((1 + z)®) on trouve :

pop 1 X 3% ..o x (2k—3)

2 x4 x..x(2k) #" +o (") (Vi+a)

Vitw = 1+ ;(—1)

1 1 1 I1x3x..x(2n—3
= 14+ -ox— =2+ —a®+...+ (=) (2n —3)

o 20 8T TG dxdx k(@) Lol

[8] (=) Enrevenant au théoréme (13), on a montré dans I’ exercice (5) et I’ exercice (6):

n k

e’ = k_ole +o(z"). (e®)
— - <_1>kx2k 2n+1
cos() =D T + o (x®™tl) . (cos(z))
sin(z) = i (D2 + o (272) (sin(zx))
a0 &= (2k +1)! '

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI : Analyse asymplotique 14 |
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@ En prenant la partie paire et impaire de (e”) :

n 2k

ch (z) 50; @R O (z2+1). (ch (z))
n 1’2k+1

sh (.CI?) zio;)m +O<x2n+2) . (Sh (ac))

Enfin le développement limité de tan(z) au voisinage de 0 se trouve de plusieurs maniére :
@ Comme quotient des développements limités de sin(z) par cos(z) a
" exercice (11) .
) A partir de la relation tan’(z) = 1+ tan?(z) et par unicité des développements limités
al’ exemple (13) .
En mettant en pratique la méthode exposée lors de la remarque a
I’ exercice (4) .

(a) Par primitivation du développement limité de
c

b
o0s?(x)

1 2
tan(z) = o+ 51‘3 + Bx5 +o0(2°).

trouvé a I’ exercice (12) .

\ Opérations sur les développements limités

On se limite dans tout ce paragraphe a des développements limités en 0; les fonctions usuelles
étant développées en ce point.
On se ramenera, en pratique, systématiquement & ce cas par changement de variable.

— En effet, si f admet un développement limité & 'ordre n au voisinage de a, noté DL, (a),
sous la forme : .
_ - k o n
) 5, D e = ol —ar),
alors, en posant * = a + h, la fonction h +— f(a+ h) admet un DL,, au voisinage de 0 sous
la forme :

fla+h) = f: ah* + o (h") .
k=0

1 1
— Si f est définie au voisinage de 400, on pourra poser h = —, la fonction h > f (E) admet
x

alors un DL,, au voisinage de 0 sous la forme :
1 = 1 1
1(5) 0 e o ()
1
On dit alors que f admet un développement asymptotique en 7 d’ordre n en 400 et on

remarquera que la partie réguliere n’est pas un polynéme en x mais en —.
x

Exercice & (DL de In(z) au voisinaae de 2) : Donner un DL; de In(x) au voisinage de 2.

Soient f et g deux fonctions admettant un
développement limité a 'ordre n € N au voisinage de 0 :

f(z) = P(z)+o(z™) et glx) = Q(z)+o(2") ou P, Q € R[X].

r—a T—a

VA eR, \f + g admet un développement limité d’ordre n au voisinage de a dont la
partie réguliere est AP(z) + Q(z).

fg admet un développement limité d’ordre n au voisinage de a dont la partie réguliére
est P(x) x Q(z) tronqué a l'ordre n.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI : Analyse asymptotique 15 |
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4 )
Exemples IS
s Le DL de z > e® + cos(z) en 0 est :
e +cos(z) = 2+x+ e + L + L g +o(x5)
@0 6 12 120 '
= Pour les produits, on se contente, en pratique, de développer le produit des polynémes en omettant
d’écrire les termes de degré supérieur a ’ordre recherché pour le DL.
Ainsi, le DLy en 0 de la fonction « > e* cos(z) est :
1 1 1 1 1 1
@ _ 12, 2,3, — 4 5 5 _ 1.2, T 4 5
e® cos(z) = <1+:c+ 5% T g% T 5% + 15p% +o(z )) (1 5%+ 5% +o(z ))
1 1
_1.3_1,.4_ .5 5
St 3% — 5% — 32 +o(z).
g V.

Exercice 9 : Donner un DL, (0) de sh?(z).

Comme on travaillera essentiellement avec des DL en 0, attention a ne pas composer

ATTENTION par une fonction qui n’a pas une limite nulle quand = tend vers 0!

On justifiera bien que 'on a bien un o (1) avant d’utiliser les DL usuels en 0.

~

-
Proposition |6 (Composition) @ Soient fet g deux fonctions admettant un développement
limité a 'ordre n € N au voisinage de 0 :

flz) = P(x)+o(z") et g(z) = Q(x)+o(z™) ouP, Q€ R[X].

r—a r—a

Si lirr(l) g(z) = 0 alors f o g admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0 dont
r—
la partie réguliere est (P o Q)(x).

\

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XX : Analyse asymplotique 16|
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ATTENTION

Lors de la recherche de développements limités de fonctions composées, il faudra
prendre garde a prendre en compte tous les termes du méme ordre.

Par exemple, deux développements limités FAUX pour 'illustration :

2
1
e” :01+m+x—+o(x2) et

5 —1 = z+2*+o(z?).

1—=x x—0

1
FAUX : eT-z ! = eztol@
x—0
ZE2 9
:01+x+?+o(:¢ ).

T—>

1
Les termes d’ordre 2 du DL de T
-z

— 1 n’ont pas été pris en compte.

FAUX : otst = grraroe?)

z—0

= 1+az+a*+o(z?).

z—0

Les termes d’ordre 2 du DL de e* avec u = x + 2 + o (z%) n’ont pas été pris en
compte.

1 2 2
CORRECT : eTz ! = ert# tola?)

L (202 +o(a?)) + 5 (e + DK + &)

Ol—l-a:—i—xQ—i—%(xz)—i-o(xz)

— §2 2
=, 1Tzt + o0 (z?).

Exenple |5 : Cherchons le DLy en 0 de @ — (@),

Inutile d’aller plus loin car v = o(z?),

en tronquant tous les termes d’ordre supérieur a 5.

2
1
ecos(z) — 61,%+ﬂ x4+0(m5)

z—0
x—0
2
zZ 1 4 5
— exe 2 +54® “+o(x3)
x—0

1
= e(1+u+7u2) +o(u?)
2 Nl

x—0
=o(xz5)
x—0

1 1
= e(l—fac2+gx4>+o(ac5),

m:O 2

_ € o € 4 5
o €T 5% T +o0(z")

Lycée Jules Garnier
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ATTENTION

Ne pas confondre composition a droite et a gauche.

4
En effet, si In(1 + 22) = z? + % + o (z*) est un développement & l'ordre 4, voire 5,
T—

R o 2 .
en composant & droite, il en est tout autrement de (In(1 4 x))” ou la composition a
lieu a gauche si 'on veut un développement au méme ordre :

2 $2 333 .’1:4 2
1 - ryryr 4
(n(1+2))” = <x+ T4+ T do ))

5 5
.2 3,.°2.4_,°.5 5
Syt gat +o(a?)
On remarquera que ’on a pu se contenter d’un DL a l'ordre 4 de In(1+x) pour obtenir
un DL a l'ordre 5 grace a la présence du x dans le développement qui nous a fait gagner
un ordre.

Mé-thode

Mors £~

£(0)=0 e f7(0) #0.

1mmwmwww‘mnmo.
@nr&i@ed&@mﬂ%%&iﬂnﬁ%ﬂmﬁ&b@g

Wm+1W@MQ@WWQ@m@W%MDLd@f*1.
i wm%m%tw&wgmde qumd@eroTT@/mﬁ/nL

~
2 (Développement limité d'une réciproque) :

2= (f1 f)(a) +o(a")

Exercice IO : Pour z € R, on pose f(z) = ze*”

Démontrer que f réalise une bijection de R sur R.

Justifier que f~! admet un développement limité a I'ordre 4 en 0.

Donner ce développement limité.

Vs

Proposition [T (Inversion) :  Soient f une fonction admettant un développement limité a
Pordre n € N au voisinage de 0 et telle que lir% flx)y=a+#0.
r—

1
Alors — admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0 qui s’obtient en compo-

sant le DL,, en 0 de !
1+u

w 9

avec celui de

flx)—a

1
et en multipliant par —.
a

Mé-thode

’l)=0

[w,{b

\L

@m?emd%o[umn% mmww%mm@@gwmel+v

e%ecanwd@DL.

3 (Quotient de développementts limités)

1 A~ P o s

Lycée Jules Garnier
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-

Exemple 1 : Cherchons le DLy en 0 de = —

cos(z)’
1

On commence par écrire 5
T

T .
_E L s 5
) +24:c + o (xb)

cos T =—0

2

T
— 0:
5 en

1

1
——z*+o

E tu=
n posant u 24

(%), on applique le DL de © +— T

= 14+u+u?+o(u?)
COS T -0

2 24

.

)

Exercice | (DL de tan(z) au voisinaae de 0) :
sin(x)
cos(x)’

Donner un DL;(0) de tan(x) =

Exercice [ (DL de au voisinaae de 0) :

cos?(x)
1

D DL;(0) de ——.
onner un DL (0) de cos2 ()

@ EQUIVALENCE

I11.1 | Introduction

[
Définition 3 (E quivalence) :

Fonctions : Soient f: I+ Ret g: I — R deux fonctions et a € I.

On suppose que g ne s’annule pas au voisinage de a, sauf peut-étre en a avec dans ce

cas f(a) = 0.
On dit que f est équivalente d g au voisinage de a, noté f(z) ~ g(z) ou f ~ g, si
r—a r—a
im M =1
T—a g(l’)
Suites : Soient (u,,),en €t (V,,),en deux suites. On suppose que v,, # 0 a partir d’'un certain
rang.
. P . . a <o Uy,
On dit que (u,,),cy est équivalente d (v,,), ey, NOLE u,, W Un nErJPOO o= 1.
. " v
Exemples 18 :

CHAPITRE XXI : Analyse asymplotique
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e N
B 2?4tz +5 ~ 22 m sin(z) ~ .
T—+0o0 x—0
nzz+z? ~ o
x—0
mch(z) ~ —.
1 1 1 ( >z~>+oo 2
B+ o~ —.
n n2 no+oo N e T
= 3" 42" ~ 3™ mch(z) ~
n—+oo Tr——00 2
L

Quand vous cherchez un équivalent, votre résultat ne doit jamais se présenter comme
une somme de deux ou trois termes de tailles distinctes.

Par exemple, si I'on vous demande un équivalent de x — 322 + 2° lorsque z tend vers

0, ne répondez pas x — 3x2 + 2° ~ x — 32>
x—0

ATTENTION x — 322+ 2°

C’est correct puisque lim 5
z—=0 x —3x

comparer x et 22, et en 'occurrence 22 = o(x).
z—0

= 1 mais non abouti car vous pouvez encore

L’équivalence intéressante est donc x — 322 + 2° ~ .
z—0

En résumé : il ne doit en rester qu’un : le plus gros, celui qu’on voit de loin.

La relation « étre éauivalente 3 »
est une relation d’équivalence
sinage d’un point ou de suites, la relation « étre équivalente d » est une relation d’équivalence.

Théoréme 18 ( Y : Qu’on parle de fonctions au voi-

4 )

Proposition [9 (E quivalence et petit o) :
Fonctions : Soient f: I+ R et g: I — R deux fonctions et a € I.

On suppose que g ne s’annule pas au voisinage de a, sauf peut-étre en a avec dans ce
cas f(a) = 0.
f@) ~ gla) = f(&) = g(@)+o(s())

= g(z)(1+0(1)).

r—a

Suites : Soient (u,,),cn €t (V,,),cn deux suites. On suppose que v,, # 0 a partir d’'un certain

rang.
oo U 2 Yn e U 0 0R)
= 1 1)).
o (1 +0(1))
. V.
Corollaire 191 (E quivalent dun polyndme) :  Soit P un polynéme de monoéme dominant
d
adX 5

Alors P(x) ~ axe.
Tr——+00

Théoreme 20 (Développement limité et éauivalence) :  Soient f : I — R une fonction,
a€lINR, n,p€Navecp<neta,, .., a, €R.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI : WWW &I
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Si f(x) = a (x—a)’ + ..+ a,(r—a)" +o((x—a)") avec a, # 0, alors

F(@) 5, apla =)

En résumé, le premier terme NON NUL d’un développement limité peut tenir lieu d’équivalent.

ATTENTION

Une fonction ou une suite ne peuvent JAMAIS étre équivalentes a 0.

Il suffit simplement de pousser le DL au lieu de dire une énorme bétise.

e \
A retenir | :
2
| | ln(l‘i‘x) x’:;o dbo - COS(Q:)—]_ ~ _fL‘_
. 1 z—0 2
" e i m sh(z) o~
m (1+2)*—1 ~ =z 2
@0 mch(z)—1 ~ T
1 1 z—0 2
" T m tan(x) R
m sin(z) ~ x m arctan(z) ~ .
z—0 z—0
\.
Proposition 2] :
= T
~ . —_—_~ — h == .
= arcsin(z) o~ = arccos(x) 5 . T = th(z) o

Ne présentez jamais vos équivalents comme une somme de termes de tailles distinctes
car dans une telle somme en réalité, seul le plus grand des termes compte, les autres
sont négligeables.

ATTENTION A la place de e —1 ~ gz, n'écrivez donc pas e® ~ 1 4+ 2. Cette équivalence est
Tr—r

z—0
correcte, mais comme x = o (1), écrire que e* ~ 14z c’est écrire e* ~ 1, résultat
z_—>0 z—0 z—0
moins précis i.e. la précision de I’équivalence e —1 ~ x est en o(x) alors que la
r—0

précision de 1’équivalence e ~ 1 est o(1).
z—0

Théoréme 22 (Formule de Stirling 1)

La démonstration est hors-programme mais pas la formule.

|1]. James Stirling (né en mai 1692 & Garden prés de Stirling, mort le 5 décembre 1770 & Edimbourg), est un
mathématicien écossais.
L’équivalent asymptotique de n!, pour lequel Stirling est le plus connu, apparait dans son ouvrage Methodus
Differentialis. Un des principaux objectifs de celui-ci était d’étudier des méthodes pour accélérer la convergence
des séries.
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4 )
Proposition 23 (Limite et éauivalence) :

Fonctions :

Si f ~ g alors, soit f et g ont toutes les deux la méme limite en a, soit aucune
r—a

de ces deux fonctions ne posséde de limite en a.
Si lim f(x) = ¢ avec £ réel et non nul alors f ~ /.
r—a

r—a
Suites :

Si u,, o~V alors, soit (u,,),cn €t (v,)pen Ot toutes les deux la méme limite,

soit aucune de ces deux suites ne possede de limite en +oo.

Si lim wu, = /¢ avec £ réel et non nul alors u,, ~ /.
\_ n—-+00 n—+0o )

lim f(z) = lim g(x) > f ~ g

lim u, = lim v, ><un ~ U,
n—-+oo n—-+0oo n—-+oo

Ne pas comprendre ceci, ¢’est ne rien comprendre au chapitre.

h X e$ = liIn r = 400 mais ez ;s ;x
T—+00 T—+00
— 1 2 = l = i 2 .
ATTENTION xg%ﬁ Jslir(l)ﬂ? 0 mais z Xaj

— lim 2" = lim n = 400 mais 2” n.
n—-+o0o n——+00o

De plus, si (u,,),,cn Possede une limite alors nl_l}m Upyq = n1—1>1—01—100 u,, mais, en général,

Up41 . Up, -

lim 2" = lim 2" = 400 mais 27! = 2 x 2"><2”.
n—-+oo n—-—+0o 7

Théoréme 24 (Conservation du signe) :

Fonctions : Si f(z) ~ g(x) alors f(z) et g(x) ont le méme signe dans un voisinage de a.
r—a

Suites : Siu, ~ v, alorsu, et v, sont du méme signe a partir d’un certain rang.
n—-+o0o

Stirling note d’ailleurs dans sa préface que Newton avait étudié ce probléme. Beaucoup d’exemples de ses
méthodes sont donnés, dont le probleme de Leibniz de

m_, 1.1 1 1
4 ~ 3 5 7 9 7
1
Il applique également ses procédés d’accélération a la somme de la série 1 + 1 + = 9 + 16 + ... dont la valeur
exacte était encore 1nconnue a l’epoque
Il obtient la relation Z Z qul lui permet d’obtenir la valeur approchée 1,64493406684822643,

w2 . N
mais ne reconnailt pas 5 ce qui sera fait par Euler peu d’années apres.

Il donne également un théoréeme a propos de la convergence d’un produit infini. Dans ses travaux sur ’accélé-
ration de la convergence des séries se trouve une discussion des méthodes de de Moivre.

L’ouvrage contient d’autres résultats sur la fonction Gamma d’Euler et la fonction hypergéometrique, ainsi
que la définition des nombres de Stirling.
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- N . . |
ATTENTION Cela ne signifie pas qu’a partir du rang n, (u,,),cn €t (v,,),en sont de signe constant !

Le signe peut varier, mais de la méme maniere pour les deux suites.

IT1.2} Application : Série harmonique et constante d’Euler

e N

Théoréme 2S5 (Développement asymptotiQue de la série harmoniaue) :

"]
>~ = In(n)+vy+o(1), ot v =~ 0, 5772156649 ... .
—l k‘ n—+00

1
En particulier, Z — ~ In(n).
pt k n—+oo

IT1.3} Opérations sur les équivalents

Théoréme 2L (Petit o et éauivalence D :

Fonctions : f = o(g)etg ~ halors f = o(h).
T—a r—a r—a
Suites : u,, W © (v,,) et v, L Wn alors u,, e © (w,,)-

Exemple [9 © Comme sin(z) ~ x et e —1 ~, @ alors :
xT—

x—0

1Y N
sin (e® —1) == sin(z) ST

4 N
PR Les éauivalents sont compatirles avec le produit
Théoréme 27 ( =2 €& \ - P 'Y
I'iInverse et les puissances

Fonctions :

Sif ~ geth ~ kalors, soit fh ~ gk.
r—a T—a r—a

1 1
[2] Sif ~ getsifnesannule pas au voisinage de a alors - ~ —.
z—a fz—oag

Si f ~ g et si f est strictement positive au voisinage de a alors, Vo € R,
xT a
[~ g°
r—a
Suites :

1} Siuw, ~ wv,etw, ~ t,alors,soitu,w, ~ v,t,.
" pstoo " " p—otoo ’ " st P
1 1
|z| Siu, ~ w,etsiu, #0apartir d'un certain rang alors — ~ —.
n—+oo un n—+oo Un
Siuw, ~ wv,etsiu, >0apartir d'un certain rang alors, Va € R, us ~ o2,
n—+00 n—-+o0o J

.

— Les éauivalents sont compatirles avece lIa composition
Théoréme 2.8 ( - s i

3 droite et les suites extraites =

Fonctions : Soient b € R et ¢ une fonction définie au voisinage de b & valeurs dans I.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXI : WW&Q&W& ﬁl



PTSI VINCI - 2024 III.

EQUIVALENCE

Sif ~ getlimp(x)=aalors fop ~ gop.
T—a z—b z—b
Suites : Soit ¢ : N+ N une fonction strictement croissante.

Siw, ~ v, alorsu ~ W

" ntoo 2 n—+00 Pk

Avec les équivalents, deux opérations sont formellement interdites :

Somme : z+1 ~ zet3—z ~ 1—xmais:4X1.
T—+00 T—+00

Si les parties principales se compensent, on s’expose a des erreurs.

Solution : Pousser les développements limités.

ATTENTION Composition a gauche : n  ~ n + In(n), mais, si on compose par z > e” a

n—+oo
gauche e”Xn e”.
s

n—-+0oo

faux.

En général, u, ~ v, n’implique pas f(u,) ~  f(v,). Méme avec des

fonctions « gentilles » comme le logarithme ou I'exponentielle, cela peut étre

-
Méthode 4 (Pour contourner le progléme des sommes) :

ot'mmmd@mmb.
IM%WWMO&W?@WMWW.

M%LWOWWWWT&WWWMW

-m&omﬁﬂﬂm&ﬁwm@%md@%mwm%ﬂmw?@m

Eﬁoiﬁwmmvmw?obww&mdihed&@mnb %gm»t&udwb@ondmde%nwmde

Exemple 20 : \/mm:m( 1+lna£2x)1>.

In 1
Or, lim Q—Oet\/l—l—u—l ~ =

Tr—+o00 1: u—0 2
In(z) In(x)

Dot /22 + In(x) — P EX S = o

Exercice [3 : Donner un équivalent en 0 de In(1 + z2) — sin?(z).

Exercice 4 : Donner un équivalent en +oc de ch (e ™) — cos (E)
n

Méthode S (Trouver un éauivalent simple de In(u,,)) :
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N
Finon, éonvine u, iz v, (1 4+0(1)), o v, et un ecwxuaﬁemb mm,r,@e de ty, is

In(u,,) e In(v,) +In(140(1)).
e W&ummﬁ;@mat&b%@m%mwm@
ey %uwmgm@um.

. 1
Exercice IS : Trouver un équivalent de In (sin (—) )
n

Méthode L (Trouver un éauivalent simvple de e“r) :

@werWm u,, & o(1) peb s Uy, =uv, +o(l).
?WMW.

5,
Exercice |6 : Trouver un équivalent en 0 de ez "z

Q DOMINATION

Détinition 4 (Domination) :

2 ln(1+z)

N\

Fonctions : Soient f: I+ R et g: I — R deux fonctions et a € I.
On suppose que g ne s’annule pas au voisinage de a, sauf peut-étre en a avec dans ce
cas f(a) = 0.

On dit que f est dominée par g au voisinage de a, noté f(x)

O(g(z))ou f = O(g),

r—a r—a

si la fonction = est bornée au voisinage de a et on lit :

« f est un grand O de g au voisinage de a ».

Suites : Soient (u,,),cn €t (v,,)nen deux suites. On suppose que v,, # 0 & partir d’un certain
rang.

u
On dit que (u,,),cn €st dominée par (v,), ey, Doté u,, = (v,) sila suite (—”)
n—-+00 Uy, neN

est bornée et on lit :

« (uy,)pen est un grand O de (v,,),,c) au voisinage de I'infini ».

N v

En particulier, pour les fonctions, un O (1) est une fonction bornée au voisinage de a et, pour les
suites, un O (1) est une suite bornée.

Exemples 21 :
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IV. DOMINATION

o

Proposition 2.9 (Domination, détinition éauivalente) :

Fonctions : Soient f: I+ R et g: I — R deux fonctions et a € I.

On suppose que g ne s’annule pas au voisinage de a, sauf peut-étre en a avec dans ce
cas f(a) = 0.
On dit que f est dominée par g au voisinage de a s’il existe un réel positif M tel que,
dans un voisinage de a, |f(z)| < M|g(x)|.

Suites : Soient (u,,),en €t (V,,),en deux suites. On suppose que v,, # 0 a partir d’'un certain
rang.
On dit que (u,,),,c est dominée par (v,,),cy 'il existe un réel positif M rel que, a partir

d’un certain rang, |u,,| < M|v,,|.

y

-

N
Proposition 30 (Grand O, pettit 0 et éauivalence) :

Fonctions : Soient f: I+ Ret g: I — R deux fonctions et a € 1.

On suppose que g ne s’annule pas au voisinage de a, sauf peut-étre en a avec dans ce
cas f(a) = 0.

Sif = o(g)ouf ~ galors f = O(g).
r—a r—a r—a
Suites : Soient (u,,),en €t (V,,),en deux suites. On suppose que v,, # 0 a partir d’'un certain
rang.

~

v, alors u
n—+oo n n

= o(v,) ouu,

n n—+oo

n—-+oo

ATTENTION

La domination n’implique ni la négligeabilité ni I’équivalence. C’est le contraire qui est

O (2?) mais QxQXo (z?) et 2552X332.

vrai.

Par exemple, 222
r—+00

( )
Exemples 22 :
z? 8 x?
B — hadi - 3 E et 3
= Comme e” = 14z + 5 5 +o(z3) alors e SoltEts + O (z®).
Ce résultat est plus fin qu’un développement limité & ’ordre 2, mais plus grossier qu’'un développement
limité a I’ordre 3.
2
a _ 1T 2 N _ 2
= De méme, cos(x) o1 5 To (z?) entraine cos(z) ol O (z?).
Ce résultat est plus fin qu’un développement limité a ’ordre 1, mais plus grossier qu’un développement
L limité a l'ordre 2.
A retenir 2 : Les théorémes sur les petits o sont tous vrais avec des grands O a la place
des petits o :

Lycée Jules Garnier
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les grands O absorbent les constantes multiplicatives,
la somme de deux grands O est un grand O,

un grand O d’un grand O est un grand O,

avec le produit, tout va bien,

avec la composition a droite et les suites extraites, tout va bien.

Q EXEMPLES ET APPLICATIONS

Recherche d’un équivalent

Exercice 1 : Donner un équivalent en 0 de la fonction définie par

_arcsin(z) 3x
I =" =% "3-a

Calculs de limites

. 1\"
Exercice I8 : Calculer lim (1 + —) )
n

n—+oo

IV.3| Position locale d’une fonction par rapport a une tangente

Soit f: I+ R une fonction et a € I.

Si f admet, au voisinage de a, un développement limité de la forme :

flx) = ag+(r—a)a; +a,(x—a)’ +o((z—a)),

r—a

ou p est donc le plus petit indice supérieur ou égal a 2 tel que a, # 0, ay = f(a) et a; = f'(a).

On a alors f(z) — (f(a) — f(a)(x — a))

= ap(a: —a)’ +o((x—a)P) ie.

La courbe représentative de f admet la droite d’équation y = ay + a,(z — a) comme tangente au
point a.

On a mieux : la position du graphe de f au voisinage de a par rapport a sa tangente en a dépend
du signe de la fonction x +— a,(z — a)? au voisinage de a :

Si p est pair, ¥ + a,(z — a) est du signe constant de a,,.

Le graphe de f est donc situé soit au-dessus de sa tangente en a au voisinage de a soit
au-dessous suivant le signe de a,,.

De plus, si a; = 0 alors f(x) — f(a) garde un signe constant au voisinage de a i.e. f possede
un extremum local en @ : maximum local si a, < 0, minimum local si a,, > 0.

@‘ Si p est impair, z +— ap(a: — a)P change de signe en a, donc le graphe de f traverse sa
tangente en a : on dit que f possede en a un point d’inflexion.

xrsinx

) Tsinx 2t _ (0) =
Exemple 23 : Comme T 22 o 1122 vérifie f(0) = 0 et f/(0) = 0, sa courbe

représentative admet l’axe des abscisses comme tangente en 0 et f reste positive au voisinage de 0 donc
posséde un minimum local en 0.

22, la fonction x —

In(1 —2z)
14+
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Donner un DL4(0) de f.
En déduire I’équation de la tangente & la courbe de f en 0 et que f y posséde un point

d’inflexion.

Développement asymptotique

On peut également définir des « développements limités » en la variable z au voisinage de +oc.

1
On se ramene alors a 0 par un changement de variables h = — et on parle plutét dans ce cas de
x
développement asymptotique.

21 1 1 2 1
Exemple 24+ : — 2 — - — 1_-_ 4+ =% (—)
Mmple 7. 224+ + 1 z-+o00 T ac2+ac3+0 3
1 1 x 7
Exemple 25 : = -2 4 g3 28y
bile o (@) a0z 6 300° T°)

Si f a un développement asymptotique commencant par un terme de degré —k, pour

ATTENTION obtenir un DL a l'ordre n du produit fg, il faudra donc augmenter 'ordre du DL de g

jusqu'a n + k.

T _
Exercice 20 : Montrer que ﬁ = —; —1— %x + o (z).
Exercice 21 : Calculer le DA en +oo & l'ordre 5 de f: x PR
Asymptotes et limite en 400
Exercice 22 : Calculer a:EI—Poo 22 (e% — ez%l).
' R.appel | (Asywmptote dune fonction en +00) @ Soit f une fonction réelle définie au voisi- ‘

nage de 400.

On dit que f admet la droite d’équation y = ax + b pour asymptote au voisinage de +00 si
fl®) = azx+b+o(1).
r—400

x
En particulier, @ = lim f() et b= lim (f(z)—ax).
Tr—400 €T T—400
( )
o . 3 4 |z)?
Exenple 2L : Considérons la fonction [z 212
Comme |z| =% O (1) alors, par primitivation, |z |? = 22+ O ().
Tr—3oo Tr—+0o0
3, .2
Do, f(z) = x>+’ + (2) (x)
eotoo g (1 i 72)
x
—(e+140(3)) (1- S +o ()
T—+00 X 2 2
= 1+z+0 (l)
T—+00 T
= 1l4+z+4+0(1).
T—E00
. V.
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La courbe représentative de f admet donc la droite d’équation y = z + 1 comme asymptote en +o0.

1
ecos(f) admet une asymptote en +oo

Exercice 23 : Montrer que la fonction f : z +— 13:;_
x

dont on précisera 1’équation et la position par rapport a la courbe.
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