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a combinatoire, science du dénombrement, sert comme son nom l'indique a compter. Il ne
s’agit bien entendu pas de revenir au stade du CP et d’apprendre a compter sur ses doigts,
mais bien de définir des objets et notations mathématiques permettant de compter le
nombre d’éléments d’ensembles bien trop gros et compliqués pour étre dénombrés a la

lo

main.

e dénombrement n’a pas en soi énormément d’intérét, mais trouvera toute son utilité en-
suite en probabilités : dans le cadre des probabilités finies, la probabilité d’un événement
se calcule en divisant le nombre de cas favorables par le nombre total de cas possibles,
ce qui suppose qu’on sache calculer les nombres de cas en question.

o
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Q GENERALITES SUR LES ENSEMBLES FINIS

Notion intuitive de cardinal d’un ensemble (fini)

e D

Définition | :  Intuitivement, le cardinal d’un ensemble correspond & sa taille. Pour un
ensemble fini, il s’agit du nombre de ses éléments.

On note dans ce cas card (E) ou |E| le cardinal de E.

\

Exemple | card (&) = 0 et card ({J}) = 1.

On peut définir, comme on le verra plus tard, une notion de cardinal pour des ensembles infinis,
mais l'intuition en est moins évidente. Par exemple, N et Q ont méme cardinal !

Intuitivement, un ensemble fini IE de cardinal n est un ensemble {z,...,z, }, ou les x; décrivent
IE et sont deux a deux distincts.

En interprétant ceci avec 'application ¢ : [1;n] — E |
1 — oz,
— le fait que les x; décrivent E signifie que ¢ est surjective,

— le fait que les z; soient deux a deux distincts, signifie que ¢ est injective.

Ceci motive la définition suivante :

( )
Déctinition 22 : On dit qu'un ensemble E est fini s’il vérifie I'une des deux conditions sui-
vantes :

m [E est 'ensemble vide, auquel cas on dit que son cardinal est nul noté card (E) = 0.

m £ est en bijection avec {1,...,n}, auquel cas on dit que son cardinal est n noté
card (E) = n.

Dans le cas contraire, on dit que IE est infini.
&

Remaraue :Siles ensembles {1,...,n} et {1,...,m} sont en bijection, alors n = m. Le cardinal
d’un ensemble fini IE est donc bien défini. Il indique le nombre d’éléments de IE.

~
Exemples 2 :
u [p;q] est fini de cardinal ¢ — p + 1.
Il suffit de prendre pour ¢, 'injection canonique :
i: [1;q—p+1] — [p;dl
7 — p—1+41
= Soit n € N* et U, , I'ensemble des racines n®™e de I'unité.
L’application ¢ : [1;n] — U, est bijective, donc U,, est fini et card (U,,) = n.
2ikm
k — e n
m Si IF est un sous-ensemble d’un ensemble fini E et si 1 est sa fonction caractéristique, on a :
card (F) = Y " 1p(x). (XXIL1)
xclb
\. .
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Proposition | (Cas particulier dun sous-ensemele) - Soient IE un ensemble fini et IF une
partie de IE.

Alors :

m IF est finie, et card (IF) < card (IE).
= De plus, si card (IF) = card (E) alors IF = .

Remarques : Si I et I sont deux ensembles de méme cardinaux, il suffit de montrer une
inclusion pour avoir I’égalité.

|— Preuve :@'W (XXIL1), i) w%x déonine :
card (F) = Y " 1p(z) < > lg(x) = card (E).

zelb zelk

—

Ensembles finis et applications

Théoreme 2 (Effet dune application sur le cardinal) @ Soient IE et IF deux ensembles et
[+ E+— F une application.

‘ Si f est bijective, alors :

EE est fini de cardinal n <= I est fini de cardinal n et on a card (E) = card (IF)

[2] Si fest injective, alors :

I est fini = I est fini et card (IE) < card (IF).

[38] Si f est surjective, alors :

E est fini = I est fini et card (IF) < card (E).

Preuve :
|_ ?WEM@Mn.%mmmwmw:ﬂl;nﬂHmw.

ﬂ,@owfo@%t&a%m%de[u;n]]mmdomm%t@mdemmﬁn.
@nmm@wdem@mew%F%bKAMdemdﬁnaﬂnaﬁon@E%b%&n&demnaﬂn%
dilivont F1: Fr—E .

‘ SOu/[v[womeFg&mA;etrmwgp: E — f(E) @@wmbuﬁhmvdefdlmf.goebtw

r — f(z)

Wmf@lﬁ&wmw.
@mmf(]E)C]F,f(E)%LKAmdemndymﬂ[@mWchﬂmdeE
Jimsi, card (E) = card (f(E)) < card (IF).

[3] Fipposons quil eciste f: B F sunjectine.
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Jm:oamn}ooﬂo)w%tﬂmbte(p FHEWv@%Mo@o&bW%W
me);.
g)&mtoul}(IGIE‘,wofomIGEEmwnbéLédmwdgawfc}Awmbte&mumf%tmna}ecﬂme
ve. f(z,) =a.

eommdé)wnbapohbgot F — E &WWWW@%LW:

a > xz,

Foient (a;b) € F? bJZorwe o(a) = o(b). On o done z, = ;.

O, f(xa):aetf(xb):brandé%mmdexadzmb.
Jotmma:betgoeotma;ecn/ue.

Dire que f est surjective, c’est dire qu’a travers f, I couvre I en totalité.

Une telle couverture n’est possible que si IE est « plus gros » que F i.e. si
card () < card (E) - assertion ([3]).
— Dire que f est injective, c’est dire que deux points distincts de IE sont envoyés par f sur

deux points distincts de IF, i.e. que f(IE) est comme une copie de E dans F.

Une telle copie n’est possible que si I est « plus gros » que E d.e. si :
card (E) < card (F) - assertion ([2]).

Conséquence, une application d’un ensemble fini dans un autre dont le cardinal est stricte-
ment inférieur au premier, ne peut pas étre injective : il existe donc nécessairement deux
éléments qui ont la méme image.

C’est ce que I'on appelle familierement le « principe des tiroirs de Dirichlet » :

St on range p chaussettes dans n tiroirs et que n < p, il existe au moins deuz chaussettes
qui sont dans le méme tiroir.

Exercice | : Etant donnés 5 points dans un carré d’aréte 2, montrer qu'on peut toujours en
trouver deux distants d’au plus V2.

Correction : gWWWW%WmWw—M&W%W
W—MWWW«M».

:
|
_—— ==
=
\!
?mm%demn%gb5<<cﬁmmetb%>> —MBWW—M4MMM—MW
ﬁwrmmwma&nbmwﬁ,w&%wwwm—m.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXII : Dénembrements

L=



PTSI VINCI - 2024 I. GENERALITES SUR LES ENSEMBLES FINIS

f

Théoréme 3 : Soient E et IF deux ensembles de méme cardinal n et une application
f:

On alors les équivalences suivantes :

(i) f est bijective. (ii) f est injective. (iii) f est surjective.

W

Er—1T.

Preuve :

|_(z') = (i) et (iii):ﬁ%f%t&m%afmbf%twaww&w!

(i)

On en déduib que card (IE) = card (f(EE)).

f(]E)medemwFanmmﬂE)zF&f@W

(iii) = (i) : SDW f surjective.

3

1 B

fogzldF%chﬂwwyewmw@@mg(y)emwf
&W&WW@W%WWQ%W'

Dioay, f@a&ecnmwefogzldp
1

' Opérations sur les ensembles et cardinaux

Proposition 4 (Cardinal dune réunion, dune différence) : Soient IE, I deux ensembles
finis. Alors IE U IF est un ensemble fini et on a :

Réunion : card (EUF) = card (E) + card (F) — card (ENTF).

Différence : card (E\F) = card (E) — card (ENTF).

0\

En particulier, si IE et I sont disjoints, on a :

card (EUTF) = card (IE) 4 card (F) .

En particulier, si F C E, card (F) = card (E\ F) = card (E) — card (F).

-

Pr‘euve:?[),w%bdewmﬁwﬁmﬂm

lpyp =1 + 1p — Lgap,

ot d'utiliven lo nelabion (XXIL1).
&mmmaﬁmwww.
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Lorsque les ensembles A, ..., A, sont disjoints de méme cardinal, la formule :

card (Iil AZ-) = i card (A;),
i=1 =1

porte le joli nom de principe des bergers en référence au berger désireux de compter le nombre
de ses moutons en ne pouvant compter que leurs pattes.

Théoréme S (Principe des reraers) :  Toute réunion DISJOINTE de n ensembles de
méme cardinal p
est un ensemble de cardinal np.

Tout ¢a pour dire qu'un berger qui posséde n moutons possede aussi 4n pattes de moutons!

Le principe des bergers est sans doute le principe que nous utiliserons le plus dans ce chapitre.
Comment 'utiliserons-nous 7 Quand un probleme de dénombrement a été décomposé intellectuel-
lement en deux sous-problemes « étape 1 » et « étape 2 » avec n choix possibles pour I’étape 1

et p choix possibles POUR CHACUN DE CES CHOIX dans I’étape 2, alors le probleme initial
permet un total de np choix d’apres le principe des bergers.

Exemple 3 :© Nous avons utilisé le principe des bergers sans le dire quand nous avons calculé
dim ., ,(K) = np.

Un tableau de taille n x p contient n lignes et chaque ligne contient p cases, donc un tel tableau contient np
cases !

Exercice 2= : A partir d’un alphabet de p lettres, combien de mots de n lettres peut-on former
qui ne contiennent jamais deux lettres identiques consécutives ?

Correction : TM%WWMWMWWWWdBQ@%M& <p Pmmﬁu@ﬁe@),
mmwmoﬁowdmm@mnav%wp—l&mrmﬂ&o%mw&%wdmm
sk ok i b )

Do, un toball de p(p — 1)"1 mots.

Proposition b (Cardinal dun produit) : Soient IE, T deux ensembles finis. Alors
ExF={(z;y),z€EetyecTF} estfinietona:

card (E x ) = card () x card (F).

Preuve : Notons E = {e;, ..., } &F:{fl,...fp}.gernodu&wwmexFWébwm

]Ex]F:|:|({ei}><]F).

dot card (E x F) = Z card (F) = n x card (IF) = card (E) x card (IF).
=1

Cette proposition se généralise immédiatement par récurrence :
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Corolisire bl : Si Ey, .., E, sont des ensembles finis, alors E; X Ey X ... X E,, est fini et

card (E; x By x ... x B,) = card (E,) x card () x ... x card (IE, ) .

En particulier si If est un ensemble fini, E? est fini de cardinal (card (E) )", p > 1.

\,

Q DENOMBREMENTS

1l y trois sortes de gens :

‘ ceux qui savent compter et

‘ ceux qui ne savent pas!

Introduction

En pratique Nous allons dans cette partie apprendre a répondre a des questions aussi diverses
que :
— A partir d’un alphabet de p lettres, combien de mots de n lettres peut-on former qui ne
contiennent jamais deux lettres identiques consécutives ?
— Combien un polygone a n cotés possede-t-il de diagonales?
— De combien de fagons peut-on tirer 5 cartes simultanément dans un jeu de 52 cartes? et
successivement avec remise 7 et sans remise ?
— Combien d’anagrammes le mot « BOROROS ) » possede-t-il ?

— De combien de fagons peut-on asseoir n personnes sur un banc rectiligne ? autour d’une
table ronde ?

— Combien existe-t-il d’applications strictement croissantes de [1;p] dans [1;n]?

— Combien un ensemble fini de cardinal n possede-t-il de parties?

Chacune de ces questions requiert, certes, un minimum de théorie mathématique, mais surtout

beaucoup de bon sens. Soyez dans ce chapitre plus encore que dans les autres ce que je vous
demande souvent d’étre - DES GENS CONCRETS!!

Pour savoir de combien de fagons on peut asseoir n personnes sur un banc rectiligne, imaginez-
vous concretement en train d’asseoir ces personnes et demandez-vous combien de choix cela vous
laisse. Notre régle d’or dans ce chapitre sera ainsi la suivante :

COMPTER, C’EST ENUMERER/CONSTRUIRE.

Enumérer, c’est ordonner selon un principe de classement REFLECHI.

Exemnple 4 © Pour énumérer les coefficients d'une matrice A € .#,, ,(K), on les lit généralement en colonnes
de gauche a droite et du haut vers le bas - ce choix est bien siir tout a fait conventionnel !

Q115 Q125 s a1p7 Ag1y Aoz, -y a2p7 Apts oo anp'

Exenple S : Combien I'ensemble [1 ;4] a-t-il de parties ?

La réponse est 16.

|1]. Les Bororos sont un peuple amérindien présent dans I'Etat du Mato Grosso (Brésil).
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( )
Enumeération lexicographique en fonction du cardinal : &, {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 3}, {1,4},
{2,3}, {2,4}, {3,4}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4}, {2, 3,4}, {1,2,3,4}.
Enumeération lexicographique aprés représentation par des mots : On peut associer bijectivement
a toute partie A de [1;4] un et un seul mot de 4 lettres sur I'alphabet {0, 1}.

De quelle maniére ? La premiére lettre de ce mot est un « 1 » si 1 € A et un « 0 » sinon, la deuxiéme
lettre est un « 1 » si 2 € A et un « 0 » sinon, ...

Par exemple, & est représenté par 0000, {2} par 0100, {2, 3} par 0110 et [1;4] par 1111.

Ainsi représentées, les parties de [1;4] sont faciles & énumérer lexicographiquement :

0000, 1000, 0100, 1100, 0010, 1010, 0110, 1110, 0001,
1001, 0101, 1101, 0011, 1011, 0111, 1111.

&,,

Listes et Arrangements

Détinition 2 (p-liste) :  Soit IE un ensemble fini.

On appelle p-liste de E tout p-uplet d’éléments de E, c’est a dire un élément de
EP =ExE x ... x E.

ATTENTION I L’ordre des éléments compte et il peut y avoir des répétitions.

Proposition T (Nomere de p-listes) :  Soit IE un ensemble fini de cardinal n, et p € N*.

Le nombre de p-listes (ou p-uplets) de IE est égal a nP.

Dans une liste, 'ordre des éléments compte car une liste n’est jamais qu'une FAMILLE - et non
pas un ensemble - et un méme élément peut figurer plusieurs fois dans une liste.

Les listes sont utilisées pour modéliser des tirages SUCCESSIFS AVEC REMISE - avec remise
car les répétitions sont autorisées.

|— Preuve : Clo découle de card (FEP) = (card (E) )’

Exercice 3 : De combien de facons peut-on tirer 5 cartes successivement avec remise dans un
jeu de 52 cartes?

Correction : 52°.

Définition 4 (p-arrancement) : Soit £ un ensemble fini.

On appelle p-arrangement de I toute p-liste de IE d’éléments distincts.

—

Proposition & : Soit IE un ensemble fini de cardinal n, et p € N*.

Le nombre de p-arrangements de I est égal a :

n! . .
[ sip < n et 0 sinon.

n(n—l)...(n—p—i—l)zw
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Les arrangements sont utilisés pour modéliser des tirages SUCCESSIFS SANS REMISE - sans
remise car les répétitions sont interdites.

Preuve:ame%e@]\o«w“wn?obmumfpﬁp—u?@et (61,62,...,617),%0/71420{00‘100&,@09@@
ﬁwwwelelﬁl}n—lMFMMW%WMMWBQEE\{Q},
wn—p+1 cp.owoM&uw@mmw@epeE\{el,ez,...,ep_l}.
Fnallement, n(n—1)...(n—p+1) p—%xﬁetadléﬂénmxt@dwwme

—

Exemples & :

40!
= llya 351 possibilités de tirer 5 boules numérotées entre 1 et 40 (en tenant compte de l'ordre).

= Une course de chevaux comporte 20 partants. Le nombre de résultats possibles de tiercés dans l'ordre
est 20 x 19 x 18 = 6840.

Exercice 4 : De combien de fagons peut-on asseoir n personnes :

sur un banc rectiligne ?
autour d’une table ronde ?

Correction :
Banc rectiligne : @%MWWMMC}M@Q%WM\%@WMWM@ 1an

%WMWM%@MMd%WMMWW%WL&d
wdmmmwn—omn%enm%e&omﬂwde[[l;n]].

Tableronde:f@d»@%@mm&mm@omwﬂwetmmﬁ&mo%tc}mﬁm% W

Wmmawmdemd@rﬁqmdmr&wwwm

_M&wmmuambdewcﬂe%wcﬂ@rm@@m%wmw(n—m
Wmt%mﬂconwde[[l;n—l]].
@'mmmmﬂde(n—l)!wn%%nmwmﬂ&&

Nombre d’applications et combinaisons

Théoreme 9 (Nomeres dapplications de IE dans ) : Soient I, et IF,, deux ensembles finis
de cardinal respectif p et n.

Alors, I’ensemble des applications de E dans IF, noté A (I£; ), est fini et on a :

card (A (E;T)) = card (F)*4® = pp.

Remaraues :
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— Une p-liste de E n’est jamais qu’'une application de [1;p] dans E.

— Réciproquement, la donnée d’une application f de IE = {eq, e, ..., ep} dans IF est équiva-
lente & la donnée de la p-liste (f(ey), ..., f(e,)) de F.

Preuve : Jotons e, €, ., ep les p dements de Lensemble E. On considene @Wi),«whm ¢ de
|_/l(]E,IF) damns P de%vme]'\o)b :
v: AE;F) — TP
f [ — (f<61)7 f(62)7 “"f(ep))'

(Coubpfu,]-u@eb (fl,fQ,,fﬁadmebrmmwmwwnfewdmbroh(p@omm&wﬂwaﬂ(E,]F)d&%«ma
Pﬂ/bf(ei):fiwto“t1<i<p

ﬁﬂmw%t@iﬁmb.e.%umn%euﬂ(E;F) &b FP sonl équinatents.
T onb done méme candinal, :
card (A (IE;IF)) = card (IF?) = nP.

—

Théoréme IO (Ensemele des parties) :  Soit E un ensemble fini de cardinal n, et P(IE)
I’ensemble des parties de IE.

card (P(E)) = 2™.

Remarque : On verra une autre démonstration de ce résultat plus loin.

Pr‘e.uve.:g'wxz‘mhm(p: PE) — AE;{0:1}) %tm&awmdem@) dams

ACE +— 1,

A(E;{0;1}).

Proposition | - Soient I, et I, deux ensembles finis de cardinal respectif p et n.

n!
Le nombre d’injections IE dans IF est ( I si p < n et 0 sinon.
n JR—

|— Preuve:@n@wwg'oﬁﬁmﬂmugo: A(E,F) — TP @bb&«a@ob\/ue

f — (f(€1>v f(62)a "‘7f<ep>)

;]!;e;tcfamwfeﬂ(mw)%tw%etwﬁgw@wp(f)%J;mp-&bted;&@w@mm

M@IW¢wW%WW®QMMWWd@E
demem&@edmp&btmde@gnmmmdeFdomth cahdunaﬂﬂnmo/

lo proposition (8) .
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Détinition S (S(E)) :  Soit IE un ensemble fini de cardinal n.

On appelle groupe des permutations de E, noté S(IE), 'ensemble des bijections de E.

Proposition 2. © Soit IE un ensemble fini de cardinal n.
S(E) est fini et card (S(E)) =nl.

|— Preuve : @WQ%MMWMM %W@EW%W&%W
@Emmetdz%%a—_n
1

(n—mn)!
Exercice S : Soit n > 3. Combien y a-t-il de permutations de [1;n] qui envoient 1 sur 2 et 2
sur 37

Correction : TMWWW@W@WMWLM@Wa@&n—2M%M

w?ﬂede4,n—3w»wm...et%%mcﬂ@den,1wm.

Do un total de (n—2) x (n—3) x ... x 1 = (n—2)! pevmutalions.

‘ Dénombrement des parties d’un ensemble fini

Définition & (p-comeinaison) :  Soit [E un ensemble fini de cardinal n, et p € N.
On appelle p-combinaison de IE toute partie de IE a p éléments.

On note 2 ,(IE) leur ensemble.

Dans une combinaison, qui est un ENSEMBLE et non une famille, les éléments sont donnés sans
ordre.

Quand on décide de numéroter les éléments d’'une combinaison, le choix de la numérotation est
totalement arbitraire, la combinaison en tant que telle n’a pas un premier élément, un deuxiéme
élément, etc.

Les combinaisons sont utilisées pour modéliser des tirages SIMULTANES.

4 \
Théoreme I3 (Nomere de comprinaisons) :  Soient IE un ensemble fini de cardinal n et
pEN.

n
Le nombre de parties de IE de cardinal p (ou p-combinaisons de IE) est (p) :

card (P (E)) = (Z) .
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|— Preuve:glidéedeemdérmmbhaﬂommmbouémm%bdewwmvdm%bgm@@edﬂmb
on

connait le candinall.
Considérons done & (n;p) Lenserble des p-listes d'dlements distincts de EE.
TmWme—%Q&dIMdeEdmmdd%mdMMMQ:
— card (P,(E)) cﬁmmrmn@@nwnﬁ@ed%eﬂe/mmmp—%ﬁeb,
- p'cﬂm[\mmne}ucel}eﬂwnﬂge

Jo(;i/nm,, on a plcard (TP(IE)) = card (& (n;p)) =

Done card (P (E)) = o = (n)

pl(n —p)! p

(n—p)!

—

Exercice £ : De combien de fagons peut-on tirer 5 cartes simultanément dans un jeu de 52
cartes ?

Correction : (552> .

7

Corollaire 13| (k-listes strictement croissantes de [1;n]) : Pour tout k € [1;n], il existe

n
(kz) familles d’entiers (i, iy, ..., i) telles que :

1€ <ip<..<ip <N

|— Pre.u\/e.2%%%}%&'%@%@%@1<i1<i2<...<ik<nwmbd/

oﬂmmmwm,rﬂun@nbwnek—wmﬂ{moibo%de[[l;nﬂ: (:)me&mmﬁnl%mmwlmmﬂe

—

Exercice T : On appelle anagramme d’un mot tout autre mot composé des mémes lettres avec
multiplicité, mais dans un ordre quelconque.

Les mots « NOSSMOI » et « SIONSOM » sont par exemple deux anagrammes du mot « MOIS-
SON ».

Combien d’anagrammes le mot « BOROROS » possede-t-il 7

Correction : @nbmW@QWMMM@?%%MWWWS <<@>>,2
<<Cﬁz>>, 1 <<%>>et1<<50>>.ﬂammmb£nwtﬂmeﬁwmﬂue,mreutcﬂm:

. - Ty .

— daﬂoﬁdg@wm«o>@(3>55rmam
7—3 )
—M&LW&WM«%%( 9 )ZGWQM,&@,
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- M@@rmwmm«%», G) :QMM
- etu—%i/m@o,[\wblmdm«so», (1)=1P,0§AML@

@'wmmﬂde%xﬁwmzmowwmwm.
Remaraue GWWWM%WMWMMWW

?MWTVPQ@ daﬂo&d&a«ﬁo» [wa%«QL;» MQ@<(%>) Tuum@%«@» @no@bw/n,t @«mumgememe

I HC R e——

@ RETOUR SUR LES COEFFICIENTS BINOMIAUX

I11.1} Différence entre les p-arrangements et les parties a p éléments :

— Pour les p-listes d’éléments distincts, soit les p-arrangements, on tient compte de I'ordre.
— Pour les parties a p éléments, soit les p-combinaisons, aucun ordre pris en compte.

On utilise donc les combinaisons dans tous les problemes de choix simultanés de p éléments
distincts parmi n, sans considération d’ordre et sans répétition.

= )

xemple T : Dans une classe de 48 éléves, on souhaite constituer des groupes de colles de 3 personnes
(Pordre des groupes n’étant pas pris en compte).

Combien de répartitions possibles peut-on avoir ?

Pour constituer des groupes de colles :

= On choisit 3 éléves pour constituer le 1°¥groupe : (438) possibilité.

= Une fois le premier groupe de colles réalise, on choisit 3 éleves parmi les 45 restants pour former le
2°Meoroupe : il y a (435> choix.

= Ainsi de suite, ...

5 3
= On compose le 16™€groupe : (3) choix.

On a ainsi :
48 45 3 & (3 X (34)! 48! 1 48!
X X X — = — Ny  — = = " choix.

(3) (3) (3) Ul (3) 1:[1 (BG—1)3l 11 316 616 O
Mais on a construit des 16-arrangements de groupes de colles :(G;, G, ..., G;4) alors que ce que 'on cherche
a compter ce sont les ensembles {G;, G,, ..., G4} de 16 groupes, sans ordre.
11 faut donc diviser par 16!, nombre de facons de permuter G;, G,, ..., Gy4.
On obtient final 48! hoi

K n obtient finalement m choix. )
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I11.2 |} Coefficients binomiaux

L’objectif de ce paragraphe est de redémontrer de maniere combinatoire les résultats connus sur

n
les coeflicients binomiaux

R.appel | :  Avec la convention (Z) =0sik>n,ona:

[1] Symétrie :Pour tout n € N et k € N* " "
meétrie :Pour tout n e : = .

= 5y k n—k

k] k\k—1

n—+1
k+1)

est un entier naturel.

Formule du capitaine : Pour tout n, k de N* : (n) _n (n a 1) .

Formule de Pascal :Pour n € Net k€ N :

() ()

n
k

4 2\

[4] Intégralité : Pour tout n € N et k € N, (
\

N
\

Preuve :
|_Symétrie:@mmbm&mw&eéguﬂ%mmhﬁ@mm@mmm&mﬂm.gm%b
Wwwmmp—wm&mmxw[[l;nﬂ Le. (;) W&mmwwm
boaboomTPpyme/nfnm crumebtume n—)oomﬂunmmde[[ln]]( p)wﬁi&b@@,eb

@W%Xﬁhﬁmd@@dﬁﬁaﬂmizx.

fmmmemd%WQWXmemw

de P,([1;n]) sun P, ([1;n]) &a@chﬂxewbdew —méme » maib auec iuension
den envembllen de dénont e dianninse.

Finsi, comme woulu : card (P,([1;n])) = card (P,,_,([1;n])).
Formule du capitaine : Do, combion de mamisnes Tuew.t—cyn/ @o'vrrue)b & Pmm 1 pernsonned wne eo[uA,Iw

dont découllena, aussitet le nsnulkat.

] mwmwmwme%pm@m@@w (’g) ol i, dssignon

pre@nmw%cﬂwmm&@p—l WWM@QW <n—1>

i
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Formule de Pascal : Jotons E, . wn ensemile gvrw de candinall n+ 1, que Con éonit

B, 1 ={en1t VE,,
anec B, Q@ CM‘\TLQPJ’V\EJI’M de {6n+1} dams En+1'
En WJZM, card (E,,) = n.

Soo{l}AwnePaﬁbled,eEn+1d,k+1 M@%@a&mbd&mmw&m
- Awnbignb@épéjmynbemrl.@amboeoobA%bde?a,goh/m,@A:FnU{en+1}oAseanu/ne
W@En@kw.

Or. o astant do tdllon panties que de pontien F,, do B, & & dements e (Z)
- Amwﬁ@rmﬁvm@'&éﬂw&{6n+1}.@wmcew@wwtﬂevahb®ebbde?agomw@A:Fn
aneo F, une parlie de B, & k+1 doments.

Or. o autant do tdllas panties que do pontien F, do B, & ki + 1 dbments ie. (kil)

e D i " n n _(n+1

On o s Begobi s (k>+(k+1>_<k+1)'
Intégralité:&»b@vmeuoomﬁi/mboim&d)wé@@e théoréme (13),JZ%LWMM

do- woin, que (Z) €N,

Exercice & : Soient n, N et M trois entiers tels que n < N + M.

Montrer la formule, dite de Vandermonde, Z N M = N+M .
=\ k n—=~k n

Correction : Gonsidérons que moud awons N notes & M MPATA% toubes d/i%@en’ enbiables. Bombien de
Wden/@%mr@ut—mm&m?%m: <N;M>.

N M
@%WWWMW@kWMﬁQ@%WN-kW%W%@ (k) (nk)
kaeﬂo;n]},m;)@) (nl\_[k)

4 2\

Proposition |4 (Formule du Binéme de Newton) :  Soient a, b € C et n € N,

(a+b)" = i (Z) akpnF,

k=0

Preuve : Joienk @, b C et n €N, on o
|_ (a+b)"=(a+b)x(a+b)x..x(a+D).

™ fo
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@wﬁowmmwwmw@@cﬂmdm%(ﬂwgwmw@maw@%mmb.
Cllsment akbmF.
%@b@ddébefvnwﬂmm%aymt:iﬂa'o?ﬁdmmﬂned'mmmdeakb”’km[m@amtoub

S
O <o nonbhe i pricintment (:),Pwﬂmm,wmmwa,ﬁmmwk;@w@agmywczmeL&byl
gommw.

Gfrvnaz@/mp/nb : (a+b)" Zn: ( > akbmk.

=0

—

Proposition IS« Si E est un ensemble fini a n éléments, alors I’ensemble P(IE) des parties
de E est fini de cardinal 2™ :
card (P(E)) = 2™.

Preu\/e_:fme%et,?( %tQunumv&bawxnﬁed%boume@Q%?k debra/ﬂle@deEa/

%mwmwww&wmmw®mmwﬁ.
GW%WW?(E)W%M@M=
card (P i(n)—z"

k=0

—

Exercice 9 (Application aux proelémes de ranaement avec ou sans répétition) :
Déterminer le nombre de fagons de ranger p objets dans n boites numérotées de 1 a n :

‘ sans répétition.

avec répétition.

Correction :

&Pm%mmewmwmmd@nw%ﬁ%owlm%w&imwo@@m1u
tﬁﬁ,awmo%abdwnb@ab%etom

%uﬂ@mwm?&wwmwuwapmwmu L.
%%@m (p) W@mwdepo%ﬁmmnm
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gevno%mrambevwdéﬁwbwmmden+p—lmamﬂo&a1wodornbpmdml(&

Wm@%o@ﬁ@)etnflmm.(&w@%n—lwmﬁwnm)
ﬂ%nm?@@,?am11.1..111....qum1mmmo@f@%2mm1
%&»MB%LWN

%%W@meuwapmwmﬁm L.

n+p—1 e , .
%L&adom( p )Wuamwﬁbme@hepeﬁhmbdepoﬂagmdmmn@o«teb

n n!
(kz) ~ kl(n—k)!

Les mathématiciens ont ajouté des
points d’exclamation o leurs for-
mules pour faire croire qu’elles sont
excitantes !
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| E' Bilan pratique

Soit n et k deux entiers naturels tels que k < n.

f)[ Nemslbize do parties ] card (A x B) = card (A) x card (B) | <«—

différentes : 2™

——— Combinatoire et Dénombrement J

Produit cartésien A x B _—

14
I
1
[T TT T B Al N [
| 1 ¢/ |
I Partie de A : un ! ! |
| sous-ensemble de A L AF=A x A x..xA !
1 1
1 1
! | v |
| I |
: : : k-uplet de A : un élément de A* J‘ :
| I I
! Combinaison de k : ! / :
: éléments de A : parties de : : !
| A de cardinal k I Arrangement k Permutation :
] I éléments de A : i1
| [ o1s n-uplet d’éléments
1 I : k-uplet d’éléments distincts de A
: : | distincts de A
1l
| i :
1
: Nombre de combinaisons de k 1 l :
1 AR f o 11 Ve ~ 1
! CIEIEHEs b Nombre : :
! n ol n ! ! d’arrangements k Nombre de
| k] T Rm=—f \n—k I éléments : pe?rr}utations
: : : | différentes :
\ 1 Ak — ™ n!
e e 7 " (n—k)!
I \_ 4 I
| ]
\\ ____________________________ 7
Pas d’ordre ] Ordre l

En pratique, un probleme de dénombrement peut vraiment étre compliqué, mais il y a tout de
méme une trinité merveilleuse de modeles de base auxquels on peut presque toujours se ramener.

Tirages successifs AVEC Tirages successifs SANS Tirages SIMULTANES
remise remise =
= = Combinaisons
Uplets Arrangements
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