Feuille d exercices n°22 Dénombrements

Dénomerrements |

Exercice | : Montrer que :

Card (AUBUC) =Card A + Card B + Card C
— Card (ANB)—Card (AN C) — Card (BN C)
+ Card(ANBNC)

Correction :

Bard (AUBUC) = Bard (AUB)U Q)
= Carnd (A UB) + Band € — Barnd, (A UB) N C)

on Band (A UB) = Card A + Card B —Cand ANB

of Gard (AUB)NC)
=Bad (ANC)UBNC))
=Bard ANC+Bard BNC—Card ((ANC)N (BN Q)
=Burd ANC+BardBNC—Bard (ANBNC)

Cond (A UB U C) =Card A + Garnd B + Band.C
—Cornd (ANB) —Carnd (AN C) — Barnd (BN C)
+8und (ANBN Q)

Exercice 2. : Dans une classe de 30 éleves, la LV1 est obligatoire (anglais ou allemand) et une
LV2 est facultative (anglais, allemand ou espagnol). On sait qu'il y a :

— 3 éleves qui font anglais en LV1 et pas de LV2;

— 28 éleves qui font anglais en LV1 ou en LV2;

— 20 éléves qui font allemand en LV1 ou en LV2;

— 4 éleves qui ne font pas de LV2.

— il y a deux fois plus d’éleves qui font anglais en LV1 et allemand en LV2 que d’éleves qui

font allemand en LV1 et anglais en LV2.

Déterminer le nombre d’éléeves faisant chaque LV1, et chaque LV2.

Correction :

ﬁm%Z M2 &?2 0
Jo(m?1 0 T Y 3

1 a 0 b 1

r4+y+3+a=28 r =12

r+a+b+1=20 y="1
<~

T = 2a a=26

r+y+a+b+4=30 b=1
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Dénsmbrements

fwﬂ M2 &TVZ 0
ﬁym%/l 0 12 7 3

1 6 0 1 1

Exercice 3 :
Dénombrer les (z,y) € {1,2,--10}" tels que 2 divise z ou 3 divise .

Dénombrer ’ensemble des entiers n entre 1 et 100 tels que 2 divise n ou 3 divise n.

Correction :

z\y |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 * * *
2 *x ok Kk ok Kk Kx x Kk Kk K
3 * * *
4 ok x ok Kk X ok Kk Xk K
5 * * *
6 N T T T A T T
7 * * *
8 N T T T A T T
9 * * *
10 * Kk x ok Kk x Kk X Kk k

A= {(@y) e{1,2,+10}* 2z}
Jotenk; {B = {(z,y) € {1,2,-- 10} 3]y}

FPonvemble & dénombreon et alons

{(z,y) € {1,2,+10}* 2|z ou 3y} = AUB.

On,

(@) Card A =5 x 10 = 50;
®) Cand B =3 x 10 = 30;
(@) Card (ANB) =5x3 =15

Carnd. (A UB) = Band A + Band B — Cand (A N B)
=504 30— 15
=65

Cornd ({(z,9) € {1,2,-10}* 2|z ou 3Jy}) =65
A A ={n €[1,100],2|n}
Jotenk; {B = {n € [1,100], 3|n}
FLeonvemble & dénombrer et alons :
{n € [1,100],2|n ouw 3|n} = A UB.

(@) Bard A =50,

€arnd B = 33
(© Card (ANB) = {n € [1,100],6|n} = 16
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Feuille d exercices n°22 Dénombrements

Cord (AUB) = Garnd A + Card B — Cand, (A N B)
=50 + 33 — 16
= 67

Cand ({n € [1,100],2[n ow 3|n}) = 67

Exercice 4 : En notant que :

Une personne a au plus 100 000 cheveux,
— Nouméa compte 139 000 habitants,

Montrer que deux Nouméens au moins ont exactement le méme nombre de cheveux.

Correction : @nhewmhf&@%nowme@nbbe@o@@eufuwm@h@decﬂem@u@g dans 100 001 tinoins.

Exercice S : Soit n € N*. En utilisant le principe des tiroirs, montrer que si £ est un sous-

1
ensemble de [0; 1] de cardinal n + 1, alors il existe (a;b) € E? avec a # b tel que |a — b < e

Exercice £ : Une urne contient 2n boules numérotées de 1 & 2n qu’on tire toutes successivement
sans remise.

Combien de tirages peut-on faire pour lesquels un numéro pair est toujours suivi d’un numéro
impair et un numéro impair d’un numéro pair ?

Correction : %WK&%@WWMM@WW&%@WWWWWWW

wwamm@%%ﬂ%mmo&m

s imane st de mouseass e

Dot un total de n2 x (n— 1) x ... x 22 x 12 = p/? linages.

— %nmwmw(n')zwmmFﬂnwWW
Done, wmbotoﬂdé%’Nﬂ%dgnP—!—n!Q:Q(n!)Q.

Exercice T : Combien de mots de p lettres (ayant un sens ou non) peut-on former avec un
alphabet de n lettres?

Correction : &bm@@pmmm@m&bp—&mwm.%%%@wnon?

Exercice & : Combien y a-t-il de mots de 7 lettres contenant le mot « OUPS » ? - par exemple,
« BOUPSAR » et « QIOUPSI ».

Correction : Quamdgemot <<©%W»de%wmmtde7mb@%%w%mgma
TMmeme%e&wnﬁue@?mm@Qem—m& <<®%W>>,M?Mdmw:
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- otuﬂomd,cﬁo«mn&:u?whmdmnwt<<®%%0>>(4Pmmﬂ4ﬂbwmge«®»vmﬂuﬂmwwmw

Q%memb 1, 2,3&4),
- MMW%WW@MwB-W@@M(%S PM&QAL@Q/)

Doty un tobal de 4 x 263 = 70304 mobs.

Exercice 9 : De combien de fagons peut-on tirer 5 cartes successivement sans remise dans un
jeu de 52 cartes?

- 2!
Correction : ﬁ =52 x 51 x 50 x 49 x 48 = 311 875 200.

Exercice O : Comme le sait tout bon éleéve de prépa, un jeu de tarot contient 78 cartes : 21
atouts, la carte qu’on appelle I’« excuse » et 14 cartes de chacune des 4 couleurs cceur, pique,
trefle et carreau.

Combien de tirages simultanés de 6 cartes d’un tel jeu peut-on obtenir contenant :
2 atouts et 4 tréfles?

‘ exactement un atout et au moins 3 as?

Correction :

R LD . 21 0Drsn . 14
Deuxatoutset4treﬁes.%uo?tdeMZM (Q)MAMMMZNM@@@ (4)@@»@%
L 21 14\ )
@o«»wn,toboﬂd@ (2) X (4) W%%Wﬂgeu
Exactement un atout et au moins 3 as : On P,eub comabuine
(21) (4) (78 91— 4)
X X
1 3 2
(21) (4) (78 —21— 4)
X X
1 4 1

U)wxa%w@nm&m@m@nhmwetewlrw

et (8- (- (1o () (-t

Exercice | : Soit n € N*. Dénombrer les couples (x,y) de {1, ---,n}2 tels que :
1) z+y 3] z<y 5] z+y<n
2] z<y r+y=n

Correction :
%%mnmwgwdeiegwcﬁmdemm n—luofamanmWym

on touk n(n —1) cchﬁeuPoom@?eu
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T\Yy 1 2 3 n
(1 (1,2 (1,3) (1,n)
2 (2,1) (2,2) (2,3) (2,n)
31 (3,1) (3,2 (3,3 (3,n)
n 1) () (3 - (w)
G“WMWWM’1+2+3+"'+":n(n2+1)‘
@nwmmw%w&%md&m:
n>—n _ n(n+1)

n -+ 5 = 5 .
—ﬁwzl,mancﬂmwﬂ?eurmmy(dgldn);
—ﬁsz,man—lcRmram»@@euwy(dean);
—%x:3jmo,n72cgmvmw;@@wrmy(de3dn);
—Soi,xzn,ormo,lwlﬁcﬁmmrmm?»@ewy(y:n)

b fnal on o 1424844 n = "I o
Joit n e N*.
x\Yy 1 2 3 n
1 (1,1) (1,2) (1,3) (1,n)
2 (2,1) (2,2) (2,3) (2,n)
3 (3,1)  (3,2) (3,3) (3,n)
w1 () (3 - (mw)

P collommes, : 1+243+ -+ (n—1) = (n—=1)n

?m@e@ﬂgea@mvmbdﬂw:

- ﬁle,man—lcﬂo&oom&@ﬂeuwy(dQan);
- ﬁsz,man—lcﬁmM@%rmmy(de3dn);

:%I:nfljmwlh&&cﬂmw%wy(y:n)
- %xznjwwn/mwﬂﬂemoonvww@.

ﬁuwma1+2+3+m+(n—1):

2

n®>—n

nin—1)

2

(n—1)n

2

i
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Feuille d exercices n°22 Dénombrements

T\Y 1 2 eoon—1 n
1 2 3 n n+1
2 3 4 oon+1 n—+2

n—2 | n—1 n e 2n—3 2n—2

n—1 n n+1 - 2n—2 2n-—1
n n+1l n+2 - 2n—1 2n

%Ld,an—l CMTB%CTMAWVMW
?m@ebﬁ%mwmwwz+y:n,mmmy:nfx.

- ﬁx=1,malheuﬂcﬂumbkﬂQermy<y=n—l);
- %lewalh@uﬂcﬂmwm&@awy@:n—l);

_500 lmwlbeuﬂtﬂmmvmmﬂgewyy—l)

- ﬁiinjmw&mmmmbwﬁgammmy: .

z\Yy 1 2 oon—1 n
1 2 3 n n+1
2 3 4 oon+1 n+2

n—2 | n—1 n e 2n—3 2n—2

n—1 n n+1 - 2n—2 2n-—1
n n+1l n+2 - 2n-—1 2n

Pn collommen, : 142434+ (n—1) = w

?mgeba%ea@,m dire o T4+Y<n ondolb awoin y<n—2x ie y € [l,n—2z], done n—2x
CTUJ@

i

- %le,man—lwwb@»wy(deldn—l);
- ﬁx:Q,man—Zwﬂaﬂmwy(delan—Z);

- Soilxzn—l,mwlw;ﬂcﬁowormz&wy(y:
— ﬁx:ﬂ,wwﬂemwwm.

ﬁﬂu@i/nﬂﬁoma/: 1+2+3+--~+(n—1):@ onsibiliten.

Exercice [ : Une urne contient 6 boules numérotées de 1 a 6. Combien y a-t-il de résultats
possibles dans les cas suivants :

on tire successivement et avec remise trois boules de 1'urne ;
on tire successivement et sans remise trois boules de 'urne;

on tire une poignée de trois boules de 1'urne.

Correction :
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m%wmﬂuwm&etmeomnmbm@ouﬂwde@m;
6x6x6=06=216
on bine succensisement ef sans nemine troin boulen de Lurne ;

6
3
A6_6><5><4_3'_120

! 4
mmwmwmdem@m%de@me (6>=CS 6 —6X5X =20

3 673131~ 3l

Exercice [3 : Déterminer le nombre d’anagrammes de chacun des mots :

PIE, LAPIN, CHEVRE, HIPPOPOTAME.

Correction :
FE . Run, EFEVRE . 6! = 720
3x2x1=31=6 B BREVRE . 5 = 360
AT "
g2 %W@ﬁ@‘@ﬁ,ﬂt%:ﬁ:?)gzmoo
EREURE .

Exercice [+ : Soit n € N donné.
Déterminer le nombre de triplets (a,b,c) € N3 tels que a + b+ ¢ = n.
Déterminer le nombre de triplets (a,b,c) € (N*)3 tels que a + b +c = n.

Correction :

Q....| .....‘ ®---0
—_——

TMM,TQ% 000|00|oooooonerwmgew1wpet(3,2,6),
et|\ooooooooooowmwagew(0,0,11).
%%amwwwwwmnwwamwm

n—+ 2 . . .
ﬁwm&w@< ; >:um@w@m@m&bmrﬂmw&bw
Pazmmn—&-z
%LJO,<n;r2)—<n+2)2(n+l>W(a,b,c)ENg%wa+b+C—n.
|oo|ooooooooon‘%tmwmawﬂpe(mwammbazm;

oo||ooooooooowrp~b<oa)uom/aumibb=0).

%u'%mwﬁmdmmwmwn—lw(@m&%w)wwﬁam?%
bé/r/omb@u)w.

Lycée Jules Garnier ﬂ PTSI Vinci - 2023



Feuille d exercices n°22 Dénombrements

n—1 )
J‘tubomﬂ,&%@< ) ) Ddiken,
%%a <n21) :WWQEM<a’b’c)€(h\l*>3b‘°yb’ﬂwa+b+c:n

Exercice IS : On compte dans cet exercice les mots des trois lettres choisies parmi les 26 lettres
de l'alphabet, avec ou sans signification. Déterminer le nombre de mots de trois lettres :

en tout;

‘ deux a deux distinctes;

ayant exactement deux lettres identiques;

‘ commencant par une voyelle et finissant par une consonne ;
contenant au moins deux voyelles distinctes et une consonne;;
@ contenant deux consonnes identiques et une voyelle ;
contenant au moins une consonne;

contenant au moins une consonne et une voyelle.

Correction :
‘ en toub :

263 = 17 576
dewss & dewss distimden

A3 =26 x 25 x 24 = 15 600

- 26020400@@@@@&%@@2@;

- 250&0«‘/30WQ@0@H719MMTQ@;

- 3cﬁmdewmwuwmww@e,
26 x 25 x 3 =1 950

- GMW@@WW’

- 26%@%%@%%;

- 20%@@%%@%%&

6 x 26 x 20 =3 120
w@wnbwmmdmwwjg%bm&%&mm:

6
- (2) cﬂmmrwmgwdmmmwﬁﬁfﬂe@dmm,
— QOCRMLX}@OJW\/JMVHB;
- ?mogmdeo%cﬁmog 3! [\mnwbobmb

(g) x 20 x 3l =15 x 20 x 6 =1 800

Iﬂ m@nmﬂd&mwmvmdmﬂ%&www&fﬁe:
- 20cﬂumQaco/nwnmd,ouﬂQée;
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- 6&%%%,—

20 x 6 x 3! =15 x 20 x 3 = 360
conbenank aw moimb wne conbomne :

EW%W%IWWW: 63

%%%@; 26% — 63 = 17 360
wnfywﬁlbwmvnbwwwnbmmetwwuo«dﬁ%.
%%cx
— 203=8OOOMWIWWMWW;

~ 6% =216 mote nayant que den Uoﬁeﬂgb;
ﬁummme@m@dm@m@@m&ummmmmmm@&mwp%

%%@m@:mﬁ—zm—wﬁ=93m

Exercice |6 : On dispose de trois urnes notées A,B,C et de six boules. On répartit les six
boules dans les trois urnes, chaque urne pouvant contenir de 0 a 6 boules. Une répartition est une
liste ordonnée de trois nombres indiquant le nombre de boules contenues dans les urnes A, B, C.
Déterminer le nombre de répartitions :

en tout ;

‘ telles que 'urne A soit vide;

telles que 'urne A soit vide et soit la seule urne vide;
telles qu’une urne soit vide, et une seulement ;

telles qu’aucune urne ne soit vide;

@‘ telles qu’au moins une urne soit vide;

Correction : Eﬁeh@b&&aﬁdlmﬁhﬂﬂe%bwwbé(a,b,clo«la,b,ce[[0,6Hhe1mébm¢m¢@e¢mnﬁ’wde@oupm
dam@euummA,B,C.
@nﬂm&emﬁm)@mQﬂ3@£%wa+b+c:6

6+2 8 x 7
%%%@<2)_ o =28

Q8W%M'
[2] teles que Bunne A soib wide = On doit allonss ancin a = 0.
®@£m£e%“m¢@4a@eﬂmﬂ2wh%wb+c=6

ee|ocoe
7
e (1)
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7'1é1w)1bib§4ynba/ueoAmd,e.
telles que Lurne A soit vide e soib lo seule wvne wide :
C1IJ&

@naazojebb—ﬂ—C:Gmeob,Cmm&m

5

bemebﬂwlmwumwbﬁd@ebmw:

% Luwne wide enb A, D népantibions.
Tdem poun los aubnen.

5nePanDrAmeA&xwlﬂewmmde

15hévmﬂﬂmwmwne&umemﬂeumnemd&

bemebcluloum/neummwbmde:
On dernche (a,b,c) be@b/ﬂweaerJrC:Qmeoa,b,CW\,'rwﬂb.

5 5 x4
%%%@ <2>= 5 =10

10Wmmmm.
IE bemebqu'wmwwmwbmda

€'w@'mgm%m@mmmmw.&mmﬁnedgw%zm2s—m:18

Exercice [ :
Combien y a-t-il de fagons de subdiviser une classe de 39 éléves en 15 groupes de 37

Généraliser le résultat au nombre de partages de np objets en p groupes de n.

Correction :

2] On suppone dams un promion toma que o groupan ok does din mamne
B (339>WQ@MM®W“
- (336>Wﬁawmnmmw2
- (333>I\m?/@wnwmduw3.
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33!

39\ (36 (33 6\ (3 39! 6 31 39
On oltient = o 2% 9% 2 O santibions doms
" 3133 3) {3 3613133131 20131 31310131 3113 epartitions

deu%hmw

M&QMW&W&@@W@@W@WMBL

39!

%L{@MW@Q,&IO% 'wrahhbnfnb
(np)t
%%@mp!n!p mermﬂb\mw

Exercice |8 : E est un ensemble de cardinal n € N*.

Combien y a-t-il de relations binaires sur E 7
Combien sont réflexives ?

Combien sont symétriques ?

Combien sont antisymétriques ?

Combien sont réflexives et symétriques ?

=] == S E]

Combien sont réflexives et antisymétriques ?

Correction :

mew&dem&m&mmmm

%W&mewmwﬂgrwwmwwﬁﬂﬁ%%@m

i E2.
ctu,e de [w)lb.,eb de
En W E={ay,aq9,,a,} :
ExXE | a ay a,
ay *
aq *
a,, *

ExXE | a ay a,
aq * *
g *

a, *
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%mm@w%@nzfncﬂm.

%%QMZ”L”WA;@@ZWMWE.

&m&mwwr?

ExE|a ay - a,
a, 2 2 2 2
sy 12 2 2

11 2 2
a,, 1 1 1 2

Rya nQQ_” courlens ot done 35 dhoies Rors. diagonale,
By o don 273" nolabions antisgmé iques sun E.
Bombien, sont nefleccives of symatniquen ?
Ly o done 275 nelations nefleccives et symétniquen sun E.
6] emn&mwné?mmebonwmw?
%%@mg# nllations nflecinens o antisymétniques sun E.

Exercice [9 : On se propose d’établir de deux manieres différentes la formule dite de Vander-

b - b
monde : quels que soient les entiers a, b, et n, on a : (a:; ) = Z (Z) (n B k) .

k=0

Trouver une interprétation combinatoire, en travaillant avec deux ensembles finis disjoints
A et B de cardinaux respectifs a et b, et en posant E = A UB.
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E Démonstration algébrique :
On consideére le polynome (1 + X)% = (14 X)%(1 + X)°.

Exprimer le coefficient en X™ de ce polynéme de deux manieres différentes.

;jgzre&ion IQWOWMMMQd‘éw%ndedMWMdL%&m@mWW@%WW:
cTu,eboL@JrUL @nﬂmba,b,d}n,ma/:

()50

[1] O«urowAedeWbeQbﬂw{wBb
o'n,lwue.E:AUB.

- @namE:mA+EMBwA&BWW.

%Ld,@do’n,o <a+b) m&u/nmbdenMdeE
- GWWWQ%M@MQQWWOLM@A:

— 0 doment de A ef n déments de B : (g)(i) possililizen

1 dlément de A ot n— 1 démentn de B : (‘f) (ni1> possililizen
— 2 doments de A o n doments de B : (g)(niQ) possililizes.
n dements de A of 0 dément de B : (Z)(g) possililizes.
ﬁ;utotaﬁ;@)(n )mxﬂmwwmdeneﬂmnanfbde]ﬂ

()50

On Rerdle b tovme en X™ dams (1 + X)a+t.

. _a+b b )
(1+ ) b_p—0<] )

Siewe%iw&dmt@vmemxnwt:

— & sovmant (1+X)ot = (1 4+ X)*(1 + X)P.
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Formde de Vandermonde 1

|1]. Alexandre-Théophile Vandermonde, mathématicien frangais, 1735-1796.
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