lest n°23

PolynSmes

Compléter :

7’

Dérfinition 4+ (Produit de polynSmes) :  Soient P = (a,,)pen €6 Q = (b)) pen deux

éléments de K[X].
On appelle produit des polynémes P et Q, le polynéme défini par :

n
P X Q = (Cn)nEN Ofl Vn € [N, Cn = Zakbn_k.
k=0

n
Définition 7 :  Soit P = Z a;,X* un polynéme non nul.
k=0

On appelle degré de P lo i kel a;, #+ 0.
o o

On convient que deg <0IK[X])) = —00.

Définition 10 : Soit P =) a;X* € K[X].
k=0

On appelle polyndome dérivé de P le polynéme défini par P’ = Z ka, Xk1 .
k=1

On définit également, par récurrence, le polynéme dérivé k-ieme de P, mobe P%) | par

PO —p
VkeN, P& = p®)y,

deg(P) —1 i P)>1
Proposition b : VP e K[X], deg(P’):{ eg(P) —1 »i deg(P) .

—00 s deg(P)
En particulier, VP € K[X], deg(P)<n = P = Ok(x)-

Proposition 8 :
(1) VP, QeKX], VA ueKX],VneN, (AP+uQ)™ =AP" 4+ uQ™.

m N ") pw b
() YP,QeKX],VneN, (PQ™ = O(k>P Qnh),

k=
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Théoréme IO (Théoréme de Taylor) :  Soit P € K[X] et a € K. On suppose que
deg(P) = p.
Alors :
o e
P(n> (CI,) " - ~ ” (a) ) P(p) (CL)
P:; o (X—a)" =P(a)+P'(a)(X—a)+ ol (X—a)2+-+ o (X —a)k.

Définition 3 Un polynéme de K[X] est dit irréductible ou premier si :

m deg(P) > 1.
lP%'od/nwl}wmﬂnedjm{bww%ueﬁe@)\(wueo)\ek*)etﬁeuuP(o/ueo,ue[K*).

Théoreme 18 : Soit P € K[X] et a € K.
« est une racine de P < PebthMbL@PeI]a)bX—a.

Corollaire 18] : Soit P € K[X].

Si P admet n  nacines disbindes aq,--,,,, alors P est Qs e H(X—ak).
k=1

Théoréme 21 : Soit P un polynéme non nul de K[X] et a € K.
Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

@ « est une racine de P de multiplicité m.
() 3Q€eKX] P=(X—a)"Q & Q(a) # 0.
@ P(a) = P'(a) = - =P V(a) =0 & P™(a) # 0.

Corollaire 2472 : Les seuls polyndémes normalisés irréductibles dans R[X] sont :

lfﬁ%ro%mmdede%nélde@agommeX—ameoaeﬂ?;
l&ro@ﬁm&ne@ded&ahéQWédAxﬂP}Q%d@&nngmx2+uX+v arec u,v € R eb

u? —4v < 0.
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Effectuer la division euclidienne de X* — 1 par X2 + 2X — 3.

&WWX4—1:(X—1)(X3+X2+X+I) of X2 42X —3=(X—1)(X+3) le@x
d‘%@»%WW@XMXMXH pan X +3 e de brouven ;

X34+X2+X+1=(X+3)(X2—2X+7)—20 = X?—1=(X2+2X—-3)(X?—2X+7)—20(X—1),

on uwgmmt Bion que deg(~20X +20) < deg(X> +2X —3).

3| Pour n € N*, montrer que 'ordre de multiplicité de 2 comme racine du polynoéme
P IN* I'ordre d ltiplicité de 2 ine d lyno
P =nX"*2 — (4n + D)X +4(n + 1)X" — 4Xn1

est au moins 2

J\Foromemdwa@dgz

Fouant tou calloud, f ext bon, de nemanguen que P = X1 (nX? — (4n + 1)X2 4 4(n + DX —4) = X"71Q,
€WZWI%WW®X"71,£MWQI%W®Q.
(=) Q(2) =8n—4(4n+1) +8(n+1) —4=0.

@O/n/om>1
) Q@) =12n—4(n+1)+8(n+1)=0.

@O/n/om>2
(£) Q" (2)=12n—2(4n+1) =2(2n — 1) # 0 doms Z.

,CDO/n,om<3.

fﬁ‘m@%&mmz

Trouver un polynoéme P de degré < 2 tel que

J%U%@%W&m%d@fﬁaﬁh@n%m&:

XX 1) (X —3)(X— 1) (X —3)(X +2)
= GBr6-n T moneon Tt asaary <!

= L)X~ 1) + (X = 3)(X— 1) — £ (X=3)(X +2)
=X2-X+1.

Factoriser P = X* + 1, en produit de facteurs irréductibles dans R[X] et dans C[X].

p— (X— eig) (X— e*‘g) (X+ ei??f) (X+ e*i%”) = (X2 - VaX +1) (X2 + VX +1).
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