Fewille d exercices n®2] Analyse asymptstique

Analyse asywvptotiQue |

Commentaires : Pour toutes vos recherches de DL ou DA, je vous conseille vivement de vérifier vos calculs

avec des applis telles que dcode.

Q DEVELOPPEMENTS LIMITES

Exercice | (DL de arctan(x) au voisinaae de 0) : Donner le développement limité de arctan(z)
au voisinage de 0.

Exercice 22 : Donner un développement limité au voisinage de 0 des fonctions suivantes a

l'ordre 4 :
1
1] z+— e“’—§ln(1—x) @ — cos®(z)
‘ N 5 T — ecos(r)
—x
3l x+— (1 +x)* T —> cos(sin(x
|

Exercice 3 : Donner un développement limité au voisinage de 0 des fonctions suivantes au
voisinage du point et a 'ordre indiqués :

x > cos(x) en % a lordre 3. x> In(z) en e a l'ordre 4.
x> e” en 2 a 'ordre 4.

Exercice 4 : Donner un développement limité au voisinage de 0 des fonctions suivantes aux
ordres indiqués :

1} z+~ (e*)? & l'ordre 3. [9] z > tan(sh(z) — ) & ordre 8.
2 s 2 2
[2] > In"(1+ ) & Vordre 4. x|—>sin< x 2) @ A Tordre 9,
COS(m)*l’ dre 3 1+=x 1+
3] =~ 11 g drorares x /1 + arctan(z) a lordre 3.
z > (sin(z) —2)(cos(z) —1) a lordre 8. z 5 In (cos(z)) & Uordre 6.
x + sin®(z) & l'ordre 9. 23
. 13 - ————— a lordre 2.
[6] 2+ esin(#) 3 Pordre 5. T sh (x) —x o Lorare
1 e
Z = arctan (1—30) a 'ordre 3. x4 S - a 'ordre 3.
[8] @+ In(cos?(x)) & lordre 4. x + arctan?(z) cos(z) a Pordre 5.
Exercice S : Soit fla fonction définie sur ]—g ; g[ par f(z) =2tanx — x.

‘ Montrer que f admet une fonction réciproque de classe €°.

‘ Donner le développement limité de f~! & ’ordre 6 en 0.

2
eac

Exercice [ : Mémes questions avec
—1
six#0et g(0) =0 alordre 3.

1) g:z— -
[2] h: = azcos(x).

Lycée Jules Garnier A PTSI


https://www.dcode.fr/developpement-limite

Fewille d exercices n°21

Analyse asymptatique

Exercice T : Montrer que la fonction f, définie sur R par f(z)

1
3 . - . O
_ J avsin (a:) six #

)

0 siz=0
admet un DL, (0) sans étre deux fois dérivable en 0.
Q LIMITES ET EQUIVALENTS
Exercice & : Donner un équivalent en 0 des expressions suivantes :
[1]} sin(2z) — sin(z) et _ /1 4 22, e — /1 + .
. 1 1 1
Exercice 9 : Donner un équivalent en +oo de n(n+1) — n(n) :
n n+1
Exercice O : Calculer les limites suivantes :
Vitr—Vl—z—=x . sin(z)
i 10 lim ————.
glgli% s a0t 1 — cos(x)
V1+6r—1+w . sin(x) — x cos(x)
2 11 1 .
250 3sin(z) — In(1 + x) 20~ x?
. sh(sin(z)) — sin(sh (z)) =1 1 sin(z) — x cos()
31513% 25 — sin®(z) 250 sh (z) — xzch (z)
T 1 1 . 2tan(z) — tan(2x)
; Zen — - 13| lim .
‘ nginoo n (2 e arccos (n)) 13 Jam . sin2(a:)
1i A e® — cosz
im —— :
‘ z—0 2 . ilg(l) 72 :
2—2cosx\ =2 1 1
im (- 0T lim ———— — —.
) i (S ) Jim s~ o
. \?71 +x— \3/1 —x ) earctan(ac) o etan(m)
‘ }cli% x alclil’(l) earcsin(z) _ esin(x)
. sin(z) — =z 1 1
lim ————. im — —
20 x ) gchL% 2 zsin(z)
. sin(z) \ #? 1 1
18 ——
@ nlslir(lJ ( x ) xlil(l) Sinz(x) 2
Exercice | :
2
. (1" . x—1
i (wsin () @)
2?2 —1—2xIn(z) In(sin(x))
2| li 50 i
B o1 z(z —1)In(x) a2 (T —2x)?
im 221n [ —F— _
xgljrnoox ln<1+x>+x 1

Exercice [ : Pour tous a,b > 0, montrer que lim
r—400

1 1
ar + bz
2
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@ ETUDES LOCALE ET ASYMPTOTIQUE

Exercice [3 : Montrer que :

sin(z) — x In(l14+z)—= 3 33

. T Sl A AR ) B Wi

& In(1+ z) —xma03+9x to(@®) e sin(xz) —z  2-0 x +20x+0()

.‘ Que peut-on en déduire pour ’étude locale en 0 des fonctions associées ?

Exercice [4+ : A partir d’'un développement limité, déduire le prolongement par continuité, la
dérivabilité, la position relative locale courbe/tangente de

1 T—1
f:x|—>—ln(e )enO.
x x

Exercice IS : Pour chacune des fonctions suivantes, donner une équation de la tangente a la
courbe ¢ en 0 et étudier leur position relative.

1 :
T f:z— _ . h : x — cos(z)sin(2z).
frai— exp(e) — o
[2] g: 2+ zcos(2x). k:xr—In(l+x+2?)en0et 1.
xIn(x)

Exercice |6 : Etude locale en a = 1 de f définie par f(z) =

22 —1"
. 1
Exercice [T : Donner un développement asymptotique en o de arctan en 400 et en —oo.
3

Exercice & : Calculer le développement asymptotique des fonctions suivantes :

[1] z+— arctan(z) en 400 et —oo & I'ordre 3.

1 x
‘ T — (1 + —) en +oo a l'ordre 2.
z

B

T en +oo a 'ordre 6.

1’4

Exercice 19 : Etude de f définie par f(z) = 5 au voisinage de +oo.

xr —

Exercice 20 : Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer une équation de leurs asymp-
totes en +0o et préciser la position de leurs graphes par rapport a celles-ci.

3+ 1 [6] ¢:2+— Vad —a?

3
f:xl—) $+1 .hIEI—) :L'+2

1
1 7 X
k::cl—):n arctan<7> £ T+ 22
14z 1’2—l'+2 .

‘g:xH\/m gp:$}—)(m+2)% C:xHTe

. e
Exercice 21 : Montrer que la parabole d’équation y = ex?+ :E 51 est asymptote a la courbe
de f définie par :
1 14z
f(x) =22 (1—1—7) )
x

et que la courbe de f est au-dessus de cette derniere.

+2arctan(x)
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Exercice 22 : Soit n > 1.

7 T
—nT+ = .

‘ Montrer que I’équation tan(z) = x posséde une solution unique z,, dans [nmT — 5 5

Quelle relation lie z,, et arctan (z,,) ?

Montrer que x,, = nw + g +o(1).

T
En écrivant x,, = nmw + 5 + ¢, et en utilisant le résultat de la question 2 ., en déduire que

T 1+1+(1>
I ST T T om0\ 2 )

Exercice 23 : On considére, pour chaque entier n € N, 'équation x + In(x) = n.

‘ Démontrer que cette équation admet une unique solution z,, € ]0; 4oc[, puis démontrer que
la suite (z,,) _ est strictement croissante.

Démontrer que (z,,), _, tend vers +o0.
[3] Démontrer que z,, ~ n.

n—-+00
Démontrer que z,, = n —In(n)+o(In(n)). On pourra poser a,, tel que In—14a,
" p—o+oo " n n
, In(n) In(n)
Démontrer que z,, P In(n) + p +o0 ( el

@ En admettant éventuellement le résultat de la question précédente, dire parmi les proposi-
tions suivantes lesquelles sont vraies :

@xnnw n—In(n) @ajnn: n—ln(n)+o< ln(n))

—+00 —+00
In(n)
@;vnn%rioon—Zln(n) (@) =, =n—In(n) + pa
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