Fewille d exercices n°21

Analyse asymptatique

Analyse asywvptotiQue |

Commentaires : Pour toutes vos recherches de DL ou DA, je vous conseille vivement de vérifier vos calculs

avec des applis telles que dcode.

Q DEVELOPPEMENTS LIMITES

Exercice | (DL de arctan(x) au voisinaae de 0) : Donner le développement limité de arctan(z)

au voisinage de 0.

Correction :

@nw&d%aque
1
1+ 22 20

Z(—l)’%”“ + o (z?).

=0

i x2k‘+1 ( ) N
arctan(z) = (—1) +o (22"t
x—0 =0 Qk + 1
IS l‘5 .737 I2n+1
— o == B -1 n 2n+1 .
STyt T et gy e @™

Remarque :f%we%mm@wwmbmmwﬁmwmarctan%tww.

Exercice 2 :
lordre 4 :

1
T e‘”—aln(l—x)

Donner un développement limité au voisinage de 0 des fonctions suivantes a

T > cos?(x)
T s eo08(®)
[6] @+ cos(sin(z))

1,4

1
T— —
2—x
rr— (1+2)"
Correction :
. 1 3z 3z 2 4
e —§1n(1—x)x:01+?+7+§+€+0(x)
1 1z 22 23 2 4
Tzt its Tt o)
3 4
T 27‘%7 oT 4
(L+a) = 1+a? =+ = +o(ah)
A
cos?(z) 3:01—3:24—?4—0(3:4)
2 4
cos(z) _ _ex i 4
e =€ 2+6+o(x)
z? bt
. -1 oL 4
IE cos(sin(x)) = 5 T o1 +o(z?)

Exercice 3 :
voisinage du point et a I'ordre indiqués :

Donner un développement limité au voisinage de 0 des fonctions suivantes au
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Fewille d exercices n®2] Analyse asymptstique

x > cos(x) en g a lordre 3. x + In(z) en e A l'ordre 4.

z — €% en 2 a lordre 4.

Correction :

@nmm@w@erho@%m@mwxzf

cos (% + h) = %(cos(h) —sin(h))

}50% (<1h;+o(h3)> . (hh63+o(h3)>)

1 h? R
= —(1—-p—Z 4=
h—>0\/§( h 2 * 6 +o(h? >)
T

cos(z) = L_x_g_(f”—Z)Q (””_4>3+0<<x_7r>3).

LTV2 V2 W2 62
4

r—e (r—e)? (r—e) (z—e)*
In(z) = In(e)+ _ ¢ ) Jr( S ) +o((x— e)?t)

z—e 2e2? 3e3 4 et
_ 1 2 1 4 4
[3] e = ¢ +e(ac—2) 5@ =27+ (@ =2’ + @~ 2) o (2 —2)")

Exercice 4 : Donner un développement limité au voisinage de 0 des fonctions suivantes aux
ordres indiqués :

z - (e%)? a Dordre 3. [9] =+ tan (sh(z) —z) & ordre 8.
2 Y 2 2
[2] z+ In"(1+ ) & Vordre 4. xl—>sin(1w 2)_133 A Tordre 9.
COS(%) \ Tordre 3 +z +x
L 142 a Lordre . x + /1 + arctan(x) a lordre 3.

[5] 2+ sin®(z) a lordre 9. 3

[4] 2 (sin(x) —2)(cos(z)—1) & Vordre 8. z 1 In (cos(z)) & Uordre 6.
@‘xl—)esm‘”él ordre 5.

 ———— a l'ordre 2.
sh(x)—:ca ordre

s/e? —1

a l'ordre 3.

X =

Z b arctan ( ) a l'ordre 3.

1 z > In (cos?(z)) a lordre 4.

x
x + arctan?(z) cos(z) a ordre 5.

— =
(<) -

Correction :

‘ (e®)® = 1+2x+2m2+§x3+0(1‘3).

x—0

In?(1 + ) Son—x Jrl—lx 4 +o(zt).

12
cos(x) 2 28 3
‘ 142 m:olix+3i?+o(x)'
. _ 1 s 1 8
! (sin(z) —z)(cos(z) — 1) o3t T 90 T+o/(29).

.‘ sin® : 8 —x —|—0( 9)
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Analyse asymptatique

a3 1 5 ;
T +130% +o(z%)

2
x3 1 1 x3

-1 s 6 = L 5 6

z—0 <$ 6 12091j O(I )> 2 . 6 })< o(ac >)

1 1 1
xjo1+x+§m2—§m4+ﬁx5+o(x5).

arctan (1 !

— X

) = Z+E+£2+£3+O( 3)

04 2 4 T T
1 1

In(cos?(z)) = —za? — —a* +o(z?).

z—0 2 12

1 1 1
- 2345 L7 8
IE tan (sh (z) — z) So g Tttt o + o (z®).
. x? x? 14 14 9
Sln<1+x2>1+x2 zjoiéz +§z +o()

2 3 3

V/ — v_ v, v 3 — 3 .
Em Lhu = 1+ 8+16+0(u)etarctan(x)mﬁox 3+O(J})0/n/o/.

1 2 5) 1 o o)
1 + arctan(x) =13 x—g—&—o(x) —=|z—ZF +o0(z%)
Tr—r

2
Comme In(1+ ) iou—l—...—l—o(u“') b cos(z) —1 = —£+...+O($“‘),£%Lném@amdew

le DL de cos(z) — 1 & Lordre 6 ef cellui de In(1 + u) d@ihdhe 3.
On otient : In (cos(x)) = —%2—%—%4—0(3@6).
3 _ 3 _ 6
h(@) =@ =00 %34—%504—0(335) 0 1+%+0(m2)
1306<1—;C;+0(x2)> 1506—%—#0@2).

ﬁma‘mﬂw&%%mb%&m@o%d@W@W@md%dm@oﬁmmmmwdﬂ
%e%wmamm@é&m@wmmwwmwam‘
@’FL/CLZ

3 1 v u?  5ud 3
— = 3 = - — -
Vitu=(1+u) Sttt E + o0 (u?).
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Fewille d exercices n®2] Analyse asymptstique

2 3 4
x+x—+£+—+o( 4 2 3
e’ —1 2 6 24 T
_ — -1 Lo 3)
e . +2+6+24+0(9: @mlw)zctwwomdma,ooube
R
Don
e’ —1 x x> 2B 3 1 /x 22 28 3 ?
o 3<z+6+24+°<“>—9(2+6+24+°<“>

;01+;<;+Jg+i+o( ))_;<§+a§+>{+><>2 3
X X){) (s KX ><) )

! —+x—+x—3 . —+x— S +o(z?)
3 6 24) 94 6 81\ 8

T 332 3

656 Tam o)

x—0

x—0

@’ﬂ/a/:
—arctan(az)g: T4...+o(x &»mexwgw@wm2mwgmw
@%Wadmwbe&/nute)bdwn/DLd,'ohdﬁe5—2:3WLCOS(.%‘)
— o cos(x) wjol+...—|—o(:v'“) : Q(]/deg 1 Wbo@&%&drwbwb@e DL de arctan?(z) &

| 1ms

Cordre 5 donc cellui de arctan(z) & Lordne b

R.emaraue '&Warctan%@wmwmmm&wDL
dJo)vd)wﬁljdymI\o«wcos I\wmwueomeLdohdm2

Dows
arctan® (x) cos(x) = (x -~ %3 +o (ﬁ)) 2 (1 — %2 +0 (wg))
27T o

Exercice S : Soit fla fonction définie sur ]— E[ par f(z) =2tanz — x.

7[- .
272
Montrer que f admet une fonction réciproque de classe €°.

Donner le développement limité de f~' & I'ordre 6 en 0.

Correction :

f%tcfmwnmbdecﬁom%m&md@umwwmgmf/ ) =1+ 2tan?z et shuictement
m} [%mque,lirzlf——ood:hmf —I—Oofmeo.&beu/ne&aeob‘m ] T 7T{b,«m/[Reoan/m,e
f/mbwmnuferob,f %t@?dﬂ%‘v@mbd@cﬂobb@%oo
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Fewille d exercices n®2] Analyse asymptstique

?Wf—lwaﬁjmawwmmwwdmwwﬂem
wn dé imis & Lordne 6 en 0 ‘on échie houb :
dbueloppoment quon feub

f(x) = art asz® + azx® + o (2%).
@'mwmwtw:
x x°
fl@) = —l—%—i—%—i—o( 6).
&mewflof%ObM%W%wwﬁﬂWW

On oltient done

z—0 3 _
=o(z%)

(flof)(z) = a <m+2§3+4f5+0( )>+a3 (x+2xg+o(:c4)>3+a5(x+o(x2))5+o(f(a;)6)

2aq\ 4 4a,
x:Oa1x+<a3+?>z +(a5+ 5 +2a3>x +o(x%).

@'memw
(flof)(x) = z=x+0(zf).

x—0

?MW@W&WW%Q%%WQ@W:

a; =1
2 16
3ag+2a, =0 <= a; =1, a3 =73 05 = 13-
15a5 + 4a; + 30a3 = 0

&w%m&m@f—la@'mﬁmowmmwz

2 16
1 _ 2.3 5 6
(=) o7 3x + 15:0 +o(z%).

Exercice [ : Mémes questions avec

—1
1] g: xS siz # 0 et g(0) =0 a lordre 3.
[2] h: x|—>xcos( ).

Correction :

@mwmwdj'oﬂmdcweg(:v):x+%x3+o(x3).

Finsi, g esb continue en 0 anec g(0) =0 ef g et dénimable on 0 avec ¢/ (0) = 1.

‘)O(zvnb@g%bwnﬂ/mem[R.

mm%(wmﬁ&%%d@wm)wgwm@mw@.

@QIP@J@’ avlinéolog(x):_oo ebwgrfmg(‘x):—i—oo

Finsi, gwm&ﬁmm@mw&m& %mmmww
P =g~ de@«/nwbu)b[RJuAbctu,@g #Oeﬁﬁu@g@bb(goomwbuna(&edQOdJ%Lwde%/mm\L

dérivallle en 0.

Jinsi, 1 admet wn DL & tout ordre en 0.

De g(0) =0, on tine Y(0) =0 ef dono le DL & lordre 3 de 1 en 0 s'écnik

P(x) =, oz + bz? + ca® 4 o (27).

T—
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Fewille d exercices n®2] Analyse asymptstique

?Mwh%a,b,qmmww&@ww@@msdegow:

(go)(x) = (az + bx? + ca® + o (23)) + % (al’ + )3 +o(¥(x)?) =0 (23)

—o(a?)

1
az + bz? + (c+§a3> 23 +o(23) = x+o0(2?)

x—0

memutedudeue@ovw&mubemm

a :1 a :1
Ladre =0 _—
2a c = C = 2

soif () St %x3 + o (z?).

Commentaires : et on %/e/rwﬂaﬂ wne mawsaise idée dutiliven o nelation (fofYH(z) =12 Wh que
(fflof)(x)il‘mmw&wd%w%m@mmm?wwe%w@mmm

Cantre manisre.
?mwwwwmgm,mk,hawwmwmw

On o, devfuu h(zx) = x cos(x) mjox—i—o(x).

&UM&J&@ h’(0)=1>0.%mmmmm%eUdeomWh’%LWW@W@

&Wh%ﬁ%m@UWV:h(U)WWWW@e@M‘K“.

eo/nvmeh(O):O,OEV@W@WU,WW&WWWWa@W.

mmm%DmedQ'WGWPMW&M:

W (y) = ayy+asy® +asy® +0(y°).
y—0

R S S - 6 -1 . 6
ic:lvmeh(x)x:oz 57 + 5% +o(2%) e h (h(x))—xx:0z+o(:c ),Itmu/nwbedeL,(ym
énire :

Ll Los 6 1l 4 )3 25 _ 6
a, (x 5T T 5% +o(x ))—l—a3 (m 57 +o(z')] +as(z+o(z?)) m:Om+0(;v)

a;xr + (—%al + a3> 3+ (ial — §(13 + a5> x® + 0(x6) = r+o (zG)

24 2 x—0

a, =1 “
—a; + 2a4 =0 < (a3 =

a; —36as +24a; =0

I
=N | =

2|
ENEN)

as

On browse A1 (z) = x+x—3+1—7m5+0(9€6).
x—0 2 24
3 . (1) .
x°sin | — | siz#0
x
0 sizx=0

Exercice T : Montrer que la fonction f, définie sur R par f(x) =

admet un DL, (0) sans étre deux fois dérivable en 0.
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Fewille d exercices n®2] Analyse asymptstique

Correction : Comme ur— sin(u) est bornée sun R aflons :161&1) f;2) = ilir(l)x&n( ) =0 dwm le
[ﬂmdmmdh@nm&f() 00( 2)

&memmmiﬁw&/mm&WQMWd@ommwwm

&Wmmmwf%tmwﬂﬁemoetf’(o)z

Rur touk 2 £ 0, L, produit e componée dgg(ymadmmﬂ&umn%*f%%taﬁ&mmmﬂﬁe@mm
Vo € R*, f/(z) = 3z%sin (é) — x cos (%)

Don Vz € R, Ty o(x) = Fila) = 710 3z sin (é) — cos (l>

rz—0 T

O, powy Uy, :i 2u,, sin <U1n> m(}d‘,cos (Uln> = (=)™
Lo tawe daccrsissement T} o(us,) %'o,m]md@&,m@%moawmwmoz?@

gmwb)o'wf/ n'%brabd@u/uo,%e%().
€ condlunion, b fondion. f nient pas deus foin déninablle on. 0 oo quielle y adme: un. déudloppement bimits

dondne 2.

Q LIMITES ET EQUIVALENTS

Exercice & : Donner un équivalent en 0 des expressions suivantes :

sin(2x) — sin(z) etan® _ /1 4 22, e — /1 + 1.

Correction : ﬁmwa&mum&m&ewmwﬂwwwwuwwmm

Wmm@%wwfmmm@xw@&@we@@m dm&?wwetmwmmm

Sln(2x)—sm(x)g: (2z+o0(z))—(z+o(x ))z:OI

.?@W@W\/l+xQWMW [\)Ieb@/n.cedmx Wgaw%)wmwgmdmdem

etanx_m — ex+0($)_(1+o(x)) :O<1+x+0($))—(1+0($))

z—0 r—

= z+o(z).

z—0

gDom/o etane _ /1 4 22 NO x.

T—

eom/me\/l-i-mjl—%x—‘r ,mmr&tﬁp&@b@mﬁ@n@vd@d@u&oﬁ@\/l+xmm

pécision, inférieune & 0 ().
etanr /T + o = e”om—(l—i—%x—l—o(x)) = (1+w+o(m))—(1+%x+o(m))

T—

1
T—>0 §:C+O( )

Dome etane /T r o ~ 1;10

z—0 2
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Fewille d exercices n°21

Analyse asymptatique

In(n+1) In(n)

Exercice 9 : Donner un équivalent en +oo de )
n n+1

Correction :

1
111(1—1—7)
ln(n+1)71n(n):1n(n>+ n) 1
n n+1 n n+1

O, L = o(In(n)), dov :

n

= In(n)+o(ln(n)).

n—+oo

Done 1H(”n+ O ;nini o~ In(n) + o (In(n)).

Exercice O : Calculer les limites suivantes :

lim Vita- \gl o 0] lim _sinz)
S T z—0*t 1 — cos(x)
V1i+6zx—v1+x sin(z) — x cos(x)
250 3sin(x) — In(1 + ) .
- sh (sin(z)) — sin(sh (z))

[=]

lim 5
z—0~ X
sin(z) — x cos(x)

L]
Ju—
-
-

=
.

ERERE

Lol N
.

im
pestres 25 — sin’(z) 2—0 sh (z) — xch (z)
| 1 1 =1 1 2tan(z) — tan(2x)
: Zen — - im .
Jim (2 en — arccos <n>> m rin?(2)
e’ —1—=x z?
: . €Y —cosx
Jimy =3 lim =225
1
2—2cosx) =2 1 1
li 15 lim ——— — —.
(6] 250 < 22 ) 1] 250 tan? (x) a2
Vi+z—v1—2x earctan(z) _ qtan(z)
7)1 i
xir(l) T }EILI(I) earcsin(z) _ gsin(x)
. sin(z) — =z 1 1
lim —————. 17 lim — — .
20 x ) 7] -0 22 xsin(x)
sin(z) Y =2 . 1 1
li 18 m-———-— —
E w%( x ) 18 20 sin?(z) 2

Lycée Jules Garnier 8 |

PTSI



Fewille d exercices n°21

Analyse asymptatique

2 B EEEE E

SDIOQ/:
Vit+r—vV1i—x—=x B 1
5

x -0 822 250 oo
@ I \/1+1‘—\/1—$—1‘_
onc l1m = +o0

z—0

mimnaleun
5 5 - 6x T
\/1+6:L‘—\/1+;v1;0 (1—5—?—#0(3:)) (1 §+o(:v))
13
x:OBI+O(IE)

3sin(z) — In(1 + z) = 3(z+o(z))—(z+o(x))

r—

:02:c+o(x).

r—

Doy

Vit6r—vVi+az 13
3sin(z) — In(1 + x) -0 30

9 lim V1i+6zx—Y1+z 13
onc

o0 3sin(z) —In(1 +z) 30

L -
sh (sin(z)) — sin(sh (x)) 5 2 e lim sh (sin(z)) —sin(sh (z)) _ 2
x5 — sin® () 20 5 - 75 250 x5 — sin® () 75
6
G e R S
fmmde)@vmyneede?m@omme+OOXOmrmmmmmngrfoon—0dm@m

: limite de ¥ ob arccos(u) auw wvoisi de 0 :
d.@/ueﬂo??yme/mt uo«buna/%e
@frudé/ue?oﬁw@pefrw/mm@dn:

(3t oo (2)) 2 n (G 500 (2) -G 2o
n 26 arccos o n—)_Jroon B) m (6] o B) n (6]

(5ot ae ()
= n|s-+—-+o|—
n—-+oo 2n n n

1 1
Dome  lim n (Een — arccos (7)> =
n—+oo 2 n
r—1—zx 1 et —1—=

sin(x) 2 . sin(x)
1 —cos(z) z—0+ x -0+ 1 — cos(x)
sin(z) — x cos(x) 1 . sin(x) — z cos(x)

0 ’
%m-'-/@%@m%W&Mm%mmmww@mwmmmM@mww

ot i
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Fewille d exercices n°21

Analyse asymptatique

sin(z) — x cos(x) sin(z) — x cos(x)

12 ~ —1 done lim =—1
12| sh (z) — xzch () z-0 a—0 sh (z) — zch (x)
2tan(x). —2 tan(2x) ~ 9 lim 2tan(:1:). —2 tan(2x) _
xsin” () =0 =0 xsin®(x)
e’ —cosw 3 . e —cosx 3
T S el T =5
RN TR DR B B
tan?(z) z2 z-0 3 250 tan?(z) 2?2 3
arctan(z) __ tan(z) arctan(z) _ ,tan(z)
¢ ¢ ~ —2 done lim ¢ ¢ = -2
earcsin(z) _ @sin(z) 5 0 70 earcsin(z) _ gsin(z)
1 1 1 1 1 1
1| ————— ~ —— lim - = —.
7] 2?2  wsin(z) =0 6 250 2 xsin(x) 6
1 1 1 . 1 1 1
T*GN* M2y 2 3
sin®(z) 2% 2-03 e—0sin®(z) =@ 3

Exercice | :

en ()"

Vi1

lim lim

T—+00 z—1 ln( )
2?2 —1—2z1In(z) hl In(sin(z))
lim
;lzl—{ri z(zx —1)In(z) B e—3 (m—2x)2

lim $21n< :E
1+

r—+00

>+m—1
x

Correction :

ﬂjm%mwﬂeoﬂwdewfmﬁdemmmm@%m.

@nwwmm@wmmrmrab@em@gwembﬁfﬂeetmrmf mln(zsm(”f»

&ymxmeSiIl(%) I;:@%oﬁo}mfkrﬂp@xbm( >—19LQ@@om,obmf@be%@mdeng w}ouna%ae
de+oo,mmmremetfmd@whﬁm WWJZWWQWB%WME@KWM
‘Cmmafmwde@quDLdem@=

: <1)
xsin | —
T
1 1
221n (:Esin <7>> ~  ——.
X T—+00 6

2

r—+00

2?2 —1—2xIn(z)

z(x —1)In(x)

[2] S f(2)

(xsin(%))x = .

Lycée Jules Garnier
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Fewille d exercices n®2] Analyse asymptstique

@nwmmrmwm@ew%ne%OWWh:m—l,
B2 42h—2(1—h)In(1 + h)
FA+h) = —— i+ h)
h% +2h —2(1—h) (h—%h2+o(h2))
h—0 h(1+h)(h+o(h))
_ 4R*4o0(h?*)  44o0(1)
h—0 h2+o0(h?) h=0 1+0(1)
o o)1 +0(1))
=O4—|—o(1).

h—

_ 1 Lo 2
o T (h 2h +o(h )>+ 1
TR
1
go«wpfubwm lim :L'Zln(i)#*l'*l:*.
r—+00 1+2x 2
-1 1 -1 1
\/E ~ — donc limﬁ = —.
In(z) =—12 z—1 In(x) 2

In(sin(z)) o1 donc. lim ln(sin(m)Q) :_14

(71'— 2$>2 x5 8 =5 (T(— 21‘)

x

1 1
Exercice [ : Pour tous a,b > 0, montrer que lim (M) = Vab.

T—+00 2
R 1 1 Inc 1 1
Correction : eozm/me Iim —=0ona:ce=¢cx = 1+£+0(7).

T—+00 I r—+00 T xT

: bl 1 Inb 1

Do, 2207 _ 1+—na+n—+o(f)
2 T—+00 2x 2x T
InVab 1
- +o(3)
T—+00 X

1 b
Comme lim nﬁ:Oetln(1+u) = u+o(u),ona:

zotoo I z=0

1 1
hl(az +bm> _ ln\/%+o<1>'
X

2 T—+00 X

1 1
zln (W) = InvVab+o(1).

2 —+

%WWQMW@WQ%WMR

x

1 1
i (M) _ @) _

T—+00 2

Lycée Jules Garnier 11 | PTSI



Fewille d exercices n®2] Analyse asymptstique

@ ETUDES LOCALE ET ASYMPTOTIQUE

Exercice [3 : Montrer que :
sin(z) —z 2 In(l1+z)—2z 3 33
& In(1+ z) —:Uxa0§+9x +o(a?) et sin(z) —x 220 2+2—0:c+0()

m Que peut-on en déduire pour ’étude locale en 0 des fonctions associées ?

Correction :

3

x 3
sin(z) — B _€+O(x> oz 1+o0(1)
Taes0 1, 1 S03 (2 o
In(1+x)—x «—0 _53:24_53;3_'_0@3) v=0 3 1—§m+0(3§)

o3 <1+§z+o( ))

Exercice [4+ : A partir d’'un développement limité, déduire le prolongement par continuité, la
dérivabilité, la position relative locale courbe/tangente de

1 T —1
f:xl—>;ln<ex ) en 0.

x ZS

U = A ,
Correction : ;hl( - )z:0§+ﬂ72880+0(x3>'
f’(o):ﬂ-

geﬂAmhmdeQ@ba/mﬁm@%O%thwmrmy —J’—O—fQ@rombmrm m/%/ned;e—Ta,w
W@OWW@W@@&%W&W@WM

Exercice IS : Pour chacune des fonctions suivantes, donner une équation de la tangente & la
courbe ¢ en 0 et étudier leur position relative.

frxr—exp(r)— 1 —11- ) h : x + cos(z) sin(2x).
x

[2] g: 2+ zcos(2x). [4) k:zr—In(1+z+2%)enOet 1.

Correction :

f(x) = 2x — %2 + o (z?).
g(x) ot 22% + o (2?).

3
h(x),: 23:—%4—0( 3).
‘ k:(a:)Lf :r—|—?—2%+o( )etk(ac)willn(3)+(a:—l)—%(a:—l)Q—l-o((x—l)Q).

&L1,2w@um%m@%tm31:x—1+ln(3)@Q@wmﬁedekmwwfm.
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Fewille d exercices n®2] Analyse asymptstique

xIn(x)

Exercice |6 : Etude locale en a = 1 de f définie par f(z) = FOR

(I+h)In(1+ h)

1
1 _
Qh( +2h>

Correction : On pose h =11, dou f(z) = f(1+h) =

G%Q%mgmma@%mma@mzz

fa+h) = 122]1 (h - 7h2 +o (hQ)) (1 - %h + O(h))
0 %(1 +h) (1 - gh o (h)) (1 a %th O(h)>
= ;(1+h) (1—h+o(h)
h:O % B 7h2 <h2) '

%Wmfc&metdo«wmmo@mm@owﬁ%ailé%aﬂdé

&Mm@@gmm memlmwf *ee[\/wgoﬂﬁenwn‘t%be%oﬂamﬁmb

déninalle en 1 o f/(1

. 1
Exercice [T : Donner un développement asymptotique en o ( ) de arctan en +00 et en —oo.

. T 1 1 1 T 1 1 1
Correction : arctan(z) 3 2 + 3.3 +o (E) et arctan(x) e 3 2 + 3.3 +o0 <E>

Exercice & : Calculer le développement asymptotique des fonctions suivantes :

x > arctan(x) en +o0o et —oo a l'ordre 3.

1 xT
T — (1 + —) en +oo a ordre 2.
T

2
3| z+— T en +oo a ’ordre 6.
2 +1

Correction :

rctan(z) = E—l—f—i—i—o(i)
arctan(z) = 3 3 5
1\* 11 1
(H ) otoo _%+24x2+0<ﬁ>'
Bl /i b ifim(i)
x2+1 too 8953 1625 x6 )

ﬂmw%w&@%www&mwwﬁammd%
mefh,iﬂmtm@mow.

Exercice 19 : Etude de f définie par f(z) = 3 au voisinage de +oo.

Correction : On obe h = % dot f(x) = f(l) = %
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Fewille d exercices n®2] Analyse asymptstique

owgg@ma@mmd@wwwmzz

1 1
f (ﬁ) =, 7 (1+h+20 0 (h?))
1

hs0 h

f) = x+1+%+o(1).

T—+00 X

+1+2h+o0(h)

T@wmﬁewmmd@fmm%m&wyzx+lmwmw

de +oc.

@er&mm%}ﬂmwmn@%ede+mjpo/wm@e%tm—m®mw.

Exercice 20 : Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer une équation de leurs asymp-
totes en 400 et préciser la position de leurs graphes par rapport a celles-ci.

x3+1 x3 @‘¢:xl—>3x3—x2
QT @y

1

7 T 2 t

k: x — x? arctan (—1 ) §iw x+:c2+ arctan(z)
! ?—r+2

+x

1
‘g:wl—)m (pr‘l—)(l‘—FQ)% ‘C:x'_)x—_‘_lem

Correction :
3+ 1
f.xH r+1
g(x)mﬁioox—l—i—%—&—o(
3
h(x)mﬁtoox—l—i—%—&—o(
‘ k(x) ~ x—1+31—|—0(

RBN—=R |~

[«
©
—
=
2
—
+
5
—

S
S~—
+
N
—

5 |2
SH 5
S~—
N——

N———

@ w(ac)rﬁfiocx—g—gfx—ko(
‘ () ~ 7T—2+0(é>.

T—+00 X
((z) = (x—2+é+o<l>) (1—1+i+o(i))—x—3+g+o<l)
J :1:—>_+oo x x T 21’2 :L‘2 - 2x T ’
. e e
Exercice 21 : Montrer que la parabole d’équation y = ex? 4 5:1: 51 est asymptote a la courbe

de f définie par :
1 1+x
sy =a?(145)

et que la courbe de f est au-dessus de cette dernieére.

. e e e 1
Correction : f(x) e ex? + 51: o1 + T 1o (;)
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Fewille d exercices n®2] Analyse asymptstique

Exercice 22- : Soit n > 1.

T T
— —;nT+ .

Montrer que I’équation tan(z) = x posséde une solution unique z,, dans [nm 5 5

2 uelle relation lie x, et arctan (x,)?
n n
T
Montrer que x,, = nm + 5 to (1).
T
En écrivant z,, = nr + 5 +¢,, et en utilisant le résultat de la question 2 ., en déduire que

+7T 1+ 1 n (1)
Tn =Ty T T a2 O\ 2 )

Correction :

.Sﬁugomphmthan )—x%tm&ﬁnmwm@mmmddma%] 2n7r+72r[

&aggetmm%taﬁafeawtan 2)—1 = tan?(z ),W%twummwmgwx:m

@m%d@dujbﬁue@léﬂuoﬂwmtan( —Iod/nv&wmbo&wofwuwdmw@vma%@}nﬁ 50 n7r+721'[

?Q%Q@W?ammgomwarctan%b@@wdetan:}—§;§[ [R.anvnm,ormdmb

tan (z,,) = z,, < tan(z, —nw) =z,
x, —nmw = arctan (z,,) .
g)w.bo[u.e (@), oy, o0k croivsamte o w&l/gombb\m arctan lest aussi, bo, suite (z,, — nm) ook cwissante.
?W‘%@%bmoauwewg,efﬂee&mﬁm@mg
de&x&m@m@'wwn—nW:arctan(mn),cyn,bwwue€:§.
@n[wﬂ:dom&mml =nm+ — +0(1)

.@nmﬂm@haﬁwfem@edmefoﬁwmw@&/m@dearctanmow o@hyntrmw\te%haﬂmndm
dwe@orwbt&mmdem_

@’n/ (o7 dmw :
arctan(z) = x + o (2?) .

@nmmm&n@%ﬂ/mdmdéwe?o?wt&/mbédearctanmwma%ed9+oo.

T sibtiont cilement; & pantin, du déuelagnement himiks pracédent; o d fonelfion, arctan (x) arctan (l) -7
viake W x> 0.
On oltient done, aw W\ﬂ%@ de 400,

T 1 1
arctan(z) = 5—7—&— ( )

%u&mmmmnt%dﬂnmmw@emzetwdw&wmﬂt%waeamm
&LW —n7r—|— +5 ozmopstwrﬁ:
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Fewille d exercices n®2] Analyse asymptstique

ewm&m%mwmwumwnw

+7T 1+ 1 n (1)
T, =n - — ol —=].
" g 2 nm 2nm n?

Exercice 23 : On considére, pour chaque entier n € N, 'équation x + In(x) = n.
‘ Démontrer que cette équation admet une unique solution z,, € ]0; 4+o0c[, puis démontrer que
la suite (z,,) _  est strictement croissante.
neN
[2] Démontrer que (Tn),, o, tend vers +oo.
[3] Démontrer que z,, ~ n.

n—+oo

Démontrer que x,, = _n- In(n) + o (In(n)). On pourra poser a,, tel que In 14 a,,.
n——+o00 n
In(n) ‘o (ln(n))
n n

Démontrer que z,, = n—In(n)+

n—+0oo
@ En admettant éventuellement le résultat de la question précédente, dire parmi les proposi-
tions suivantes lesquelles sont vraies :

@)z, ~ n—In(n) @z, = n—ln(n)+o( ln(n))

n—+0oo n—+00
In(n)
~y — == - ]. .
®) =, L 21In(n) (@) z, =n—In(n) + -

Correction :

Pooons f&p%omgﬁmdé%‘mmwb]o;—i—oo[[wn,f(a:)::c—&—ln(x).
Qe ent continue ef shnictement; croisbante comme somme de fonctions confinues ef; shrictement; croisbantes.
De PQAJ/@, Ihﬁr(r}af(ac) = —o0 o mli)rjpoof(x) = to0. f nsalive donc une @«a,ahm de ]0;+oo[ sun R

Sf,e,c}uahmu f(.%')znad/metdmwwneu/nwbo&ihom/xn

@er&w,oxmaf(a:n):n<f(xn+1):n+1.ﬂ)uwf%twuot@nwntmm@m@nbm

Ty, < Tpyy, o done () el shviclement cwissanbe.

J%Mrmnomeb%nm@mo,x”2ln(n)etdmpfb@rld,@m+00m+oo.
‘ @n[\@uﬁm x, =n—1In(z,).
O, ()

f(In(n)) = In(n) + n(In(n)) < 2In(n) < n = f(z,),

e tends vens +00 b done In (z,,) = o (z,).

ﬁ:ubb@men,tdﬂ;%a/xn ~ N

n—-+0oo

Lycée Jules Garnier 16 I PTSI



Fewille d exercices n°21 Analyse asymptastique

?mandégxmrm%zl—kan.

Lo rellabion x, +1n(z,) = n donne alors na, +In(n) +1n (1 +a,) = 0, soit

- In(n) In(1l+a,)
n n )

O, a,, m() o done In(1+a,,) =o(In(n)), deuwne
_ In(n) (ln(n))
In =" to n ’

wwwm%mm@@@@%m:

z, = n—In(n)+o(ln(n)).

n—+oo

@nrﬂocedede?am@m@q@w&%dé@w@bw@wﬂb@w@wwm(bn)neww

T, —n

—In(n)

=1+b,
meo(bn)wb@ndm(),w}?@nm

, =n—In(n) (1+b,).
Legalite ,, +1n(x,) =n donne

In(n)

i, = (1= ) Sy s

n n—-+oo n

@(1+bn)b@ndm0,etw(bn) y bend aussi wens 0.

ne
—1 —1 1
%mel?bnnﬁ:m?,wbbnn_ioog-i-o(g),wwmwma’:ndofn/n@?ehm/uﬁt@t

Wl&l/ :

2, = _n—Inn)+ lnfln) +o <1n7<1n)> .
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