]_ Semaines 18 et 19

Polyné&mes |l et analyse asymptotique ]
P
Question de cours : Siay,...,a, sont des racines distinctes de P alors H (X —a,) divise P.
k=1

(on admettra Uinitialisation)

Exercice | : On considére Hy=1et VneN, H, ., =H] —2XH

Déterminer H,, H,, H;.

n*

Déterminer le degré et le coefficient dominant de H
Correction : H,=1

H, = —2X
H, = —8X° + 12X.

n*

Exercice 2 : Donner un développement limité a 1'ordre 3 en g de h(x) = In(sinx).

Exercice 3 : Soit u, =n—+/(n+a)(n+b) ou a,b € RY.
Convergence et limite de (u,,)en-

a+b afl)

+n2

Correction : u, =n—/(n+a)(n+b) = [1— 1+

1{(1—&—1) ab} aftb
5 —|n

n n?
can a+b#0.

Lycée Jules Garnier il PTSI



2 Semaines 18 et 19

PolynS&mes Il et analyse asymptotique

Question de cours : Enoncer le lemme admis sur Uintégration d’un petit o et démontrer le
théoreme de primitivation des DL.

Exercice | : P=(X2-X+1)2+1.

Vérifier que i est racine de P. En déduire la factorisation compléte de P dans R[X].

Exercice 2 : Déterminer le DL (0) de :

. 1 1 5
Correction : —— =1+ 2%+ —2* +o(2%).
cos T 2 24

cosx

Exercice 3 : Déterminer un équivalent et la limite de :

n n n n
(332-2V3) 2] nin o
Correction :

(372 —24/3)" = ¢nin(t+3(V2-1)-2(V3-1)
Ountn (143(V2-1)=2(VB—1)) ~n (3 (V2—1) =2 (33-1)) ~n (322 —222) o

n

x| ©

Foimsi (3{75—2{73)”~%
nln 2nT:_1 ~ —nln2
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3 Semaines 18 et 19

PolynS&mes Il et analyse asymptotique

Question de cours : a est une racine de P de multiplicité m si, et seulement si
P(a) =P/ (a) = P”’(a) = - =P™ V(a) =0 et P"™(a) # 0.

Exercice | : Factoriser dans R le polynéme X8 + X* + 1.
Correction : X84 X4 41=(X24+X+1)(X2—X+1)(X2 -XV3+1)(X2+XV3+1).

Exercice 2 : Déterminer le DL5(0) de :

sinz’

. 1 7
Correction : ——— =1+ 22+ — a1 %).
a8 snz - 1tET tag® tol)

Exercice 3 : Déterminer un équivalent et la limite de :

vn+1l—+vn—1 ntl
. E \/_-|-sm()
Correction :

1
vV n — n—1 m

n+1 1
mwﬁ
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4: Semaines 18 et 19

PolynS&mes Il et analyse asymptotique

Question de cours : Théoréme de Taylor-Young.

Exercice | : Factoriser dans R le polynéme X6 4 2X* 4 2X2 4 1.
Correction : X6 +2X*4+2X2+1=(X2+1)(X2+X+1)(X2 =X +1).

. In(1
Exercice 2. : Déterminer le DL,(0) de : ni ++x:r)
) ln(l +x) 3 2 11 3 25 4 4
e nN: ———=T—3 6 12 '
Correctio e ST Tt T e +o(z?)

Exercice 3 : Déterminer un équivalent et la limite de :
n " In(n In(n+1)—Inn 1)—lnn
1
Correction :
( n >n N 1
2n+1 2n,\/e

. In(n+1)—Inn i
W N

Lycée Jules Garnier il PTSI



5 Semaines 18 et 19

PolynS&mes Il et analyse asymptotique

Question de cours : Théoréme de décomposition en produit de facteurs irréductibles réels.

Exercice | : Factoriser dans R le polynéme X6 4+ 3X* 4 3X2 + 1.
Correction : X6 +4+3X4+3X2+1=(X2+1)>%

Exercice 2 : Déterminer le DL,(0) de : tan?(x).

. 2 17
Correction : tan?(z) = 2% + 3 ot + VT x5 + o(27).

Exercice 3 : Déterminer un équivalent et la limite de :

() @il
Correction :

(53) ~

en — 1+1~$

n

Lycée Jules Garnier ) I
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6 Semaines 18 et 19

PolynS&mes Il et analyse asymptotique

Question de cours : Lien entre continuité, dérivabilité et développements limités.

Exercice | : Factoriser dans R le polynéme X7 — 1.
: 2 4 6
Correction : X'—1= (X-1) (X2 — 92X cos 7” + 1) (X2 — 92X cos 7” + 1) (X2 — 92X cos 777 + 1)

Exercice 2 : Déterminer le DL;(0) de : In sm(ac).
T
COerQ’t‘Or\ : hl Sln(x) = —1 z2 — i IA + O(SCS)_

T 6 180

Exercice 3 : Déterminer un équivalent et la limite de :
n%—l [2] e"ch vt +1

Correction :

nTlx—lwln—n

n

e "chv/nt+1~ %

Lycée Jules Garnier il PTSI



7 Semaines 18 et 19

PolynS&mes Il et analyse asymptotique

P
sont des racines distinctes de P alors H (X —q;) divise P.
k=1

Question de cours : Siay, ..., q,

(on admettra Uinitialisation)

Exercice | : Factoriser dans R le polynéme X* + 1.
Correction : X*+1=(X2—XV2+1)(X2+XV2+1).

Exercice 2 : Déterminer le DL;(0) de : In arctan (z) (:z:)

i tan (z) 1 13 251
Correction : In X&) 22 204 6 7.
[ag n . 396 +90x 283533 +0(x)

Exercice 3 : Déterminer un équivalent et la limite de :

n(%—l) E In(n+2) —In(n+1)

Correction :
n({’/ﬁ— 1) ~In3
ln(n+2)—ln(n+1)~%

Lycée Jules Garnier ll PTSI



8 Semaines 18 et 19

PolynS&mes Il et analyse asymptotique

Question de cours : Enoncer le lemme admis sur intégration d’un petit o et démontrer le
théoréeme de primitivation des DL.

Exercice | : Factoriser dans R le polynome 1+ X + X2 + X3 + X4,
. 2 4
Correction : 1+ X +X24+X34X4= (XQ — 2X cos Eﬂ + 1) (X2 — 2X cos Eﬂ + 1).

Exercice 22 : Déterminer le DLg(0) de : e®sn(@),

. : 1 1
Correction : e*sin® =1 4 g2 4 3 rt+ 50 2% + o(z9).

Exercice 3 : Déterminer un équivalent et la limite de :

1

1 a
n(&nE—tan%) |z| 1_0055

Correction :

o1 1 1
n(smﬁ—tan%) ~§
2

« a
1—c0s—~—2
n 2n

Lycée Jules Garnier 8 I
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9 Semaines 18 et 19

PolynS&mes Il et analyse asymptotique

Question de cours : o est une racine de P de multiplicité m si, et seulement si
P(a) =P/ (a) =P (a) = =P™ V(a) =0 et P"™(a) # 0.

Exercice | : Soit P € K[X] et a,b € K. Sachant que le reste dans la division euclidienne de P
par X — a (respectivement X — b) est 1 (respectivement —1), déterminer le reste dans le division
euclidienne de P par (X — a)(X — b).

Exercice 2 : Déterminer le DL;(0) de : (1 + z)*.

. 1 5 3
Correction : (1+2)* =1+ 22— 5 z3 + G zt— 1 x5 4 o(x).
. . In"n . . . Upyp 1
Exercice 3 : Soit u,, = . Montrer qu’a partir d’un certain rang, < 2
En déduire la limite de (u,,).
Correction : Vn > 2
In""*(n+1) n+l n 1 n
Upi1  (mryr . " (n41) In(n+1) (In(n+1)\" In(n+1) 1 In(1+ )
w,  Wno (g In"n o (n+1) Inn - (n+1) Inn
n In(1+%)
In(1 + 1 n1n<1+ . )
On (1 + (”>> =e 1 .
Inn
In(1+1 In(1+1 1 In(1+1 1
Comme In 1+ ( n) ~ ( n)w L on o nlin 1+M ~—
Inn Inn nlnn Inn Inn

" ) i ) In(1+ %) ! _1

e conwm im + B =1

U U 1

. . li n+1 — \ . ' . n+1 -
ﬁﬂmn—g{looiun Od',do/rw,o/?allhzbd/www)zlhmvwm%iun <2
On on déduit  lim u,, = 0.

n—+oo

Lycée Jules Garnier il PTSI



]_ O Semaines 18 et 19

PolynS&mes Il et analyse asymptotique

Question de cours : Théoréme de Taylor-Young.

Exercice | : Déterminer le reste dans la division euclidienne de (X — 3)2" + (X —2)” — 2 par
(X —2)2.

Exercice 2 : Déterminer le DL3(0) de : /1 + sin(x).

. 1 1 1
Correction : /1 +sin(z) =1+ 3773 x? — = x3 4 o(z3).

Exercice 3 : Déterminer un équivalent et la limite de :

1y nln (1 )
(11 nz) . A tan%n
n+1_n+5+ﬁ

Correction :

(1—%)n~1

Lycée Jules Garnier 10 I
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]_ ]_ Semaines 18 et 19

PolynS&mes Il et analyse asymptotique

Question de cours : Théoréme de décomposition en produit de facteurs irréductibles réels.

Exercice | : Déterminer le reste dans la division euclidienne de (X — 3)2" + (X —2)” — 2 par
(X=3)(X—-2).

Exercice 2 : Déterminer le DL,(0) de : /cos(z).
1

. 1 1 9
Correction : +/cos(z) =1— 1 % — % xt — 5760 2% +o(z").

i 1 1)—1
Exercice 3 : Déterminer un équivalent de M

Vn+l—n '

Lycée Jules Garnier 11 I PTSI



12

Semaines 18 et 19

PolynS&mes Il et analyse asymptotique

Question de cours : Lien entre continuité, dérivabilité et développements limités.

Exercice | : Déterminer le reste dans la division euclidienne de P = X?" 4+ 2X" 4 1 par
Q, = X2 + 1.
. In(1
Exercice 2 : Déterminer le DL;(0) de : In M
x
. In(1+ x) 1 5 1
e NnN: In——"7 =~ Ry —E 3).
Correctio n— 5T+ 57— 3% +o(z?)
. 1\" 1
Exercice 3 : Montrer que: (1 —— ] =o (—)
vn n?

Lycée Jules Garnier

PTSI

12



]_ 3 Semaines 18 et 19

PolynS&mes Il et analyse asymptotique

P
Question de cours : Siay,...,a, sont des racines distinctes de P alors H (X —q;) divise P.
k=1
(on admettra Uinitialisation)
Exercice | : Déterminer le reste dans la division euclidienne de P = X27 4+ 2X" + 1 par
Q= X-1(X=2).
Exercice 2 : Déterminer le DL3(0) de : sin(xi
e —
. sin(z) 1 r, 1 4 3
orrection : =1——ax— — — .
Correcti e 5%~ 5% + 5% +o(x?)
Exercice 3 : Examiner les limites en +oo de :
(T E) - 1 ny\"
an—n(\/g—\/g>, Ebn:[(n(nﬁ- )) —l}lnn;
Inn

Correction :

In(n+1) nn+n(l+2) - In(1+ 1)
Inn Inn o Inn
In(1+ 1 1

On, n ”) ~

Inn nlnn

" In(1+ 1 In(1+ 1 1
@m M —1=exp nln 1+M —1~nln 1+M ~ —
Inn Inn Inn Inn

In(n+1)\" 1
&@n%/n/bn {( o ) 1] Inn lnnlnn

Inn Inn

In(1+ £ In(1+4 < 1
— 0, on o done nln <1+ n(lnnn)> N’nn( n) ~ —

Lycée Jules Garnier 13 I PTSI



]_4: Semaines 18 et 19

PolynS&mes Il et analyse asymptotique

Question de cours : Enoncer le lemme admis sur Uintégration d’un petit o et démontrer le
théoreme de primitivation des DL.

Exercice | : Soit P =X" et Q = X3 —3X2 +3X — 1.

Trouver le reste dans la division euclidienne de P par Q.

Exercice 2. : Déterminer le DLy(0) de : (1 +z)=.

. 1 1 11
Correction : (1+x)r =eXx {1—7 x4+ — xzfl x‘ﬂ +o(z?).

2 24 16

Lycée Jules Garnier 14 I PTSI



14

Semaines 18 et 19

Exercice 3 : Examiner les limites en 400 de :

_cos(1

_)_eﬁ
_\n/J
= in (%) 2] d.

Correction :

sin(”2 sin(n

1 1
@mcosf)—lw— etEn%—lr\/i

n 2n2 n
(s () =1) = (e =1) ~ 5,
cos e o2

n

sin (%)

1 1
— | — _— n2 — |~ ———
@mcos( ) 1 2n29t62 1 2n2.®%mr@d§rﬂu@add,«h/owm
1 1
memc05<—)—l——ﬁ+o(—2> @J;efz,llz_

_cos(l)—e_ﬁ

Lycée Jules Garnier 15 I
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]_ 5 Semaines 18 et 19

PolynS&mes Il et analyse asymptotique

Question de cours : « est une racine de P de multiplicité m si, et seulement si
P(a) = P/(a) = P"(0) = ~ = PU""U(a) = 0 et P(™(a) 0.

Exercice | : Effectuer la division euclidienne de X3 4 iX? 4+ X par X —i + 1.
Correction : Q=X+ (—1+2i)X —3i

R =3+ 3.

Exercice 2. : Déterminer le DL, (0) de : Inln (1 + )7 ).
Correction : Inln ((1 + x)%> =—a+ —a2— 23+ — 2t +o(z?).

Exercice 3 : Examiner les limites en 400 de :

(i) B f=ne Ve

Correction :

2 n+1 2
en:<1—|—7) :nexp<(n—|—l)ln(l+7>);
n n
2 2 2
@mln(l—i—z) ~ — donc (n—i—l)ln(l—i—f) ~n+1)=~2
n n n n

Dow e, ~ e

1 1 1/1 1 1
fnzn—\/n2+n+1=n =14+ -+ — ~—n7<7+—>~—7.
n  n? 2\n n? 2

Lycée Jules Garnier 16 I PTSI



16

Semaines 18 et 19

PolynS&mes Il et analyse asymptotique

Question de cours : Théoréme de Taylor-Young.

Exercice | : Soient P € K[X] et a,b € K (a # b).

Donner le reste dans la division euclidienne de P par (X — a)(X — b).
Correction : P=(X—a)(X—b)Q+ (uX +v).

) PP
a) =ua+v b—a
{P(b) =ub+v done v — bP(a) — aP(b)

b—a
R_ P(bz)):aP(a)X+ bP(az:ZP(b).

3
i 22
Exercice 2. : Déterminer le DL;(0) de : (sm(m)) .

Correction : (Smf”)) Co L {1 — ixﬂ + o(a?).

Lycée Jules Garnier 17 I

PTSI



16

Semaines 18 et 19

Lycée Jules Garnier 18 I

1 n
Exercice 3 : Pour n € N, on définit I, = / R
h 1+a?
Calculer I et I;.
E Déterminer I, +1,, 5. En déduire I, et I.
Déterminer la limite de I,, puis de nl,.
Correction :

™ In2

IO - Z et Il - 7
1 T 1—In2
In+1n+2:ﬁ.@m12=l—zetl3: 5
1
1
S Uoé : < " = = 0.
Tmexaaﬂvtede&»ﬂw«d,@n/rw |In| /0 " dx n+1dom,ongr+nooln 0
1 n n+1 1 1 n+l 1 +2
T x 1 T —2x 1 2
I, = dx = X — X dx = + / — da.
/0 1+ a2 {nJrl 1+x2]0 /0 n+1 (14 22)? 2n+1) (n+1) ) (1§22)?
boognt? 1 1 1
o [[ ]« o (L) dom o |
p (1+22)? n+3 n 2n
PTSI



]_ 7 Semaines 18 et 19

PolynS&mes Il et analyse asymptotique

Question de cours : Théoréme de décomposition en produit de facteurs irréductibles réels.

Exercice | : Déterminer le reste dans la division euclidienne de P = (cos # + X sin §)"™ par X?+1.
Correction : P = (cosf + Xsind)" = (X2 +1)Q + (aX + b).

P(i) .: ai + b 67”-9‘0: ai +’b o a = sinf
P(—i) = —ai+b e " = —ai+b b = cosf

R = Xsin 6 + cos 6.

Exercice 2 : Déterminer le DLg(0) de : sin(tan(zx)) — tan(sin(z)).

Correction : sin(tan(z)) — tan(sin(z)) = 0 + o(25) = ——2z7 + o(z7).

30

1
Exercice 3 : Pour n € N, on définit I,, = / "1 + tdt.
0

Calculer I et I;.
Montrer que (I,)) est décroissante.

Déterminer la limite de I,, puis de nl,,.
Correction :

10:§(2\/§—1) a11:%(1+\/§).
(L,,) esk décroizsante : L.

! V2
5 s . n = —
Tﬂ@ﬁaﬂb@d@&bm&dynm|ln|<\/§/otdt n+1d,onwnl_l)l’$11 =0.

1

/1 gl 1 - \/i 1 /1 tn+l 4
o b n+l AR TR D) b VItt

1 n+1
t
In:/ "1+ tdt = {n+1\/1+t]

0

@’T\/Of

tn+l 1 1 1 ntl 1 1
. =0l — = 0
/O ‘ n+1 "™ 2m+1) ), Vite ((n+1)2> <n+1>

donc |1, ~

n

:,37

Lycée Jules Garnier 19 I PTSI



]_ 8 Semaines 18 et 19

PolynS&mes Il et analyse asymptotique

Question de cours : Lien entre continuité, dérivabilité et développements limités.

Exercice | :
Déterminer un polynéme de Z[X] de degré 2, ayant pour racine 2 + /3.
Soit P = X* 4 4X3 + 5X2 + 3X 4 2. Calculer P(2 +V/3).

Exercice 2 : Déterminer le DL4(0) de : ﬁ.
i . es Lo, 13 3
Correction : (s I—z+ 52 + g+ o(x?).

Exercice 3 : On considére la suite (u,) de terme général u,, = /n — [/n].
Montrer que les suites (u"2)n€N et (u,2 +3n)neN et (un2—1)n> , sont convergentes et donner leur
limite.
Que peut-on dire de (u,,),cn ?
Correction :
mVne [N,unz =0 donc Qa suile ecdnaibe (u”2)716N OO‘TVWL%B vers O.

mVn e N n2+2n+1<n?+3n<n?2+4n+4doe n+1< Vn2+3n < n+2 &

|(] Vn2+3n)=n+1

n—1 n 1
Vn € N up2ys, = Vn2+3n—(n+1) = ~— o~
243 ( ) /—nz T 3n+ (TL + 1) m 2

1

_

n—+oo 2

mVneN n2—2n+1<n?—1<n?donen—1<Vn2i—1<ne [(J]VRZ—1)=n—1
2n — 2 2n

VneN Uz =vn2i—1—(n—1)= - N—nwl.@omunz,l—>1.

VnZ—1+(n—1) 2n n—+00
To suite (U ) pen dA/U@J‘u%@

Up243n

Lycée Jules Garnier 20 I PTSI



