
Planche d’exercices

Fichiers DL-Suites a, b et c

EXERCICES FACILES :

Exercice 1 : Soit 𝑢𝑛 = 𝑛 − √(𝑛 + 𝑎)(𝑛 + 𝑏) où 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ∗
+.

Convergence et limite de (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ.

Correction : 𝑢𝑛 = 𝑛−√(𝑛 + 𝑎)(𝑛 + 𝑏) = [1 − √1 + 𝑎 + 𝑏
𝑛

+ 𝑎𝑏
𝑛2 ] 𝑛 ∼ −1

2
[𝑎 + 𝑏

𝑛
+ 𝑎𝑏

𝑛2 ] 𝑛 ∼ −𝑎 + 𝑏
2

car 𝑎 + 𝑏 ≠ 0.

Exercice 2 : Déterminer un équivalent et la limite de :

1 (3 𝑛
√

2 − 2 𝑛
√

3)
𝑛

2 𝑛 ln 𝑛
2𝑛 + 1

Correction :

1 (3 𝑛
√

2 − 2 𝑛
√

3)
𝑛

= 𝑒𝑛 ln(1+3( 𝑛√2−1)−2( 𝑛√3−1))

Or 𝑛 ln (1 + 3 ( 𝑛
√

2 − 1) − 2 ( 𝑛
√

3 − 1)) ∼ 𝑛 (3 ( 𝑛
√

2 − 1) − 2 ( 𝑛
√

3 − 1)) ∼ 𝑛 (3 ln 2
𝑛

− 2 ln 3
𝑛

) ∼ ln 9
8
.

Ainsi (3 𝑛
√

2 − 2 𝑛
√

3)
𝑛

∼ 9
8
.

2 𝑛 ln 𝑛
2𝑛 + 1

∼ −𝑛 ln 2

Exercice 3 : Déterminer un équivalent et la limite de :

1
√

𝑛 + 1 −
√

𝑛 − 1 2
𝑛 + 1

√
𝑛 + sin2(𝑛)

Correction :

1
√

𝑛 + 1 −
√

𝑛 − 1 ∼ 1
2
√

𝑛

2 𝑛 + 1
√

𝑛 + sin2 𝑛
∼ 1√

𝑛

Exercice 4 : Déterminer un équivalent et la limite de :

1 ( 𝑛
2𝑛 + 1

)
𝑛

2
ln(𝑛 + 1) − ln 𝑛√

𝑛 + 1 −
√

𝑛

Correction :

1 ( 𝑛
2𝑛 + 1

)
𝑛

∼ 1
2𝑛√

𝑒

2 ln(𝑛 + 1) − ln 𝑛√
𝑛 + 1 −

√
𝑛

∼ 2√
𝑛

Exercice 5 : Déterminer un équivalent et la limite de :
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1 (𝑛 − 1
𝑛 + 1

)
𝑛

2 𝑒 1
𝑛 − √1 + 1

𝑛

Correction :

1 (𝑛 − 1
𝑛 + 1

)
𝑛

∼ 𝑒−2

2 𝑒 1
𝑛 − √1 + 1

𝑛
∼ 1

2𝑛

Exercice 6 : Déterminer un équivalent et la limite de :

1 𝑛 1
𝑛 − 1 2 𝑒−𝑛ch 4√𝑛4 + 1

Correction :

1 𝑛 1
𝑛 − 1 ∼ ln 𝑛

𝑛
2 𝑒−𝑛ch 4√𝑛4 + 1 ∼ 1

2

Exercice 7 : Déterminer un équivalent et la limite de :

1 𝑛 ( 𝑛
√

3 − 1) 2 ln(𝑛 + 2) − ln(𝑛 + 1)

Correction :

1 𝑛 ( 𝑛
√

3 − 1) ∼ ln 3

2 ln(𝑛 + 2) − ln(𝑛 + 1) ∼ 1
𝑛

Exercice 8 : Déterminer un équivalent et la limite de :

1 𝑛 (sin 1
𝑛

− tan 1
2𝑛

) 2 1 − cos 𝛼
𝑛

Correction :

1 𝑛 (sin 1
𝑛

− tan 1
2𝑛

) ∼ 1
2

2 1 − cos 𝛼
𝑛

∼ 𝛼2

2𝑛2

EXERCICE DE DIFFICULTÉ MOYENNE :

Exercice 1 : Soit 𝑢𝑛 = ln𝑛 𝑛
𝑛!

. Montrer qu’à partir d’un certain rang,
𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

< 1
2

.

En déduire la limite de (𝑢𝑛).

Correction : ∀ 𝑛 ⩾ 2,

𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

=
ln𝑛+1(𝑛+1)

(𝑛+1)!
ln𝑛 𝑛

𝑛!
= ln𝑛+1(𝑛 + 1)

(𝑛 + 1) ln𝑛 𝑛
= ln(𝑛 + 1)

(𝑛 + 1)
( ln(𝑛 + 1)

ln 𝑛
)

𝑛

= ln(𝑛 + 1)
(𝑛 + 1)

(1 +
ln(1 + 1

𝑛 )
ln 𝑛

)
𝑛

.

Or (1 +
ln(1 + 1

𝑛 )
ln 𝑛

)
𝑛

= 𝑒
𝑛 ln(1+

ln(1+ 1
𝑛 )

ln 𝑛 )
.
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Comme ln (1 +
ln (1 + 1

𝑛 )
ln 𝑛

) ∼
ln (1 + 1

𝑛 )
ln 𝑛

∼ 1
𝑛 ln 𝑛

, on a 𝑛 ln (1 +
ln (1 + 1

𝑛 )
ln 𝑛

) ∼ 1
ln 𝑛

et par conséquent lim (1 +
ln(1 + 1

𝑛 )
ln 𝑛

)
𝑛

= 1.

Ainsi, lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

= 0 et donc, à partir d'un certain rang, 𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

< 1
2
.

On en déduit lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 0.

Exercice 2 : Déterminer un équivalent et la limite de :

1 (1 − 1
𝑛2 )

𝑛

2
1

𝑛 + 1
− 1

𝑛 + 5
+ 4

𝑛2

3
𝑛 ln (1 − 1

𝑛2 )
tan 𝜋

𝑛

Correction :

1 (1 − 1
𝑛2 )

𝑛
∼ 1

2 1
𝑛 + 1

− 1
𝑛 + 5

+ 4
𝑛2 ∼ 8

𝑛2

3
𝑛 ln (1 − 1

𝑛2 )
tan 𝜋

𝑛
∼ − 1

𝜋

Exercice 3 : Déterminer un équivalent de ln(𝑛 + 1) − ln 𝑛√
𝑛 + 1 −

√
𝑛

.

Exercice 4 : Montrer que : (1 − 1√
𝑛

)
𝑛

= o ( 1
𝑛2 ).

Exercice 5 : Examiner les limites en +∞ de :

1 𝑎𝑛 = 𝑛 ( 𝑛
√

3 − 𝑛
√

5) ; 2 𝑏𝑛 = [( ln(𝑛 + 1)
ln 𝑛

)
𝑛

− 1] ln 𝑛 ;

Correction :

1 𝑎𝑛 = 𝑛 ((𝑒 ln 3
𝑛 − 1) − (𝑒 ln 5

𝑛 − 1)) ∼ 𝑛 ( ln 3
𝑛

− ln 5
𝑛

) ∼ ln 3
5
.

2 𝑏𝑛 = [( ln(𝑛 + 1)
ln 𝑛

)
𝑛

− 1] ln 𝑛.

ln(𝑛 + 1)
ln 𝑛

=
ln 𝑛 + ln(1 + 1

𝑛 )
ln 𝑛

= 1 +
ln(1 + 1

𝑛 )
ln 𝑛

.

Or ln(1 + 1
𝑛 )

ln 𝑛
∼ 1

𝑛 ln 𝑛
→ 0, on a donc 𝑛 ln (1 +

ln(1 + 1
𝑛 )

ln 𝑛
) ∼ 𝑛

ln(1 + 1
𝑛 )

ln 𝑛
∼ 1

ln 𝑛
→ 0.

Donc ( ln(𝑛 + 1)
ln 𝑛

)
𝑛

− 1 = exp (𝑛 ln (1 +
ln(1 + 1

𝑛 )
ln 𝑛

)) − 1 ∼ 𝑛 ln (1 +
ln(1 + 1

𝑛 )
ln 𝑛

) ∼ 1
ln 𝑛

Et enfin 𝑏𝑛 = [( ln(𝑛 + 1)
ln 𝑛

)
𝑛

− 1] ln 𝑛 ∼ 1
ln 𝑛

ln 𝑛 = 1.

Exercice 6 : Examiner les limites en +∞ de :
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1 𝑐𝑛 =
cos ( 1

𝑛) − 𝑒
1

𝑛2

sin ( 1
𝑛2 )

2 𝑑𝑛 =
cos ( 1

𝑛) − 𝑒− 1
2𝑛2

sin ( 1
𝑛2 )

Correction :

1 𝑐𝑛 =
cos ( 1

𝑛 ) − 𝑒
1

𝑛2

sin ( 1
𝑛2 )

=
(cos ( 1

𝑛 ) − 1) − (𝑒
1

𝑛2 − 1)

sin ( 1
𝑛2 )

.

Or cos ( 1
𝑛

)−1 ∼ − 1
2𝑛2 et 𝑒

1
𝑛2 −1 ∼ 1

𝑛2 . On peut additionner : (cos ( 1
𝑛

) − 1)−(𝑒
1

𝑛2 − 1) ∼ − 3
2𝑛2 .

Or sin ( 1
𝑛2 ) ∼ 1

𝑛2 donc 𝑐𝑛 ∼ −3
2
.

2 𝑑𝑛 =
cos ( 1

𝑛 ) − 𝑒− 1
2𝑛2

sin ( 1
𝑛2 )

𝑐𝑛 =
cos ( 1

𝑛 ) − 𝑒
1

𝑛2

sin ( 1
𝑛2 )

=
(cos ( 1

𝑛 ) − 1) − (𝑒− 1
2𝑛2 − 1)

sin ( 1
𝑛2 )

.

Or cos ( 1
𝑛

) − 1 ∼ − 1
2𝑛2 et 𝑒− 1

2𝑛2 − 1 ∼ − 1
2𝑛2 . On ne peut plus additionner.

Mais on peut écrire cos ( 1
𝑛

) − 1 = − 1
2𝑛2 + o ( 1

𝑛2 ) et 𝑒− 1
2𝑛2 − 1 − 1

2𝑛2 + o ( 1
𝑛2 ).

Par conséquent, (cos ( 1
𝑛

) − 1) − (𝑒
1

𝑛2 − 1) = o ( 1
𝑛2 ).

Or sin ( 1
𝑛2 ) ∼ 1

𝑛2 donc 𝑑𝑛 = o(1).

Exercice 7 : Examiner les limites en +∞ de :

1 𝑒𝑛 = (1 + 2
𝑛

)
𝑛+1

2 𝑓𝑛 = 𝑛 − √𝑛2 + 𝑛 + 1

Correction :

1 𝑒𝑛 = (1 + 2
𝑛

)
𝑛+1

= 𝑛 exp ((𝑛 + 1) ln (1 + 2
𝑛

)) ;

Or ln (1 + 2
𝑛

) ∼ 2
𝑛

donc (𝑛 + 1) ln (1 + 2
𝑛

) ∼ (𝑛 + 1) 2
𝑛

∼ 2.

D'où 𝑒𝑛 ∼ 𝑒2 .

2 𝑓𝑛 = 𝑛 − √𝑛2 + 𝑛 + 1 = 𝑛 (1 − √1 + 1
𝑛

+ 1
𝑛2 ) ∼ −𝑛1

2
( 1

𝑛
+ 1

𝑛2 ) ∼ −1
2
.

EXERCICES PLUS ARDUS :

Exercice 1 : Pour 𝑛 ∈ ℕ, on définit I𝑛 = ∫
1

0

𝑥𝑛

1 + 𝑥2 d𝑥.

1 Calculer I0 et I1.
2 Déterminer I𝑛 + I𝑛+2. En déduire I2 et I3.
3 Déterminer la limite de I𝑛 puis de 𝑛I𝑛.

Correction :

1 I0 = 𝜋
4

et I1 = ln 2
2

.

2 I𝑛 + I𝑛+2 = 1
𝑛 + 1

. Donc I2 = 1 − 𝜋
4

et I3 = 1 − ln 2
2

.
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3 Inégalité de la moyenne : |I𝑛| ⩽ ∫
1

0
𝑥𝑛 d𝑥 = 1

𝑛 + 1
donc lim

𝑛→+∞
I𝑛 = 0.

I𝑛 = ∫
1

0

𝑥𝑛

1 + 𝑥2 d𝑥 = [ 𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
× 1

1 + 𝑥2 ]
1

0
−∫

1

0

𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
× −2𝑥

(1 + 𝑥2)2 d𝑥 = 1
2(𝑛 + 1)

+ 2
(𝑛 + 1)

∫
1

0

𝑥𝑛+2

(1 + 𝑥2)2 d𝑥.

Or ∣∫
1

0

𝑥𝑛+2

(1 + 𝑥2)2 d𝑥∣ ⩽ 1
𝑛 + 3

= 𝑜 ( 1
𝑛

) donc I𝑛 ∼ 1
2𝑛

.

Exercice 2 : Pour 𝑛 ∈ ℕ, on définit I𝑛 = ∫
1

0
𝑡𝑛

√
1 + 𝑡 d𝑡.

1 Calculer I0 et I1.
2 Montrer que (I𝑛) est décroissante.
3 Déterminer la limite de I𝑛 puis de 𝑛I𝑛.

Correction :

1 I0 = 2
3

(2
√

2 − 1) et I1 = 4
15

(1 +
√

2).
2 (I𝑛) est décroissante : AQT.

3 Inégalité de la moyenne : |I𝑛| ⩽
√

2 ∫
1

0
𝑡𝑛 d𝑡 =

√
2

𝑛 + 1
donc lim

𝑛→+∞
I𝑛 = 0.

I𝑛 = ∫
1

0
𝑡𝑛

√
1 + 𝑡 d𝑡 = [ 𝑡𝑛+1

𝑛 + 1
√

1 + 𝑡]
1

0
− ∫

1

0

𝑡𝑛+1

𝑛 + 1
× 1

2
√

1 + 𝑡
d𝑡 =

√
2

𝑛 + 1
− 1

2(𝑛 + 1)
∫

1

0

𝑡𝑛+1
√

1 + 𝑡
d𝑡.

On a ∣∫
1

0

𝑡𝑛+1
√

1 + 𝑡
d𝑡∣ ⩽ 1

𝑛 + 1
puis 1

2(𝑛 + 1)
∫

1

0

𝑡𝑛+1
√

1 + 𝑡
d𝑡 = O ( 1

(𝑛 + 1)2 ) = 𝑜 ( 1
𝑛 + 1

) donc

I𝑛 ∼
√

2
𝑛

.

Exercice 3 : On considère la suite (𝑢𝑛) de terme général 𝑢𝑛 =
√

𝑛 − ⌊
√

𝑛⌋.
Montrer que les suites (𝑢𝑛2)𝑛∈ℕ et (𝑢𝑛2+3𝑛)

𝑛∈ℕ
et (𝑢𝑛2−1)𝑛⩾1 sont convergentes et donner leur

limite.
Que peut-on dire de (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ ?

Correction :

— ∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛2 = 0 donc la suite extraite (𝑢𝑛2)𝑛∈ℕ converge vers 0.
— ∀ 𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑛2+2𝑛+1 ⩽ 𝑛2+3𝑛 < 𝑛2+4𝑛+4 donc 𝑛+1 ⩽ √𝑛2 + 3𝑛 < 𝑛+2 et ⌊(⌋ √𝑛2 + 3𝑛) = 𝑛+1.

∀ 𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑢𝑛2+3𝑛 = √𝑛2 + 3𝑛 − (𝑛 + 1) = 𝑛 − 1√
𝑛2 + 3𝑛 + (𝑛 + 1)

∼ 𝑛
2𝑛

∼ 1
2
. Donc 𝑢𝑛2+3𝑛 −−−−→

𝑛→+∞

1
2
.

— ∀ 𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑛2 − 2𝑛 + 1 ⩽ 𝑛2 − 1 < 𝑛2 donc 𝑛 − 1 ⩽
√

𝑛2 − 1 < 𝑛 et ⌊(⌋
√

𝑛2 − 1) = 𝑛 − 1.

∀ 𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑢𝑛2−1 =
√

𝑛2 − 1 − (𝑛 − 1) = 2𝑛 − 2√
𝑛2 − 1 + (𝑛 − 1)

∼ 2𝑛
2𝑛

∼ 1. Donc 𝑢𝑛2−1 −−−−→
𝑛→+∞

1.

La suite (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ diverge.

Exercice 4 : Soit 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ ℂ avec (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ × ℝ∗.

Pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗, on pose 𝑢𝑛 = (1 + 𝑧
𝑛

)
𝑛
.

1 Calculer lim
𝑛→+∞

|𝑢𝑛|.
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2 On note 𝜃𝑛 = arg (1 + 𝑧
𝑛

).

Montrer que lim
𝑛→+∞

𝜃𝑛 = 0 puis déterminer une suite équivalente à (𝜃𝑛).

3 Calculer lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛.

Correction :

1 Calculer lim
𝑛→+∞

|𝑢𝑛| = 𝑒𝑥 .
2 𝜃𝑛 ∼ 𝑦

𝑛
.

3 lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 𝑒𝑧 .

Exercice 5 : Examiner les limites en +∞ de :

1 𝑔𝑛 = (2𝑛 + 3𝑛) 1
𝑛

2 ℎ𝑛 = (2 1
𝑛 + 3 1

𝑛

2
)

𝑛

Correction :

1 2𝑛+3𝑛 ∼ 3𝑛 → +∞ ≠ 1 donc ln(2𝑛+3𝑛) ∼ ln(3𝑛) ∼ 𝑛 ln 3 et 𝑔𝑛 = exp ( 1
𝑛

ln(2𝑛 + 3𝑛)) ∼ exp ln 3 = 3.

Ou bien : 𝑔𝑛 = (2𝑛 + 3𝑛) 1
𝑛 = exp ( 1

𝑛
ln(2𝑛 + 3𝑛)).

Or ln(2𝑛 + 3𝑛)
𝑛

=
𝑛 ln 3 + ln (1 + ( 2

3 )𝑛)
𝑛

= ln 3 +
ln (1 + ( 2

3 )𝑛)
𝑛

.

Or ln (1 + (2
3

)
𝑛
) ∼ (2

3
)

𝑛
donc

ln (1 + ( 2
3 )𝑛)

𝑛
→ 0 et 𝑔𝑛 ∼ 3.

2 ℎ𝑛 = (2 1
𝑛 + 3 1

𝑛

2
)

𝑛

= exp (𝑛 ln (2 1
𝑛 + 3 1

𝑛

2
)).

Comme lim
𝑛→+∞

2 1
𝑛 + 3 1

𝑛

2
= 1, on peut écrire 2 1

𝑛 + 3 1
𝑛

2
= 1 + 𝜖𝑛 .

Ainsi, ln (2 1
𝑛 + 3 1

𝑛

2
) = ln(1 + 𝜖𝑛) ∼ 𝜖𝑛 .

Mais 𝜖𝑛 = 2 1
𝑛 + 3 1

𝑛

2
− 1 = 2 1

𝑛 − 1 + 3 1
𝑛 − 1

2
.

Et comme 2 1
𝑛 − 1 = 𝑒 ln 2

𝑛 − 1 ∼ ln 2
𝑛

et 3 1
𝑛 − 1 = 𝑒 ln 3

𝑛 − 1 ∼ ln 3
𝑛

,

on a 𝜖𝑛 ∼ 2 1
𝑛 − 1 + 3 1

𝑛 − 1
2

∼ ln 2
2𝑛

+ ln 3
2𝑛

= ln 6
2𝑛

(car ln 2 + ln 3 ≠ 0).

Ainsi, 𝑛 ln (2 1
𝑛 + 3 1

𝑛

2
) ∼ 𝑛𝜖𝑛 ∼ ln 6

2
et ℎ𝑛 →

√
6.
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