Planche d, exencices

Fichiers DL-Fonctions 8, ® et ¢ |

EXERCICES FACILES :

. 1
Exercice | : Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = 0si x < 0 et f(z) =exp <——>
x
sinon. Calculer, pour tout n € N,, , le développement limité de f en 0.

Quelles conclusions en tirer ?

Exercice 2. : Effectuer I’étude locale en 0, de la fonction z - In(1 + x + 22). Limite, tangente,
position relative.

Exercice 3 : Rechercher si la courbe suivante admet une asymptote en +o0o et déterminer la

position s’il y a lieu :
y=+z(x+1).

. 11
Correction : y=a2+ - — —.
2 8z

Exercice 4 : Rechercher si la courbe suivante admet une asymptote en +oo et déterminer la
position s’il y a lieu :
3

L

. 1 3
Correction : y=z+ - + —.
2 8z

Exercice S : Rechercher si la courbe suivante admet une asymptote en +o0o et déterminer la
position s’il y a lieu :

1
y=Vz2—xzexp <7>
x

+1
. 1 9
Correction : y=a2+ - — —.
2 8
. zvr?+1
Exercice £ : Déterminer les asymptotes en 400 et en —co a la courbe d’équation y = —Q 1
T —

Préciser les positions relatives par rapport & ces asymptotes.

: V2?1 3 1
Correction : £:m+1+7+ N (,)
r—1 2r  z—+oo \ T
Acy=a+1 et asymplote & o € au wisinage de +00 e € st vituube au-densus de A,
rVa? +1 3 (1)
SR -
r—1 20 z——oco \ T

Ay =—x—1 esh avympbote & b €7 au woisinage de —00 e € enh viluse au-devbus de A

e%—i—l
er —1

Exercice T : Etudier Pasymptote oblique de la courbe de f : z

Préciser les positions relatives de la courbe avec cette asymptote.
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Planche d, exencices

8=

e

1, 1,1
= LT — —_—
-1 2 6z

Correction :

8=

e

1

o - .
T—+00 €T

1
A:y:2x+§ %tob«d/nwltobeu/&befwmmb{mafaedeioo. ef%tmm—dmwdeAmuoin%@de

+Ood39/md;%boubmuo4‘b/i/nacaedefoo.

T esinw
Exercice & : Déterminer lim 3
xz—0 x
R T esinx 1
Correction : lim —— = —.
z—0 1’3 6
Exercice 9 : Déterminer les limites suivantes :

lim (22% — 3z + 1) tan 7.

T—3

Correction :
1
@fm I\obe T = 5 + h.

(222 — 3z + 1) tan e = —

1
lim (222 — 3z + 1) tan 7z = —
T3 ™

@fmrobex:2+h.

(21 437 — 12)tan T etan 4 In(27+37-12)

2h% — h —h 1
tanh mh

lim (2% 4 37 — 12)"™" %
T2

— etan(F+7) In(4x2"+9x3"~12)

In(1+4x (2" —1)+9x (3" —1))

=€

&

In(1+4x (2" =1)+9x (3" —1))

~

4x(2h—=1)+9x (3" —1)

h

—tan =

4

4 % (ehth _ 1) +9x (eh1n3 _ 1)

mh
—tan =z

~

_mh
1

4hIn2+9hIn3 4In2+9In3

_mh

Done 1in% (2% + 3% — 12)““1% = (24 x 39)_% .
z—

Exercice O : Déterminer les limites suivantes :

lim (222 — 3z + 1) tan 7.

z—3

Correction :

@n[\oﬁel‘:%—l—h.

2h% — h —h 1

4

(222 =3z + 1) tan7r = ———— ~ —.

tanh rh - T

1
lim (222 — 3z + 1) tanz = —
T

]

us

4

lim (27 + 3% —12)"™" %
r—2
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Planche d, exencices

@nrmx=2—|—h.

(2w + 3T 12)tan% _ etan%ln(2z+31712) _ etan(g+%h)ln(4><2h+9><3h712)

In(1+4x (2" —1)+9 x (3" —1))

wh
— —tanj
&,
In(14+4x2"=1)+9x(3"—1)) 4x(2"—1)+9x(B"—1) 4x(e"2—1)+9x (e"3 1)
—tan’zlh 7%’1 77%
4hIn24+9hIn3 4In2+9In3
~ h ~ ™ :
1 1

Done lir% (2% 4 3% — 12)mn%”“ = (2% x 39),% '
T—

Exercice | : Déterminer les limites suivantes :
lim (cos x)™m?.

1
. 3:[; cos3x
20+ lim [ tan — .
=g 2

Correction :

(COS x)lnm — elna:lncosm.

2 2
T ¥ 1lnx
On, 1ncosx~cosx—1~—7 done Inzlncosx ~ — 0.
lim (cosz)"® =1
z—0t
I
2] O r=—+h
n I\,csbe 6 +
ﬁ tan 32 lntan(%JrEQE) 1 1+tan%’l
(tan 3;) ’ = el ct0531'2 — ¢ cos(53h)  — o IR " 1-tan 2
1 1+tan37h’ | 14 2tan37h’ 1 2tan% 1
— n L = —— n _— |~ ~ —
sin3h " 1—tan3l  sin3h 1 — tan 2 3h1 — tan 3

1
32\ cos3z
lim (tan ;) =e 1|

=
T3

Exercice [ : Déterminer lim M .
z—+oo \ 1+ sh ()

x ! e
Correction : (Chm) — o%ln 1121(17;) —e* hl@"'%) = 7 1n(1+ 21945}1;1)_

1+sh(z)
2e7* —1 2e7 —1 —x
In(1 ~ ~ 0.
xn( +1+sh(m)> m1—|—sh(9c) sh(;v)_>

dn (i) ]

Exercice [3 : Déterminer :
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—T

I | T\ tan(x)
im &% 2| li t —)
(1] lim lim (tan 2
Exercice |4+ : Déterminer :

I ez | x\ tan(z)

1m _— 2 im (tan —)
Exercice IS : Déterminer :

1

@ lim (1409} 2 m

z—0 z—0 sin“ & 1— COS(LL‘)

Exercice [ : Déterminer :

a i esin@) _ Tz 3] lim sin(x) — v/3 cos(z)
4 20 tan(x) e—=%  2cos(z) —1

Exercice [T : Déterminer :

cos(z)

[1] hm (cos(z ))Sm (@)

im ———
a—72 sin(z) — 1
Exercice |8 : Déterminer :

(sin(x ))m—l . 2\ s
.‘ W)y =+ lim (14 2?)

—1 r—+00

Exercice [9 : Déterminer :

1) 1y (L) si0) )t

-0 2 4 3 z—1 2P — 1

Exercice 20 : Déterminer :

r—+00

Vitz—vV1—x lim (a®+b%)x aveca >0et b >0
T

1) U
Exercice 21 : Déterminer :

(Vz +7—2)sin(rz) lim In(z)In(ln(x))

&) lm In(z) | o
Exercice 22 : Déterminer :
1 sin(x) . 3 2
; 2| 1
[1] igg(;) : xﬂx3f1 |

Exercice 23 : Déterminer :

1 lim z* hmar3—2m2+2m—1

z—0+ - 251 3 —x24+x—1

Exercice 24 : Déterminer :

1] glcig(l)(l—i—x)% lim a24+2z+1—z

T—+00

Exercice 25 : Déterminer :
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@] lim sin(z) — sme. lim x + arctan ()
Tr—e

n(z)—1

T—+00

Exercice 2L : Déterminer :

.‘ hm —1

z—=1 P — 1

lim

L]

Exercice 277 : Déterminer :

T =T

z—+oo In(x) + x

1
: 2\ Tn(=)
& lm (1+27) lim ( v+ x+\/5_\/5>.

T—+00

Exercice 2.8 : Déterminer :

‘ lim cos(r) lim =z

e—7 sin(x) — 1 poree

Exercice 29 : Déterminer :

sin(z) — v/3 cos(z) . ( f)tan(m)
[ 1l lim tan2

wﬁf 2cos(z) —1 =g

EXERCICE DE DIFFICULTE MOYENNE :

Exercice | : Soit f: R* — R

8

r > (e +2x)

f est-elle prolongeable par continuité ?

In(e®+22x)
e =

Correction : f(x) = (e* + 21)% =
In(e” +2x) x+In(l+2we™™) - In (14 2ze ™)

O In(1+2ze ™) L 2we™ 96~ s 9
x x
Done lim flx)=
z—0

f%brﬂo?ﬂmae@@gepa)boomfmmbemo,d:mrmf(O)z

Exercice 2 : Soit f(z) = (cosx)x pour x € ]—g g[\{()}

Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.
‘ Déterminer un DL de fen 0 a 'ordre 2.
[3] étudier la dérivabilité du prolongement de f.

Exercice 3 : Etudier 'asymptote oblique de la courbe de f: z = v/22(x — 2).

Préciser les positions relatives de la courbe avec cette asymptote.

. . 1
Correction : {22(z—2)=2—~-——+ o <7>
T—400 €T

%<\4/QL'+1—\4/$—1>

2
A:y:x—g %tabAa/mT@beaQa,efmwwdeim.ef%LW%dmbdgAmwm%@de

—‘rOOetw—d,ebbubmuo{)aA/wza@d,e—oo.
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. . 1
Exercice 4+ : Etudier 'asymptote oblique de la courbe de f : z + (z — 3)3 Incos —.
x

Préciser les positions relatives de la courbe avec cette asymptote.

. 1 1 9 163 1
Correction : (r—3)3lncos—=——z+-——+ o <7)
x 2 2 122 r—+00 \ T

1 9
A:y:—§m+§ %tw@@@&befmm%edeioo. ef%tmhwe%dedeAme%e

de—I—OOeCm—dmmm}./m%ede—oo.

Exercice S : Etudier les branches infinies de la courbe de f : z x2 —1.

: T
Exercice [ : Déterminer la limite de (22 + 2 — 2) tan % lorsque z tend vers 1.

. h? +3h h(h+3 2(h + 3
Correction : @n[w)aex=1+h.®'mc1/<$2+$—2)tanﬂz— o (h + )N— (h+3)
2 tan%h %h s
C s 9 T 6
Don | lim (2 +x—2)tan — = ——|
r—1 2 ™
Exercice T :
1 D"
Calculer ¢ = lim (M> )
T—+00 Inz

In(z+1)

Donner un équivalent de (
Inz

x
) — ¢ lorsque = — +00.

Correction :

1 1 1 1
1n(ac+1):ln<a:>< (1—}—7)) zlnx—Hn(l—o—f) zlnx—|—f—0—o<7>
x x x x

@+l ;1 +0< ! )

Inx zlnx rlnz

(m(*5))

e (o1 (14 5 0 (7))
o

=

Donec

Foimasi

Inx

(B D)

m(mlnx (11111)))
()
i+ ()

T—+00 Inx

In(z+1)\" 1 1
Inz z—+oo Inz’
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Planche d, exencices

1 x
cos (a + —)
L ou cos(a) # 0.

Exercice 8 : Etudier existence et la valeur éventuelle de  lim
P cos(a)

Correction : met T tond, wern +00,

. 1
z1n (cos(a—kﬂ) =uzln <cos 1o tan(a) sin 1)

cos(a) x x

:xm(l_mﬁm(i)) :m<—tar;@+o(;>>

= —tan(a) + o(1),

1 xT
o dono lim (COS (a+ J) = ¢~ tana)

z—+00 cos(a)

EXERCICES PLUS ARDUS :

Exercice | : Soit f : x — arccos(4x® — 3x).
Déterminer I’ensemble de définition 2 de f.
Montrer que f est continue sur 2.

Etudier la dérivabilité de f sur D.
Tracer la courbe de f.

Correction :

Sooibd):l‘l—>4x3—3l‘.

¢ etk dénivalle sun R o Vo € R, ¢ (z) = 3(4a2 — 1) = 3(2z — 1)(2z + 1).

1 1
T —00 ) 3 +00
@' (x) + 0 - 0 +
1 400
¢() 7 pY /!
—00 —1

De r,@m d(—1) = =1 & ¢(1) = 1. On on déduit que Yz €R,  ¢(x) € [-11] = ze[-11]

B foton 1 e done i s [D= L1
?m@,f%tcomﬂxmw«wmwwro@éede@omﬂ&om@wnﬁmm.
Vxe}—l,—%[u]—%,%[u}%,l[, o(z) €] —1,1[

@m%gommfmma%mo@mm%mwdewmmwﬂw

&\me]_L_lM 1 lMll{’ flay 32Dl 32z — 1)(20 +1)

217 22y  /1—(®—322 /(1 +3z—423)(1 — 3z + 4a%)

_&Md@@@m&m%;
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Planche d, exencices

_1 A3 1 fh2_ Ap3
@n[\oﬁex—Q—l-h.@na,?)x 4x° =1 —6h 4h°.

(1 o 3(2h)(2 + 2h) - 12h(1 + h)
/ <§+h> (U432 —423)(1 =3z +42%)  /(2— 6h2 —4h3)(6h2 + 4h3)
12h(1 + h)

b /(2= 6h2 — 4h3)(6 + 4h)

@frva/d/ynof/(%Jrh)W)\/E@m%d@ubwwmm@f%bwn@m%%dwoe

mmwdm f%l?dé}w\m%eddhmfee/n,%eb fé(%>:2\/§.

. (1 iy . LU
@eme/me,o%o/f<§+h)m—\/ﬁ.®n%dedmbc1memvmefebtmmm2,do1m

&tﬁmmwd‘m febtdénmj&ﬁea%m&e%%d: f;(%):—wﬁ.

— Cude de lo dnivalillice en 1.
@naf’(x)?—ooﬂ)mwwgcwm@fnebbrmd@wwﬂ@e%lSoq/mhﬂe[mmwbewne
dm—wmxamvte,wﬂwpe%oew.

fo,gomat«m qbetmbumm ona Vo € [—1,1], f(—x) = arccos(—¢(x)) = m—arccos(¢(z)) = m7—f(z).

@mW%dédchwefn@ade@Wu@%@mr&W%—%et%—l.

Exercice 2 : Soit f:z s Va2 +1— Va2 —1.

f admet-elle une limite en +o00?

. 1. 1 1 -1 1
Correction : a2+1— Va2 —1= </1 _\/1_ ~ (7_7>N 0.
r Va4 p N + Vil 1)~ 5 =

sin(7z)
x(z? —1)

f est-elle prolongeable par continuité en 0, en 1, en —17

Exercice 3 : Soit f:x >

Correction :
1 sin(mx) T

EnO:f(x):ﬁ - -

febtrthwn%&aﬂ@eronm@nmté%Qd:mvmf(O)z—ﬁ
Enl:@rn,rowle—kh.

fla) = sin(m(1 + h)) _ —sin(7h) N —7h N -7 N
(14+h)(h24+2h)  h(14+h)(h+2) h(1+h)(h+2) (1+h)(h+2) 2

f%trm@omxamﬁ@evamwn&mﬂ;éml,etmvmf(l)z_?w.
En —1: f%tWMf%twﬁwnﬂwﬂQ@WW%—Letmwﬂ—mz%.

. 1
Exercice 4 : Soit g: R — R la fonction définie par g(0) = 0 et, si  # 0, g(x) = 23 sin (—)
x

Montrer que g a un développement limité d’ordre 2 en 0 mais n’a pas de dérivée seconde en 0.
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. 1
Exercice S : Limite en 0 de {—J
x

. 1 1 1
Correction : ngéo,——lg{—J fdmex>01—x\x{J 1ethma:{J—1 De
T T T T

x—07"

mvm<0,1*$>ZLlJ>ld limx{szl.
T

r—0~
1
lim = LiJ =1

z—0

. 1
Exercice [ : Limite en 0 de x2 {—J
x

Correction : Vz<0,z—2%2<

8
o
—
8=
[

. . 5|1
<axdou |limazs|—|=0.
x—0 x

Exercice T : Limite en 0 de sin (a: {ED
T

™

Correction : VY #O,E —1< FJ <
X xr

x
@omVx>07r—x<x{ J . idem x>0domlimw{EJ:7rjoL'ou limsin(xLZD:().
z—0 xT x

Exercice & : Limite en 0 de

(—1)l=]
—

_1)\2n
Correction : ﬁw:immm< D™ _ 1 ..

2n 2n
2n+1 1
R (1) e
v m+1  ontl | °
2 .
. x sin(z
Exercice 9 : Limite en +oo de A
2 +1
2 . .
Correction : £S0@) _ Sm(xl)
2 +1 1+
% = nr dow on o@b‘wn):sm<)—0—>0
_l’_
I2
sin(z) 1
Se,x*QnﬂJr oo on olltient —— = — =1
1+ % 1+ 5
(2nm+%)
xr
Exercice O : Soit f:a2+ ——
|z lz]
La fonction f admet-elle une limite en +o0 ?
. 2T et In(x)
Correction : f(z) = = = exIn(z)—|z]In|x],
|z] [z)] elz]In|z]
- %Wunznjm@VHGN,f(un)ZI
— em r,o&w/mt =n+ 1, ona VneN, f(v,) = e(nt3)In(ntz)—nlnn _ o5n(ntz)+nin(ltsn) 4

Lycée Jules Garnier ﬂ PTSI Vinci - 2024



