
Planche d’exercices

Fichiers DL-Calculs a, b et c

EXERCICES FACILES :

Exercice 1 : Donner un développement limité à l’ordre 3 en 𝜋
3

de ℎ(𝑥) = ln(sin 𝑥).

Exercice 2 : Déterminer le DL5(0) de : 1
cos 𝑥

.

Correction :
1

cos 𝑥
= 1 + 1

2
𝑥2 + 5

24
𝑥4 + o(𝑥5).

Exercice 3 : Déterminer le DL5(0) de : 𝑥
sin 𝑥

.

Correction :
𝑥

sin 𝑥
= 1 + 1

6
𝑥2 + 7

360
𝑥4 + o(𝑥5).

Exercice 4 : Déterminer le DL4(0) de : ln(1 + 𝑥)
1 + 𝑥

.

Correction :
ln(1 + 𝑥)

1 + 𝑥
= 𝑥 − 3

2
𝑥2 + 11

6
𝑥3 − 25

12
𝑥4 + o(𝑥4).

Exercice 5 : Déterminer le DL7(0) de : tan2(𝑥).

Correction : tan2(𝑥) = 𝑥2 + 2
3

𝑥4 + 17
45

𝑥6 + o(𝑥7).

Exercice 6 : Déterminer le DL5(0) de : ln sin(𝑥)
𝑥

.

Correction : ln sin(𝑥)
𝑥

= −1
6

𝑥2 − 1
180

𝑥4 + o(𝑥5).

Exercice 7 : Déterminer le DL7(0) de : ln arctan (𝑥)
𝑥

.

Correction : ln arctan (𝑥)
𝑥

= −1
3

𝑥2 + 13
90

𝑥4 − 251
2835

𝑥6 + o(𝑥7).

Exercice 8 : Déterminer le DL6(0) de : 𝑒𝑥 sin(𝑥).

Correction : 𝑒𝑥 sin 𝑥 = 1 + 𝑥2 + 1
3

𝑥4 + 1
120

𝑥6 + o(𝑥6).

Exercice 9 : Déterminer le DL5(0) de : (1 + 𝑥)𝑥.

Correction : (1 + 𝑥)𝑥 = 1 + 𝑥2 − 1
2

𝑥3 + 5
6

𝑥4 − 3
4

𝑥5 + o(𝑥5).

Exercice 10 : Déterminer le DL3(0) de : √1 + sin(𝑥).
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Correction : √1 + sin(𝑥) = 1 + 1
2

𝑥 − 1
8

𝑥2 − 1
48

𝑥3 + o(𝑥3).

Exercice 11 : Déterminer le DL7(0) de : √cos(𝑥).

Correction : √cos(𝑥) = 1 − 1
4

𝑥2 − 1
96

𝑥4 − 19
5760

𝑥6 + o(𝑥7).

Exercice 12 : Déterminer le DL3(0) de : ln ln(1 + 𝑥)
𝑥

.

Correction : ln ln(1 + 𝑥)
𝑥

= −1
2

𝑥 + 5
24

𝑥2 − 1
8

𝑥3 + 𝑜(𝑥3).

Exercice 13 : Déterminer le DL3(0) de : sin(𝑥)
𝑒𝑥 − 1

.

Correction :
sin(𝑥)
𝑒𝑥 − 1

= 1 − 1
2

𝑥 − 1
12

𝑥2 + 1
12

𝑥3 + 𝑜(𝑥3).

EXERCICE DE DIFFICULTÉ MOYENNE :

Exercice 1 : Déterminer le DL3(0) de : (1 + 𝑥) 1
𝑥 .

Correction : (1 + 𝑥) 1
𝑥 = 𝑒 × [1 − 1

2
𝑥 + 11

24
𝑥2 − 7

16
𝑥3] + o(𝑥3).

Exercice 2 : Déterminer le DL4(0) de : ln ln ((1 + 𝑥) 1
𝑥 ).

Correction : ln ln ((1 + 𝑥) 1
𝑥 ) = −1

2
𝑥 + 5

24
𝑥2 − 1

8
𝑥3 + 251

2880
𝑥4 + o(𝑥4).

Exercice 3 : Déterminer le DL3(0) de : (sin(𝑥)
𝑥

)
3

𝑥2

.

Correction : ( sin(𝑥)
𝑥

)
3

𝑥2

= 1√
𝑒

× [1 − 1
60

𝑥2] + o(𝑥3).

Exercice 4 : Déterminer le DL6(0) de : sin(tan(𝑥)) − tan(sin(𝑥)).

Correction : sin(tan(𝑥)) − tan(sin(𝑥)) = 0 + 𝑜(𝑥6) = − 1
30

𝑥7 + 𝑜(𝑥7).

Exercice 5 : Déterminer le DL3(0) de : 𝑒 𝑥
𝑥+1

(1 + 𝑥)2 .

Correction :
𝑒 𝑥

𝑥+1

(1 + 𝑥)2 = 1 − 𝑥 + 1
2

𝑥2 + 1
6

𝑥3 + 𝑜(𝑥3).

Exercice 6 : Déterminer le DL4(0) de : ln2(cos(𝑥)).
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Correction : ln2(cos(𝑥)) = 1
4

𝑥4 + 𝑜(𝑥5).

Exercice 7 : Déterminer le DL3(0) de : ln (1 +
√

1 + 𝑥).

Correction : ln (1 +
√

1 + 𝑥) = ln(2) + 1
4

𝑥 − 3
32

𝑥2 + 5
96

𝑥3 − 35
1024

𝑥4 + 𝑜(𝑥4).

Exercice 8 : Déterminer le DL3(0) de : 𝑥 − sin(𝑥)
1 − cos(𝑥)

.

Correction :
𝑥 − sin(𝑥)
1 − cos(𝑥)

= 1
3

𝑥 + 1
90

𝑥3 + 𝑜(𝑥3).

Exercice 9 : Déterminer le DL5(0) de ln ( 1 + 𝑥
1 + 𝑥2 ).

Correction : ln ( 1 + 𝑥
1 + 𝑥2 ) = 𝑥 − 3

2
𝑥2 + 1

3
𝑥3 + 1

4
𝑥4 + 1

5
𝑥5 + 𝑜(𝑥5).

Exercice 10 : Déterminer le DL4(0) de 𝑒√cos(𝑥).

Correction : 𝑒√cos(𝑥) = 𝑒 − 𝑒
4

𝑥2 + 𝑒
48

𝑥4 + 𝑜(𝑥4).

Exercice 11 : Déterminer le DL4(0) de sh (𝑥)
1 − ln(1 + 𝑥)

.

Correction :
sh (𝑥)

1 − ln(1 + 𝑥)
= 𝑥 + 𝑥2 + 2

3
𝑥3 + 1

2
𝑥4 + 𝑜(𝑥4).

Exercice 12 : Déterminer le DL3(0) de ln(1 + 𝑥)
sin(𝑥)

.

Correction :
ln(1 + 𝑥)

sin(𝑥)
= 1 − 1

2
𝑥 + 1

2
𝑥2 − 1

3
𝑥3 + 𝑜(𝑥3).

EXERCICES PLUS ARDUS :

Exercice 1 : Déterminer le DL4(0) de : 1 + th (𝑥)
1 − th (𝑥)

.

Correction :
1 + th (𝑥)
1 − th (𝑥)

= 1 + 2 𝑥 + 2 𝑥2 + 4
3

𝑥3 + 2
3

𝑥4 + o(𝑥4).

Exercice 2 : Déterminer le DL6(0) de : (cos(𝑥))𝑝 .

Correction : (cos(𝑥))𝑝 = 1 − 𝑝
2

𝑥2 + 𝑝(3𝑝 − 2)
24

𝑥4 − 𝑝[15(𝑝 − 1)2 + 1]
720

𝑥6 + o(𝑥6).

Exercice 3 : Déterminer le DL2(0) de : (1 + 𝑒𝑥

2
)

𝑝
.
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Correction : (1 + 𝑒𝑥

2
)

𝑝
= 1 + 𝑝

2
𝑥 + 𝑝 (𝑝 + 1)

8
𝑥2 + o(𝑥2).

Exercice 4 : Déterminer le DL5(0) de : (sin(𝑥)
𝑥

)
𝑝

.

Correction : ( sin(𝑥)
𝑥

)
𝑝

= 1 − 𝑝
6

𝑥2 + 𝑝 (5𝑝 − 2)
360

𝑥4 + o(𝑥5).

Exercice 5 : Déterminer le DL3(𝛼) de cos(𝑥).

Correction : cos(𝑥) = cos 𝛼 − (sin 𝛼)(𝑥 − 𝑎) − cos 𝛼
2

(𝑥 − 𝑎)2 + sin 𝛼
6

(𝑥 − 𝑎)2 + 𝑜((𝑥 − 𝛼)3).

Exercice 6 : Déterminer le DL4(0) de 𝑒arcsin (𝑥) − 𝑒sin(𝑥).

Correction : 𝑒arcsin (𝑥) − 𝑒sin(𝑥) = 1
3

𝑥3 + 1
3

𝑥4 + 𝑜(𝑥4).

Exercice 7 : Déterminer le DL5(0) de (cos(𝑥))sin(𝑥).

Correction : (cos(𝑥))sin(𝑥) = 1 − 1
2

𝑥3 + 𝑜(𝑥4).

Exercice 8 : Déterminer le DL4(0) de 𝑒ln(cos(𝑥)).

Exercice 9 : Donner un développements limité en 0 à l’ordre 10 de 𝑥 ⟼ ∫
𝑥

0
cos(𝑡2)𝑑𝑡.

Exercice 10 : Soit 𝑓(𝑥) = ln (1 + 𝑥 + 𝑥2

2!
+ ⋯ + 𝑥𝑛

𝑛!
).

Déterminer le DL𝑛+1(0) de 𝑓.

Correction : On a :

𝑓(𝑥) = ln (𝑒𝑥 − 𝑥𝑛+1

(𝑛 + 1)!
+ o(𝑥𝑛+1)) = 𝑥+ln (1 − 𝑥𝑛+1𝑒−𝑥

(𝑛 + 1)!
+ o(𝑥𝑛+1)) = 𝑥+ln (1 − 𝑥𝑛+1

(𝑛 + 1)!
+ o(𝑥𝑛+1)) .

D'où 𝑓(𝑥) = 𝑥 − 𝑥𝑛+1

(𝑛 + 1)!
+ o(𝑥𝑛+1).

Exercice 11 : Trouver 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ tels que cos(𝑥) − 1 + 𝑎𝑥2

1 + 𝑏𝑥2 soit un 𝑜(𝑥𝑛) en 0 avec 𝑛 le plus grand
possible.
Application ?

Correction : Le dl de cos(𝑥) en 0 à l'ordre 6 est :

cos(𝑥) = 1 − 1
2!

𝑥2 + 1
4!

𝑥4 − 1
6!

𝑥6 + 𝑜(𝑥6).

Calculons celui de 1 + 𝑎𝑥2

1 + 𝑏𝑥2 :
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1 + 𝑎𝑥2

1 + 𝑏𝑥2 = (1 + 𝑎𝑥2) × 1
1 + 𝑏𝑥2

= (1 + 𝑎𝑥2) × (1 − 𝑏𝑥2 + 𝑏2𝑥4 − 𝑏3𝑥6 + 𝑜(𝑥6)) car 1
1 + 𝑢

= 1 − 𝑢 + 𝑢2 − 𝑢3 + 𝑜(𝑢3)

= ⋯ on développe
= 1 + (𝑎 − 𝑏)𝑥2 − 𝑏(𝑎 − 𝑏)𝑥4 + 𝑏2(𝑎 − 𝑏)𝑥6 + 𝑜(𝑥6)

Notons Δ(𝑥) = cos(𝑥) − 1 + 𝑎𝑥2

1 + 𝑏𝑥2 alors

Δ(𝑥) = ( − 1
2

− (𝑎 − 𝑏))𝑥2 + ( 1
24

+ 𝑏(𝑎 − 𝑏))𝑥4 + ( − 1
720

− 𝑏2(𝑎 − 𝑏))𝑥6 + 𝑜(𝑥6).

Pour que cette différence soit la plus petite possible (lorsque 𝑥 est proche de 0) il faut annuler le plus possible
de coefficients de bas degré. On souhaite donc avoir

−1
2

− (𝑎 − 𝑏) = 0 et 1
24

+ 𝑏(𝑎 − 𝑏) = 0.

En substituant l'égalité de gauche dans celle de droite on trouve :

𝑎 = − 5
12

et 𝑏 = 1
12

.

On obtient alors
Δ(𝑥) = ( − 1

720
− 𝑏2(𝑎 − 𝑏))𝑥6 + 𝑜(𝑥6) = 1

480
𝑥6 + 𝑜(𝑥6).

Avec notre choix de 𝑎, 𝑏 nous avons obtenu une très bonne approximation de cos(𝑥). Par exemple lorsque

l'on évalue 1 + 𝑎𝑥2

1 + 𝑏𝑥2 (avec 𝑎 = − 5
12

et 𝑏 = 1
12

) en 𝑥 = 0.1 on trouve :

0.9950041631 …

Alors que
cos(0.1) = 0.9950041652 …

En l'on trouve ici Δ(0.1) ≃ 2 × 10−9 .

Exercice 12 : Déterminer le réel 𝜆 tel que 𝑓(𝑥) = √𝑥2 − 𝑥 + 1 + 3√𝑥3 + 𝜆𝑥2 + 1 admette pour
limite 0 lorsque 𝑥 tend vers −∞.
Déterminer alors un équivalent de 𝑓 au voisinage de −∞.

Correction : 𝜆 = −3
2
.
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