comme on a commencé & I'entrevoir dans les chapitres précédents.

@% é a notion d’espace vectoriel est une structure fondamentale des mathématiques modernes

| s’agit de dégager les propriétés communes que partagent des ensembles pourtant tres dif-

% . férents. Par exemple, on peut additionner deux vecteurs du plan, et aussi multiplier un
vecteur par un réel (pour lagrandir ou le rétrécir). Mais on peut aussi additionner deux

fonctions, ou multiplier une fonction par un réel. Méme chose avec les polynomes, les ma-

trices, ..
7 ‘ RR RX] ‘ M, (R) RY
3i+2j f—2g 3P +2Q 3A+2B 3(tn ) nent2(Un ) nen
0 z — O Orixj 0),.p (0) pen

Figure XXIII.1 - Exemples d’espaces vectoriels

Le but est d’obtenir des théoremes généraux qui s’appliqueront aussi bien aux vecteurs du plan,
de l'espace, aux espaces de fonctions, aux polynoémes, aux matrices,...

u paraaraphe (III) , on s’intéressera a une notion complétement fondamentale, celle d’ap-
plication linéaire, qui va éclairer d’un jour nouveau tous les termes vus depuis le début de
I’année et faisant intervenir ce fameux mot « linéaire ».

lobalement, les applications linéaires sont des applications « naturelles » dans les espaces
. vectoriels, qui apparaissent dans tous les domaines des mathématiques, et pour lesquels
une étude tout a fait générale et théorique est possible, ce qui permet d’appréhender un
peu mieux la puissance de ’algebre linéaire pour résoudre des problémes de mathéma-
tiques tres divers.
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E T T(Az +y) = AT(z) + T(y)
2'(R,R) fr=f Af+g)=r+g
RX] P+ P’ (AP +Q) = AP’ +Q’
€0 () fr= dim f(z) Jim (AMf(z) +9(z) = /\mlggj flz) + Ilggug(x)
R2 (x;y) — ax + by, a,b€R a(dz + ') +b(A\y+y') = AMaz + by) + (az’ + by’)
€ (a:b].R) = / "t a / OO +g(0) de = A / far+ / g0yt
{ comeontes [ | (b= 1, Jim O, +0,) =X i u, -l o,
Poué Froa T G-A\E+§) =Aa-2)+ (@7
Poul T [d;7 [@; A2 +7] = \[@; 7]+ [d;7]
¢H(IL,R) fr—=f +af,ae€°(LR) Af+9) +alMf +9) = A" +af) + (¢ +ag)
C*(LR) fr=f"+af +bf,a,beR | (\f+g)" +a(Af+g) +bAf+g) =A(f"+af +bf)+ (g" +ag’ + bg)

Figure XXIII.2 — Applications linéaires et espaces vectoriels
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Dans ce chapitre, lorsqu’on omettra de le dire et sauf mention contraire, on considérera que K
désigne R ou C.

Q STRUCTURE D’ESPACE VECTORIEL

Généralités
p

Dérinition | : Soit E un ensemble non vide muni de deux lois :

= Une loi de composition interne notée + (1’addition) :

+p: EXE — E
(x;y) — x+vy

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXIII : Epaces vectoriols 2|
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/ = Une loi de composition externe, notée - (la multiplication par un scalaire) : \

g KxE — B
N;z) — Az

On dit que (E, +, -) est un espace vectoriel sur K ou K-espace vectoriel abrégé en K-ev lorsque :

(E, +) est un groupe abélien, i.e.

(1) +g est associative : V (x;y;2) €E?, (t+gy)+pz =2+ (Y+p2) =T +py+p2
@ +g est commutative : V (z;y) EE?, 2 +py =y +g T
(<) +g admet un élément neutre noté O et appelé vecteur nul :

VeeE, x+4+505=0+gz=u=z.
@ Tout élément de E admet un symétrique pour +5 appelé opposé de = et noté —zx :
VeeE, z+g(—z)=0g.

‘ La loi de composition externe vérifie les axiomes suivants :
(Vo eE, ¥V (A\;p) € K, Ag(ppr) = (X Xy p).ge : compatibilité avec xy dans
K.
() Ve eE,V (Asp) €K%, (Mg p).pt = A\gT +g p.p® : compatibilité +y dans K.

() V(z;y) e B2, VA e K, Ag(z+gy) = \gz +5 Agy : compatibilité avec +g
dans E.

@ Ve eE, 1y.gpr=2x:1y est’élément neutre pour -g.

On appelle :

m vecteurs les éléments de E.
m scalaires les éléments de K.

Qn dit que K est le corps de base de 'espace vectoriel E. )

Ces conditions peuvent paraitre complexes, mais on ne les vérifie jamais en pratique et on peut,
en fait, les résumer simplement par le fait qu’il y a deux opérations sur notre ensemble E : une
addition, et un produit extérieur, qui vérifient des conditions assez naturelles.

Remarques :
— S’il n’y a pas d’ambiguité, on notera les lois + et - au lieu de + et .
— On notera que 'existence du vecteur nul implique que tout espace vectoriel E est non vide.

— Pour éviter des parentheses, on définit une priorité de la loi externe sur la loi interne :
.z + y signifie (A.z) + y.

— L’élément neutre de (E;+) est unique.
En effet, supposant que I'on en ait deux e et ¢’ alors :

e+ e e.

T

e =
T
def de e’ def de e

C’est un fait général.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXIII : Espaces vectoriels 3]
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— De méme, 'opposé d’un vecteur z € E est unique. En effet, supposant qu’il en existe deux
2z’ et " alors on aurait :

_ "

¥ = 2'+0g = 2+ (z+z") = (' +x)+2" < O +2" s
def de Og def de z" associativité de + def de x’ def de Og

C’est également un fait général.

— Si elle est non ambigiie, on allége en général ’écriture en notant Au plutét que A - 4 pour
A un scalaire et 2 un vecteur, méme si la notation avec des fleches pour les vecteurs peut
étre utilisée dans un premier temps pour ne pas mélanger les objets. Les lettres grecques
a, B, A\, u, ... s'utilisent plutét pour les scalaires que pour les vecteurs.

— Ne pas confondre le zéro des scalaires 0y avec le vecteur nul O : s’il y a une
ambiguité, préciser la notation en indice ou mettre une fleche sur le vecteur.

ATTENTION _ ] o )
— La loi - est une loi de multiplication externe : ce n’est pas le produit de deux

vecteurs.

~

Proposition | (Réales de caleu) :
ﬂ xxyEE3 r+y=z'+y = x=1a".
2] ¥ ) EKXE, (=)\).z=A(—z) =—(\x).
En particulier, (—1y).z = —=x.
3] VAEK, V (z;y) €E?, A(z—y) = Az — Ay
4] Y (A5 YEK2, V2 €EE, (A\—p).z=A\z— p.2.
5] V2 €E, Ogz=05 et VAI€K XOg=0g.
Réciproquement, V (A;x) € K x E,

Ax =0 = A=0 ou z=0g

En particulier,
SiA#£0,alorsV (z;y) € E?, Az=\y = z=uy.
‘ Six#0g,alorsV (A\;pu) €K2, Az =pax = \=pu. p

.

Preuve :
|_ ?WW&WMW@yWE

[2] Jox (A;2) €K X E.

@’T'l/ [O VN
(—Nx+Adz=(-A+Nz=0.2=0 = (—N).z=—(\x),

el
A(—z)+ Az = A(—z+x) =A0g =05. = A(—2)=—(A\x).

% powy A=1yona: (—1ly)e=—1lgz) = —=

‘ Boit z € B. Mons 0y = (0y +4 Oy).x = 0.z + Oy.x = Oy.z = Op.

L=

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXIII : Epaces vectoriols
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MWMM ()\;:B)E[KXEtojchue)\..r:OE.
Spuﬁwbanbﬂ,«w)\#oﬂ( &mnbwnbcTuexZOE.
On o dows 2 =10 = (A1A).2 = AL.(Az) = A 1.0p = 0y,

Remaraue : Pun wous ¢ &WW@WO@A@@W@@

ndlation P = (QUR) ie. ]PU(QUR), on o démontné ici (PN]Q) = R ie. ](PN]Q)UR.
[6] Convsquence de ([3]) o ([E]).
7] Conosquence de ([@]) & ([ED).

—

Exercice | : Soit E un Rev. On munit 'ensemble F = E x E de ’addition usuelle et on définit
une loi de composition externe - par (a +b) - (z,y) = (ax — by, ay + bx).

Montrer que (F,+,-) est un Cev.

Espaces vectoriels de référence et fondamentaux
K : L’ensemble K muni de son addition et de sa multiplication est un K-espaces vectoriel de
vecteur nul 0y = 0y et muni des lois :
+: KxK — K
(x3y) F— zH+y=z+yy

et
KxK — K

(N;z) — Az =Xy

(K;4;-) est un K-espace vectoriel.

En particulier, R est un R-espace vectoriel et C est un C-espace vectoriel.

On peut voir aussi C est comme un R-espace vectoriel si on le munit de son addition et de

la loi externe :
RxC — C

(A;2) +— Az= Az (produit dans C)

La différence entre ces deux structures sur un méme ensemble sera notable au niveau de la
dimension que nous définirons plus loin.

Remaraue : N, Z, Q ne sont pas des R-ev.

K™ : L’ensemble £ des vecteurs du plan (de méme que ’ensemble &3 des vecteurs de lespace),
muni de la somme vectorielle et du produit des vecteurs par les réels, est un espace vectoriel
sur R (encore heureux!).

On peut identifier I'espace des vecteurs du plan avec R? en identifiant un vecteur avec ses
coordonnées dans une base du plan. On y reviendra dans le chapitre sur les applications
linéaires.

De maniere générale, pour n € N*, on définit sur K" les lois :
+ : K™ x K™ — K
((xlv Loy ey In);<y1, Ya; - yn)) — (‘Tl"’_yh 1‘2"’_3/27 R azn+yn)

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXIII : Espaces vectoriels 5|
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et
K x K™ — K™

(N (xq, gy ooy ) F— (Azy, Axy, ..oy A,)

Proposition 2 L’ensemble (K" ;+;-) est un K-espace vectoriel, ot le vecteur nul est
O = (0,0 ..., 0).

E"™ : Pour n € N*, on considére n espaces vectoriels (El i tE, -El), s (En itE, 'En) tous sur
K et le produit cartésien

E=E, xE, X...xEn:{(ajl,:UQ, v x))/Yie[Lin], o eE}

On définit sur E les lois :

+: ExE — E
((T1, Ty oo ) 3 (Y15 Y2u o0 Yp)) 2 (24 +E, Y1, T2 TE, Y25 - Ty TR Yn)
et
Kx E — E
()‘7 <SC1, Loy« xn)) — (A'El'rla >"E2$27 s )‘Enxn)

Proposition 4 - L’ensemble (E;+;-) est un K-espace vectoriel, ot le vecteur nul est
O = (OEla OE2 000 OEn)'

Si E est un K-espace vectoriel, E™ est un K-espace vectoriel. Si E = K, on retrouve ainsi que
K™ est un K-espace vectoriel.

Exemple | © Sionnote z = (z,, Ty, ..., z,) EE et y= (y;, Yo, -, ¥,,) € B alors, VA €K, on a:

A'Elml +E, Y1
AETFpyY= :

A'Enwn +E1 Yn

M, (ﬂ() : On munit .Z, ,(K) des lois :

n,p
+: M, (K) x A, ,(K) — M, ,(K)
(g i) g
et

Kx 4, ,K)  — 4,,K)

(A; (ai,j>1<z'
1<5

) = A (a’i,j)1<z<n = ()‘az’,j)1<i
1<j5< 1<

X

<
VAVAS
=3
Sl
VAVAS
=3

Ainsi doté,

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXIII : &p@c@@ vectoniels ﬂ
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Proposition S @ L’ensemble (///n’p([K), +, ) des matrices a n lignes et p colonnes est
un espace vectoriel sur K.

Le vecteur nul est la matrice nulle 0, (K = (U

ATTENTION

Toutefois, I’ensemble de toutes les matrices (sans spécification de taille) n’est pas
un espace vectoriel (on ne peut pas additionner deux matrices de taille différente).

F (Q ; E) : Soient €2 un ensemble et E un K-espace vectoriel. L’ensemble F (2; E), noté aussi
E® des fonctions de Q & valeurs dans E peut étre munis des lois :

+: E®xE% — E©
(f;9) — +g: Q+—E

z f(z) +g 9(z)
et

KxE® — E©
N f) +— AXf: Q—>E
x )"Ef(x)

Proposition &+ Si Q est non vide alors 'ensemble (F (Q;E);+;-) est un K-espace
vectoriel.

Le vecteur nul 04 g, est la fonction nulle 075y : @ — E

z +— O

Si Q2 =R =K, on en déduit, par exemple, que ’ensemble F (R;R) des fonctions de R dans

R est un espace vectoriel. Les fonctions cos, exp, .. sont des exemples de vecteurs de cet
espace vectoriel.

ATTENTION

F (2;Y) n’est, en général, pas un K-espace vectoriel (pour les mémes lois) si Y
n’est pas un K-ev.

Comme conséquence avec )} = N, on retrouve aussi la propriété suivante prouvée dans un
chapitre précédent :

Corollaire &l : L’ensemble KN des suites & valeurs dans K est muni d’une structure

d’espace vectoriel dont le vecteur nul est la suite constante égale a Oy.

La somme de deux suites (u,,),cn €t (V,,)pen €tant la suite (u,, +v,,),cn, €t le produit d’une
suite (u,,),cn par un réel X étant la suite (Ax,,),,cp-

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXIII : Epaces vectoriols
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M[X] ¢ L’ensemble K[X] de tous les polyndmes a coefficients dans K est un espace vectoriel de
vecteur nul le polynéme nul et muni des lois :

+: K[X] x K[X] —  KX]
(Z akxk;Zbkxk) > (ay, + b)) X
k>0 k>0 k>0
et
K x K[X] —  K[X]
()\ ; Z aka) F— A Z ap Xk = Z (\ay,) XF.
k>0 k>0 k>0

En particulier, on a également vu que l’ensemble K, [X] des polynémes de degré inférieur
ou égal a n est un espace vectoriel.

ATTENTION I L’ensemble des polyndomes de degré exactement n n’est pas un espace vectoriel.

Exercice 2. : Parmi les ensembles suivants reconnaitre ceux qui sont des sous-espaces vectoriels
pour les lois usuelles.

{0}. {(z,y,2) eR® |z +y+a=0et z+3az=0}
&. {(z,y) € R?/2% + 2y + y* > 0}.
{0,1}. [6] {f € R®/f est croissante}.

|I.3 ' Combinaisons linéaires

4 N\
Détinition 2« Soit (E;+;-) un K espace vectoriel.

= Soit p € N* et xq, g, .., T, € E.

On dit que = € E est combinaison linéaire des vecteurs xy, x, .., z, de E §il existe
(A1s Agy oy A,) € KP tel que :

P
x:)\l.m1+)\2.x2+-..+>\p.xp :Z)\kxk
k=1
m Soit X une partie de E.

On dit que = € E est combinaison linéaire de vecteurs de X si x est combinaison linéaire
d’une famille finie de vecteurs de X.

. Wy

Il n’y a pas, a priori, unicité des coefficients sans hypotheése supplémentaire sur
(xy,...,x,) : sauf information supplémentaire

P P
Z)\kv’% = ZM!«’%XVZC €[l:p], A= mye
k=1 k=1

ATTENTION

Exemples 2 :

» Dans R?, 4i — 75 est une combinaison linéaire de 4 et j.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXIII : Espaces vectoriels 8|
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4 )

= Dans R3, (1;2;0) est combinaison linéaire de (1;1;0) et (0;1;0), mais pas de (1;1;0) et (0;1;1).

= L’ensemble des combinaisons linéaires de O est {Og}.

= L’ensemble des combinaisons linéaires de u est Ku = {A.u /A € K}. C’est une droite vectorielle
engendrée par u.

s Dans E = & (R;R), ch et sh sont combinaisons linéaires de  —— e et x > e~
linéaire de  +— cosx et & > cos 3.

* cos® est combinaison

8 SIE=% (R;R) et X ={e,, : + 2™ /n € N} alors les combinaisons linéaires des fonctions e, pour
0 < k < n sont les fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a n.

Plus précisément, f € E est combinaison linéaire de vecteurs de X si, et seulement si f est une fonction
polynomiale.

m Tout vecteur de K™ est combinaison linéaire de

e, =(1,0,-+,0), e, =(0,1,0,--,0), ..., e, = (0,...,0,1).

= Toute matrice de .#,, ,(K) est combinaison linéaire des E, ; pour (i;3j) € [1;n] x [1;p].

. V.
Q SOUS-ESPACE VECTORIEL
( )
Détinition 3 : Soit (E;+g;-g) un K-evet F C E.
On dit que F est un sous-espace vectoriel de E, abrégé souvent en sev lorsque :
s F+£0
nV(z;y)€F? z+gy€eF (stabilité de F pour +5)
mVeeF, VAeK, Agz€eF (stabilité de F pour -g)
L

Exenple 3 : Si E est un K-ev alors {Og} et E sont des sev de E (appelés sous-espaces vectoriels triviaux
de E).

Ce sont, respectivement, le plus petit et le plus grand sev au sens de l'inclusion.

Remaraue : Tout sous-espace F de E contient le vecteur O : en effet, F # & contient au moins
un élément x et son symétrique d’ou

E
S

En conséquence, pour montrer qu'un sev F de E est non vide, on cherchera souvent a montrer
que Oy € F. A contrario, une partie ne contenant pas Oy ne pourra étre un sev de E.

ATTENTION I Aucun K-ev, R-ev, C-ev ou sev n’est vide !!!!

Corollaire L2 (Starilité d'un sev par comrinaisons linéaires)
Ogp € F

F est un sev de E <
v (z;y) eF3 Vv (A p) cK?, \x+puy€F.

r Preuve :

LycéeIJules Garnier CHAPITRE XXIII : Espaces vectoriels 9|
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(=) ﬁj%@bWMTB%@WIbWL
((Z)EWMMOEEF/%@F#Q.

&WA:;L:LMO(&M&NLOM%W+.
&WM:Q%O@M@@MW-.

—

Remarque : Mieux, on vérifiera que montrer que F est stable par des combinaisons linéaires du
type A.x 4+ y est équivalent a montrer que F est stable par combinaisons linéaires.

Le corollaire (6.2) nous entraine & considérer les lois :

+r: FxXF — F et p: KxF — F
(x;y) +— x4gpy (A\;z) — Agzr

Ces lois s’appellent les lois induites sur F (par celles de de E) ou les restrictions des lois de E a F.
C’est un cas général de considérer de telles lois afin de faire hériter le sous-espace de la structure
de I'espace parent.

Théoréme 1 : Soit F un sev d'un K-ev (E;+5;5)-

Alors, (F;+p;-p) muni des lois induites de E sur F est un K-ev.

Considérant une sous-partie F (non vide nécessairement) d’'un K-ev E, une des grandes consé-
quences de ce théoreme est qu’il ne nous sera plus nécessaire de montrer les 9 criteres de la
définition (1) mais seulement de démontrer que F est un sev de E.

Preuve :
|_ — gwmﬂgeF%tmdwneaddAhmvel}dumeruwfeﬂme
- EWOEGF,Q‘W@FWWWW=

SooibeF.JO(:@o)w—x:(—l).Ex:(—l).FxEF:MW@FWWWW

ott bien dans F.

_%WWWMwa@yWM@EWQW
1

4 )
Exemples 4 (En géométrie) :

= On considére un vecteur géométrique non nul de l'espace : @ € & 3-
L’ensemble (2) = Rd = {A\@, A € R} est un sev de &,.
= On considére deux vecteurs géométriques non nuls de ’espace : u, v € E. 3-

L’ensemble P = {\@ + u@ / A, u € R} est un sev de &y.
= Dans le plan, une droite (2) passant par O (0;0) est un sev de R?.

Dans l’espace, une droite (2) ou un plan (&) passant par O (0;0;0) sont des sev de R3.
» L’ensemble F = {(0,v,y,t)/ (y;t) € R*} est un sev de R*.

s Dans R3, lensemble F = {(x;y)z/x+y+2=0} est un sev mais Iensemble
G = {(z;y)z/z+y+2z=1} n'en est pas un (il ne contient pas 0, et n’est stable ni par
L somme ni par produit par un réel!). )
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4 )
Exemples S (Dans les espaces de fonctions) :

s L’ensemble des fonctions paires et ’ensemble des fonctions impaires sont des sev de F (R, R).
= Soient I un intervalle de R et k € N*.

Les ensembles € (I;R) C ¢* (I;R) — €' (I;R) = ¢° (I;R) sont tous des sev de I'ensemble F (I;R)
des fonctions de I dans R.

Ils forment méme une suite de sev pour l'inclusion.
s Pour n € N, K, [X] est un sev du Kev vectoriel K[X].

On retrouve une suite de sev pour l'inclusion :

K=K, X CK;X]C..CK,X]CK, ;X C..cCK[X].

Remaraue : La relation « étre un sev » est transitive.

e N
Exemples L (Dans les espaces de matrices) :

Les ensembles

2,,(K) des matrices diagonales,

7,

n

A

n

<,

n

o,

n

] s(K) des matrices triangulaires supérieures,
" 1(K) des matrices triangulaires inférieures,
" (K) des matrices symétriques,

L] (K) des matrices antisymétriques,

sont des sev de .Z,, (K).
.

Exemples T (Dans 'espace des suites) :  Notons S le Kev des suites réelles.

s L’ensemble &, des suites bornées est un sev de &.

s L’ensemble §_ des suites convergentes est un sev de §,.

( )
Exemples & (E-t rien d'autres) :

= L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogene de n équations a p inconnues a coefficients
dans K est un sous-espace vectoriel de KP.

= [’ensemble des solutions sur un intervalle I, d’une équation différentielle linéaire homogene est un
sous-espace vectoriel de €>° (I;R).

Plus précisément,
° {y e (I;R) /vy +alx)y = O} est un sev de ¢! (I;R).
o {yE%Z(I;[R) /y”—i—ay’—i—by:()} est un sev de €2 (I; R).

L = L’ensemble des suites récurrentes linéaires est un sev du Kev des suites réelles ou complexes. )

Tout ceci pour dire que pour montrer qu'un ensemble E est un K-espace vectoriel, on
montrera systématiquement qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel de I'un des exemples de
référence vus dans le paraaraphe (1.2) .

Exercice 3 : Quels sont parmi les ensembles suivants, les sous-espaces vectoriels de R? pour les
lois usuelles ?

— Fi={(z,9,2) €%z + 2y + 2 > 0} — Fy={(z,y,2) eR®x+y+32=1}
o F2 = {(w,y,z) € [R3,x+z=0} T F4 = {(m,y,z) € Rgax:y:z}
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Sous-espace engendré par une partie finie

Tous les sous-espaces de E sont-ils des sev de E? La réponse est bien évidemment non mais
comment régler ce probléme et rajouter un peu de stabilité pour les lois de (E;+;-)?

On donne la réponse dans ce paragraphe.

Soit X une partie d'un espace vectoriel (E;+;-). On cherche le plus petit sous-espace vectoriel
de E qui contient X (pour 'inclusion).

( )

Déctinition + : Soit (E;+;-) un K-e.v. et X une partie de E.

On appelle sous-espace vectoriel engendré par X, noté vect (X) le plus petit des sous-espaces
vectoriels de E contenant X.

On convient que vect (&) = {0g}.

\

Exemple 9 : Dans le plan, si X = {u} avec © # 0 alors ce s.e.v est la droite vectorielle dirigée par @ :

2) = {X\t,\ € R}.

Toute la question est de savoir déterminer, s’il existe, ce plus petit sev. Cherchons la réponse
du c6té de lintersection des sev le contenant. Une intersection de sev est-elle déja un sev? La
réponse est oui!

Proposition 8 (Intersection de sous-espaces vectoriels) : Soit (E;+;-) un K-ev.

L’intersection (}F2 d’une famille non vide de sous-espaces vectoriels (F;);c; de E est un

i€l
sous-espace vectoriel de E.

Preuve
|_ ~ Vi€l 0 €F; done 0 €[ |F,.

i€l

~ Sient (z:) (ﬂF) b AEK ountous i €L Ao +y€F, donc Az +ye[F,

i€l i€l
il
Exemples 1O :
s F={PeRX]/P(1) = P()fo}estunsevde[R[X]
s {feF=[R,R)/VEeN f*(0)=0} est un sevde ¢>=(R,R).

La réunion de sous-espaces vectoriels n’est en général pas un sous-espace vectoriel !!!

ATTENTION Par exemple, dans E = R?, si F est I’axe des abscisses et G 1’axe des ordonnées, (1;0)
et (0;1) sont dans F U G mais pas (1;1) = (1;0) 4 (0;1).

Exercice 4 : Soient F, G deux sous-espaces vectoriels de E un espace vectoriel.
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Montrer que :

F UG est un sous-espace vectoriel de E <= (F C G) ou (G CF).

Correction : £ (FCG) ouw (GCF) alow lo nesullal est svident.
%WW%W&WF(ZGdSG(ZFue%{mebefEF\Get
g€ G\F.
f&gmﬁoﬂwwdwmé@émm@deFUGmf+gmw%o¢memmhmm
TMWW&,u,f+geFoﬂmaf’eFtJZWg:f’—feFmF%thme@.&w%t

( )
Détinition/Théoreme S (Sev enaendré par une partie) :  Soit X une partie de E.

On note vect (X), le plus petit sous-espace vectoriel contenant X.
C’est I'intersection de tous les sev contenant X :
vect (X) = ﬂ F.

F sev
XcF

Preuvetsoo{LXuanunhedgEéboommde ﬂF,Q'i/nJJ@wecbimvdeboub@eb{wJuwnb@nomb
-
X

(donk @o»b pantie E)
Rons,
- ﬂ F est bien un boub-ebface vectonid) de E oL'a/Pnéa lo proposition (8) .

- e'wm&rﬂmW%W@Q'WMWMWG@E&WXcG,MQ;

—

Toute d’abord deux propriétés simples mais importantes découlant de la définition par superlatif :

Proposition 9 : Soit (E;+;-) un K-ev.
F est un sev de E si, et seulement si F = vect (F).
Pour toutes parties X et Y de E, X C Y = vect (X) C vect (Y).

Exercice S : Soit E = %*°(R,R). On pose f; : t -+ el et fy:t+> e t.
Montrer que vect (f;, f) = vect (ch,sh ).

Faisons enfin le lien avec l'intérét majeur de la structure : les combinaisons linéaires.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXIII : Espaces vectoriels 13|
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Théoréme IO : Soient (E;+)- un K-ev X une partie non vide de E.

vect (X) est 'ensemble des combinaisons linéaires finies des vecteurs de X.

Quoi de plus naturel que de former toutes les combinaisons linéaires possibles des éléments de X
pour obtenir le plus petit sous-ensemble stable par combinaisons linéaires d’éléments de X ?

Preuve : J\rcym/nwmb Wubmhe/mp/nt ¢ Qle/nbemﬂc?e deb wmﬂimoﬂuomb QA‘/neQ' et deb vecbeurns de X
Fbmmmwvect(X)zewdmﬂ@em,
D : vect (X) st wn sews conbenant X. Ron skalilits, i contient donc toutes les combinaisons linsaines
de wedeuwrn de X te. € C vect (X).
C:MwmwembmwdeEwm@x
Md‘qﬁmdwmmxdexwwmwm&mw
de buwi-méme done dement de €.

&o@o@XC@ebme&m@#@.

Foient moinbenant (z;y) € €2 & A € K.
ﬁ:@onbmebymtdeumﬁmmw&méamdemmemA.x+ydnm
Ax+yel.
J%M@%tmmdeEm@wan.MVGCt(X)@hb@evﬁthd]b(wb@mde@m)

de moo—(\),dj on olllient vect (X) ce.
1

4 N\
Exenple | (IMPORTANT) :© Si X ={e, ey, ..., €, } est finie, on note vect ({ey, €5, ..., €, }) ou plus

simplement vect (e, e, ..., €,).

On a alors légalité :
vect (e, €5, ..., €,) = {Al.el +Ageg oo+, [ (A, A, o A,) € [K”}.

En particulier et & retenir,

x €vect (e, ey, ..., €,) <= T (A1, Ao, ., A,) EK, = Z)\i.ei. ]
i=1

\ v

4 )
Exemples 12 :

= Dans le R-ev C,
e vect (1) =R, e vect (i) =1iR.

m Dans le C-ev C, vect (1) = vect (i) = C.

= Si W et U sont deux vecteurs non colinéaires de ’espace, alors vect (4 ; ¥) est un plan vectoriel.

s Dans E = F (R;R), le sous-espace vectoriel engendré par X = {e,, : £ — z™ /n € N} est l'espace des
fonctions polynomiales.

» Dans E = RY, ’ensemble S des suites réelles satisfaisant

Upin = Uy + Uy, YN EN,

est un sev.

. Y

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXIII : Epaces vectoriols 14 |
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1++5

Mieux, en notant r, = )

, on sait que :

8 = vect (1) nen s (1™ nen) -

‘ Somme de deux sous-espaces vectoriels

On avait déja vu que, considérant deux sev F et G de E, F U G n’était pas un sev. Cherchons un
sev capable de les contenir tous les deux :

Détinition b : Soit (E;+;-) un K-ev.
Si F et G sont deux sev de E, on appelle somme de F et G, notée F + G 'ensemble

F+G={z+y/ (z;y) € F xG}.

En particulier, écrire E = F 4 G signifie que tout vecteur de E peut se décomposer comme somme
d’un vecteur de F et d’un vecteur de G :

E=F+G < V.:IJGE,EI(mF,xG)EFXG,:c:a:F+$G.I

ATTENTION Il.n y a pas toujours unicité dans cette écriture. Si oui, on parlera alors de somme
directe.
Proposition | Pour tous sous-espaces F et G de E, F + G est un sev de E.

Preuve :
|_ - 0eFL0€Gdonc 0=04+0€F+G.
~ Joient (u;v) € (F+G)2 b A eK.
J%QowiﬁmtexleFetylthe&,cTwu:xl+yld:x2€FoJ3y2€thJ@aﬂw
’U:x2+y2.
Au+v=A(z; +y;) + (T2 +y2) = Az +75) + (Ay; +142) EF+ G
er eG

@o«w, F-I—Gebt@imvwmbe/udeE.

—

Exenple [3 : Soient deux vecteurs (géométriques) @, s de E3. On pose (2) = R et (2’) = RY.

= Si W et ¥ sont colindaires, (2) + (2') = (2).
= Si W et U ne sont pas colinéaires, (2) + (2’) est le plan vectoriel engendré par @ et o.

Dit autrement, le sev engendré par la réunion de deux droites vectorielles non paralléles est un plan vectoriel.

Remaraue :F+F =F!

Quid du rapport entre F + G et FUG 7 S’il ne peuvent étre égaux, I'un contient 'autre et mieux
encore :

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXIII : Espaces vectoriels 15 |
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Théoreme 12 : Soient F et G deux sev d’un K-ev E.

vect (FUG) =F 4+ G.

Remarque :F + G est donc le plus petit sev de E au sens de 'inclusion contenant F U G.
Preuve Jm:ombwfnbzﬁw VeCt(FUG) =F+G I\mdm%ww&xbmv :
|_C H wa&ymemt Ve eF, 24+0€F+Gie. FCF+G. @eﬂm@m@, GCF+G.

F+GwmmmwMFa;GMFuG%wmm&r&w@x&m
euwce vect (F U G).
D: b z=z4yeF+GoszeF Cvect(FUG) & y € G C vect (FUG).

R skabillite de vect (FUG), z =z +y € vect (F UG).
En condlusion, F + G = vect (FU G).

En particulier,

vect (g, Uy, vy Uy,) + Vect (U, Vg, ooy U,y,) = VECt (U, Ug, wovy Uy, Vyy Vgy vy V) -

Somme directe

s

Détinition 7 :  Soient (E;+;-) un K-ev, F, G deux sev de E.

On dit que F et G sont en somme directe, notée F @ G, lorsque tout élément de F 4+ G se
décompose de maniére unique en la somme d’un élément de F et d’un élément de G.

VzeF®G, Al (z;y) eFxXG, z=z+y.

-~
Proposition [2 © Soient F, G deux sous-espaces vectoriels d'un K-ev (E;+;-).

Les propositions suivantes sont équivalentes :
F et G sont en somme directe.
V(z;2')eFLV (y;y)€Gl z+y=a'+y = z=12' e y=y.
VeeF,VyeG, 2+y=0y = v =y=0g.
FNG={0g}
\

|— Pr'eu\/e_tﬂp,ebtdéédcfam./ctue:
— — .
i:?mwxeFmG,za:—maTmemmmaFd:G.
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@%P&JLO.RO)‘LOW

z+ —-2=0p = z=0g.

er cG
QWQMW%MFQGC{OE}&Q%%WQUMWWWM

— :EMMdéwnbuEF+Gadmve&omtd,@umdé(omeu:$1+$2:yl+ygm
T,y €F b x5, € G

Hons,
Ty =Y =Y — Ty EFNG = {0g}.
—_———— ———
cF eG

@%%déduibcluexlzyletx2:y2 d/'mlglwnmté.

Exercice £ : Montrer que les sev F et G sont en somme directe avec :
[1] F = Ki et G = Kv avec @ et ¥ non colinéaires.

Dans ce cas, Ki + Ko = Ku @ Kv = vect (u;v).
F = vect (1,X) et G = vect (1,X?).

La notion de somme directe de deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E se généralise
au cas de plusieurs sous-espaces.

( )
Définition & : On dit que la somme de n sous-espaces vectoriels Fy, Fy, .., F, d'un K-
espace vectoriel E est directe si, et seulement si tout élément de F; + Fy 4+ ... + F, s’écrit
d’une manieére unique comme somme d’éléments de F, F,, .., F, .

VeeF, +F,+...+F,, 3 (z;,29,...,2,) EFi xFyx . xF, , =2, +z5+... + z,.

La somme directe de F';,F,,...,F, est notée : F;, @ F, @ ... F,

\

Théoréme 4 : 1l y a équivalence entre :

La somme de n sous-espaces vectoriels F;, F,, ..., F
directe.

», d'un K-espace vectoriel E est

Preuve :

‘ == ‘ : ?ngamFl,FQ,...,Fn ebthecbeeLmanblmmo[Aw
Vpe D\I,2<p<n, (F‘172F12,...7 Fp71>me:{O}.

Foit p wn enbiern s entre 2 o 1, o z un dement de (Fy,Fs,...,F,_;)NF

p—1 p -

3 (21’22’ ...,Zp71> 6 Fl X F2 X ... X Fp717z = Zl + 22 + cee + Zpil.

Dome 0 =21 + 2y + .+ 2, 1 — 2 aweo (21,29, 0,2, 1) EF] x Fy x .. xF, | £ 2€F,.

Bomme 0 6écrib d'une manisre uni mmemmmdléﬂédeeF,F,...,F on en déduib

21:Z2:..-:p71:Z:O.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXIII : Espaces vectoriels 17
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?WMWQQWF1+F2+W+F" %ebbrnbdmecbe

WWOMWMZW@F1+F2+W+F”MMW

distinctes en somme d'édlements de Fy + Fy 4+ ... + F, ie.
3(21,22,..-’,2”) eFl XF2 X ...X,Z:,Zl—i-ZQ—l-...—i-Zn,
o

(21, 25,y 2n) €EFy X Fyx X, z2=21+ 25+ ...+ 2,

belle que (21,29, 2n) # (24,25, 0, 20)
Soo&q@evfuacjnamd,@nhenmwm 1 d,nbeﬂwzq#z(’lofma
21y By ey By = 21y By ee s 2y Vm?ﬂ\ﬂu@ (21 —2) + (2 —25) + oo+ (2,1 — 2)_1) = 20— 2,

Donc 2, —z, € (Fy +Fy+ ... + F, 1) NF, ie. (F; +Fy+...+F,_)NF, #0.

—

Remarque :SiF; +F,+...+F, est une somme directe alors la propriété suivante est vérifiée :
VpeN,1<p<n,VgeN,1<qg<n,p#q: F,NF, ={0}.

Mais cette condition (qui est nécessaire) pour que la somme soit directe n’est pas suffisante.

4 )
Contre-Exemple |4 : Dans l’espace vectoriel R?, soient F = vect((1,0)), G = vect((0,1)) et
H = vect ((1, 1)).

1l est immédiat que FN G = {0}, GNH = {0} et F N H = {0}, et pourtant la somme F + G + H n’est pas
directe.

En effet I’élément (1, 1) de F+G+H se décompose en somme d’éléments de F, G et H de la maniére suivante :
(1,1) = (0,0) +(0,0) + (1,1)

mais aussi de la maniére suivante :
(1,1) = (1,0) +(0,1) 4 (0, 0).

Il n’y a donc pas unicité de ’écriture.

En conclusion,

Dans le cas de plusieurs sous-espaces vectoriels, le fait que les sous-espaces aient deux
ATTENTION a deux une intersection réduite au vecteur nul n’est pas une condition suffisante pour
que la somme soit directe.

Sous-espaces supplémentaires

Détinition 9 © Soient (E;+;-) un K-ev, F, G deux sev de E.
On dit que F et G sont supplémentaires (dans E) si E=F @ G.

En particulier, | E=F® G < VzecE, 3l(z;y) € F x G, z:a:+y.]

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXIII : Espaces vectoriels 18|
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ATTENTION

Ne confondez pas « en somme directe » et « supplémentaires dans E ».

Dire que F et G sont en somme directe, c’est affirmer que tout vecteur de E a AU PLUS
UNE décomposition comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G. Pour étre
précis, les vecteurs de F + G ont alors exactement une décomposition de cette forme
tandis que les éléments de E\(F 4+ G) n’en ont pas.

Dire que F et G sont supplémentaires dans E, c’est affirmer en plus que E = F 4 G,
c’est donc affirmer que tout vecteur de E possede EXACTEMENT UNE décomposition
comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G.

Un sous-espace vectoriel possede-t-il toujours un supplémentaire ? La réponse est oui, mais nous
le démontrerons un peu plus loin seulement en dimension finie (quand nous saurons ce que ¢a

veut dire).

s

<o

s M, (

Exemples IS

= Dans &2, si (i, ) sont deux vecteurs non colinéaires, alors Ri @ Rj = &2.

= C=R®iR.
K) = 7. (K) & 7, (K).
s F(R;R) =P 7.

R7 admet d’autres supplémentaires comme R% ol @ = 7 + j
Ri et R j restent en somme directe dans &3 mais n’y sont plus supplémentaires.

Proposition IS (Caractérisation de la somme directe) :

E—FaQ <« F+G=E

Or,

k,

Exenple |6 Soient E=R?, e; = (1;0) et ey (—1;1).
Montrons que E = vect (e;) @ vect (e5).

Soit (z;y) € E. Cherchons (a;b) € R? tel que (z;y) = a.e; + b.e,.

1 -1 —a— _
(z;y) =a.e; +bey, < ) b. o JEST b ] T+y
v 0 1 y:b b:y

Ce systéme admet une unique solution, donc la somme est directe i.e. R? = vect (e;) @ vect (ey).

Exercice 1

: Dans R3, on consideére :

— FZ{(xl,x2,$3) €|R3/x1 +x2+x320}
— G=vect((1;1;1)).

Montrer que R®* = F @ G.
[2] On pose également H = vect ((1;0;0)). Montrer que R* = F @ H.

ATTENTION

Comme on le voit dans 'exercice précédent, un sous-espace vectoriel a, en général,
plusieurs supplémentaires dans E. On parle donc d’un supplémentaire et non du sup-
plémentaire.

Lycée Jules Garnier
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4 . )

Méthode | (Montrer aue E =F @ G par analyse-synthese) :
%bloxdﬂ;WwWdeeE,deWxFEFethEGW%W

T =Tp+ 2.

&WMMMMA&?M WM%LWMM%MW@MW%JQ@W
Q@dﬁwmw ; mwgedecmuwwdoxw@mwﬂdbe

Déclaration d’un vecteur a décomposer : On ngoe un vedeur T € E sans condibions

i

Analyse:@nwm@ﬁuex&édubmﬁagowmex:xF+x@ouxF enb un vedeun de F
eth un vedeun de G.

@%WW@wmedxemedglmdexwd'mm
Synthése : @nwmmd@le?ewf@ (ﬂSF,xG) wﬂ&m@'amo%@ed:mmwmmga&

Q%W&MWL&JJF—FI‘GZIE, zp €EF & 2q € G
- .

Q APPLICATIONS LINEAIRES

Qu’est ce qu’un Kinder surprise sans jouet da lintérieur ¢

II1.1 |} Généralités

N\

On dit que f: E + F est un homomorphisme d’espaces vectoriels ou, plus simplement, une
application linéaire si :

=V (z;9) €E%, f(z+py) = f(z) +r f(y)-

VY (A\;z) e KX E, f(Agz)=Apf(z).

L’ensemble des applications linéaires de E dans F est noté £, (E;F) ou, simplement,

Z (E;F).

Détinition IO :  Soient (E;+g; ) et (F;+p;-p) deux K-ev.

Vocarulaire :
m Si f: E+— K est linéaire, on dit que f est une forme linéaire.

Leur ensemble est noté % (E; K) ou, simplement, E* [}
m Si f: E+— F est linéaire et bijective, on dit que f est un isomorphisme.

Leur ensemble est noté .#somy (E;F) ou, simplement, .#som (E;F).
m Si f: E+— E est linéaire, on dit que f est un endomorphisme.

Leur ensemble est noté £, (E) ou, simplement, .2 (E).

m Si f: E+— E est linéaire et bijective, on dit que f est un automorphisme.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXIII : Espaces vectoriels 20 |
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Leur ensemble est noté 41, (E) ou, simplement, 41(E).

Autrement dit, une application linéaire est une application compatible avec les deux opérations
définissant la structure d’espace vectoriel.

L’application In : (R* ; x) > (R;+) est également appelé un morphisme mais non un
homomorphisme car (R% ; X) n’est pas un espace vectoriel.

ATTENTION De méme, les homéomorphismes et autres difféomorphismes rencontrés en analyse

n’ont, en général, rien a voir avec des morphismes. Juste un choix de nom malheu-
reux.

Pour toute application linéaire f :

k k
/ (Z >‘i~ei> = Z)‘i'f(ei) et f(0g) = Op.

On pourrait penser que les conditions définissant une application linéaire sont restrictives, et
qu’il va donc y avoir « peu » d’applications linéaires. C’est vrai si on se restreint a des espaces
donnés tres simples. Par exemple, les seules applications linéaires de R dans R sont les fonctions
f+ x> az, celles que vous avez justement appelées linéaires il y a quelques années! Mais la
grande variété des ensembles étant munis d’une structure d’espace vectoriel fait qu’il y a en fait
énormément d’applications linéaires, tres variées, que nous avons déja, pour beaucoup d’entre
elles, croisées depuis le début de 'année.

\
Exemples 1 :
s VEER, f: R — R est un endomorphisme du R-ev R dans le R-ev R.
r +— kx
C’est méme un automorphisme si k # 0.
u Les translations t,: E — E ne sont pas linéaires si a # O,
r +— xT+ta
1
= Les applications = — 22, = cos(x), v/, €%, ... ne sont pas linéaires !!!!!
w f: R? — R3 est une application linéaire de R? dans R3.
(z,y) +— (z+2y,—=,3y)

mf: R — RS n’est pas une application linéaire de R? dans R3. On
Y pourra notamment constater que f(2z;2y) # 2f(x;y). )
e 2

Proposition |6 : Soient (E;+5;g) et (F;+5;p) deux K-evet f: E+—F.
feZ(E;F) = [f(0g)=0p.
feZ(E;F) = V(z;y) €E2V (\;p) € K2,
fAgz + ppy) = Apf(x) + ppfly)
= V(z;y) €ELVAEK, f(Apr+y) =Apf(z)+ f(y)

\.

|1]. On lappelle le dual de E.
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La restriction d’une application linéaire a un sev reste linéaire :

VAsevdeE et fe Z(E;F), fia€L(AF).

Preuve :

On o f(05) = f(0g + 0g) = f(0g) + f(0g). Donc f(0g) = Op.

Mors ¥ (2 ) €E2 V(A €K fatpy) = fFOa)+ f(py) = A f(@)+pf(y).
—&\,Pamw,&m (x;y) €E% VAEK fApzr+y) = pf(z)+ f(y)
- Somwwwﬂ;wfw%e%w%—d@m
S,
- V(z;6)E  f(0g) = f(—z+z)=—f(z)+ f(z) =0p

- V(zy) €E flx+y) = flaty)=Lf(2)+ fly) = fl2) + f(y)
- VeeEVAeK fAz)=fAr+0g) =X f(2)+f(0g) = A f(2)+0p = X.f(2).

ﬂ’mmmmde@m?&mmmam&%mm@%mwm
[3] ain.
1

Si f est linéaire alors f(0) = 0, mais la réciproque est fausse.
ATTENTION En particulier il ne sert a rien de montrer que f(0) = 0 pour justifier qu'une application

est linéaire. C’est une condition nécessaire non suffisante.

4 N\
Méthode 2. (Montrer au'une application N'est pas linéaire) :

L ouffts por swonqll, s o

(1] de worifien que f(05) # O,

d'%mwwmm(x,y)&mwwwmﬂoﬂm
(A ) pown lenquels f(Az + py) # Af (@) + nf ()

.denwmbw)uﬂuef(—x)# —f(z Wmmerwﬁm.

\,

Exemples |& : Les applications ci-dessous ne sont pas linéaires :

f: R — R e¢ h: R* — R
(z;y) — =zy (z;y) — x2+92%.

Exemples |9 (Exemples de référence)
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Ghomothétie : Soit AeK. hy: E — E est un endomorphisme de E, appelé homothétie de ED‘

r — Az
rapport X. En particulier, Idg est linéaire.

La dérivation sur K[X]| : D: K[X] — K[X] est un endomorphisme.
P +— P
La dérivation sur 2'(I,R) : §: 2Y,R) — F(R,R) est linéaire.
! = f
Ce n’est pas un endomorphisme.

La dérivation sur ¢°°(I,K) : §: €(I,K) — ¥°°(I,K) est un endomorphisme.
f = f
L’intégrale sur [a;b] : £ : ¥°([a;b],K) — K est une forme linéaire.
b
f — / f(t)de
L’évaluation en a : si A est un ensemble non vide, alors pour tout a € A,

FAK) — K est une forme linéaire.

f = f(a)

€, ¢

Idem pour I’évaluation des polynémes en un a € K donné

e, KX] — K

P +— P(a).

@ o

La transposition matricielle : 7: ., (K) — .4, ,(K) est linéaire.
M — M7
La trace : T: #,(K) — K est une forme linéaire.

M — tr (M)

Partie réelle, imaginaire, conjugaison : sont R-linéaires mais pas C-linéaires.

R: C — R J: C — R c: C — C
P —"

z +— Re(z) z +— Im(z)

I\

L’application limite :

suites convergentes .
— K est une forme linéaire.
de KM
(un)nGN nl—l)g—noo un

L’application canonique associée a une matrice : si A € .4, ,(K) alors
:

fa: KPP — K" est linéaire.
X +— AX

La projection : Soient E,, E,, .., E,, des K-ev.

p;: By xE;x..xE, — E;

n

(w17$2""7xn) —

\ est une application linéaire de E; x E, x ... x E,, dans E; appelée projection sur E; (parallelement aux |
J’
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Exercice & :

31 0
Donner 'application canoniquement associée & A = ( 2 0 -1 ) .
11 1

‘ A quelle matrice est associée ¢ : (z,y) — (z 4 2y, 3z + 4y, 5z + 6y) ?

Le K-ev %, (E;F)

Proposition [1 :

(Z (E;F),+,-) est un K-ev, sev de (F (E; F),+,-).

Preuve :
|_ _i'w&wnmmﬂ&,(): E — F et bncaine. Done £ (E;F) +@

r F— Op
- ?Wwf,QEX(E;F). ﬁﬂaoml’)wnbﬁwev (A;p) EKENf+pug € £ (E;F).
Roons o= Af + ug.

V (z;a2") € B2V (o 8) € K2, ¢(az + By) = (Af + pg)(ax + By)
EDQ%de¢

M (ax + By)) + pglax + By)

< Maf(z) + Bf(y)] + plag(z) + Bg(y)]

f,9€Z (E;F)

n a(ANf + pug)(w) + BS + 1g)(y)
F(E;F) esb un Koon

= as(a)+ ()
ﬂ)@g de ¢

@cvn/o, Af+ug€$(E;F)W%tm%ﬂ@eFMMQMAW@WMW K-en.
1

Exercice 9 : Soit E un K-ev et f € £(E). Montrer que si, pour tout = de E, la famille (x, f(z))
est liée, alors f est une homothétie.

I11.3] Composition d’applications linéaires

r

Proposition 18 :
La composée d’applications linéaires est une application linéaire.

En particulier, si f € Z(E;F)et g€ Z (F;G) alors go f € Z(E; G).
La composée est elle-méme bilinéaire :

En effet, si f € L (E;F) et g€ Z(F;G) alors :

w h+— goh est linéaire de .Z (E;F) dans .2 (E;G) (linéarité a droite).
m h+— ho fest linéaire de .Z (F;G) dans .Z (E;G) (linéarité a gauche).
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Remarque :hHgoheg(g(E;F);g(E;G)).

Preuve :
Joient f € Z(E:F) & g€ Z(F,G).

Vi(z5y) € BARY (Asp) € K2, (9o f)(Ax + py) = g(f(\e + py))
=g\ f(z) +pnf(y))
= Ag(f(2)) + pg(f(y))
=Mgo f)(@)+plge f(y)

Dot go f € ZL(E,G).

I11.4} Polynémes d’endomorphismes
Dans .Z(E), la composition o est associative, distributive par rapport a +, admet pour élément
neutre Idy et satisfait a la loi externe : A\.(fog) = fo(Ag)=(Af)eog

On dit alors que (Z(E), +, o, .) est une K-algébre, non intégre et non commutative. Résultat a
rapprocher de celui obtenu pour I’algebre des matrices ., (K).

De la méme maniere, pour tout P = a5+ a,; X + ... + 4+a, X" € K[X] et f € Z(E), on peut aussi
définir le polynome d’endomorphisme P(f) € Z(E) par :

P(f):a0f0+a1f1+a2f2+“'+anfn OﬁfO:IdEafl f7f2 f fa

Exemples 20 : Soit f € Z(E).

= Si P =MXe€Kalors P(f) = Aldyg.
" SiP=X2+X—-6=(X—2)(X+3)alors P(f) = 2 + f — 6ldg = (f — 2dg) o (f + 3Idy).

s N\
Exemples 21 :
mSiu: RZ — R2 alors u? = Idg..
xz Yy
Yy T
mSiu: RZ — R2 alorsu?: R?2 — R2 et u? = 21dg..
'_>
Yy T —y Yy 2y

\

( Y
Proposition 19+ Soient (f;9) € £(E)? deux endomorphismes qui commutent
i.e. fog=gof.

Alors, Vn € N :
n n n—1
(f+9" Z( )fkg”—k et VneN, fr—gt=(f—g) ) frg"t*.
k=0 k=0
\,
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n—1
Les écritures fXg" % et (f—g) Z fFg"17F sont respectivement & comprendre f*og"*
k=0

ATTENTION o
et (f —g)° (Z fFo 9”1'“> :
k=0

Remaraue : Les homothéties A\Idy commutent avec tout endomorphisme f € Z(E).

( N\

Exemples 22 : Pourtousn € Net f € .Z(E), on a:

(F + 1dg)" Z() ot (-l =301 ()

k=0 k=0

fr—ldg = (f—Idg)o (Idg + f+ f2 + -+ f(n7V).

Exercice IO : Soit E un K-espace vectoriel et © un endomorphisme de E satisfaisant

Montrer que u est un automorphisme de E.
Montrer que E = ker (u — Idg) @ ker (u — 21dyg).

@ NOYAU ET IMAGE D’UNE APPLICATION LINEAIRE

‘ Images directe et réciproque d’un sev

Proposition 20 : Soient E, F, deux K-ev, et f € £ (E; F).
‘ Pour tout sev E; de E, I’ensemble f(E;) est un sev de F.
‘ Pour tout sev F; de F, I'ensemble f~!(F;) est un sev de E.

ATTENTION I La notation f~! est & prendre comme l'image réciproque par f ici.

Preuve
|_ — E; b un vens done Oy € E; o f(0p) =0p € f(E;) te. f(E;) #@.

—SouwobmwayEf @nvmbedu)wx—f()ety/Zf(y)a/ueox,yEEl.
Foienk A, € K. Mons Az’ + py’ = Af(x) + uf(y) = fFOz + py).
@m, E; esb un sen de E.
Done, Ax + py € By e f(Ax + py) € f(Ey).

[2] - Fy b un sew done Op € Fy.

Bomme f(0g) =0p €F, on o 0g € fH(F,) ie. fH(F,) +@.

~ Svient 2,y € fFHF,). On o done f(z) €F, & f(y) € F,.
Foienk A, 1 € K. ﬁ,@o»wax+uy):Af(x)+uf( ) € F; can Fy esb un sen de F.
.,ODO/mo)\:C—i-,uyEf o[um%tdomufrube/wdeE
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Noyau et image d’une application linéaire

La proposition (20) nous encourage a nous intéresser a deux sev bien particuliers :
-

N
Détinition || : Soient E, F, deux K-ev et f € Z (E;F).

On appelle noyau de f, et on note ker (f) ’ensemble des vecteurs de E s’envoyant sur
le vecteur nul de F.

ker f = f1({0p})={z €E, f(z)=0p}CE.

On appelle image de f, et on note Im (f) 'ensemble des images par f des vecteurs de
E.

Imf=fE)={yeF, IzecEy=f(z)} CF.
\,

Un peu d'histoire : Les lettres ker sont les premiéres du mot allemand Kernel qui signifie,
comme vous auriez pu le deviner, noyau.

Contre-Exemple 23 : Considérons 'endomorphisme v : (x,y, z) — (z+2y+ 2,2z +y—=z, x +2y+2).
v(1;—1;1)=(0;0;0) ie. (1;—1;1) € kerv sans qu'il soit nul.

Les éléments du noyau d’une application linéaire ne sont pas tous nuls. C’est la le point intéressant.

N
A retenir | :

m Im(u) ={0p} <= u=0gEr < ker(u)=E.
m Siue ZEF)etve Z(F,G). Alors,

vou=0grgqg < Im(u)Cker(v).

Exemples 24 (Imaces)

s Soitu: R — R?

alors Im (u) = vect ((1, 2)) est représenté par la droite d’équation y = 2z
z +— (z,2z)

dans le plan.

= L’image de 'endomorphisme de R3, (z,y, 2) > (z+2y+ 2, 2z+y—2, £+ 2y+ 2) est le plan d’équation
z=ux.

-

Exemples 225 (Noyaux) :

= Sif: R3 — R , alors ker (u) est le plan d’équation z +y + z = 0.
(x,y,2) +— xz+y+z

m Si I est un intervalle de R, et D : 21(I,R) — F(I,R) est I'application linéaire de dérivation,
@ —
alors ker () est ’ensemble des fonctions constantes sur I.

mSif,: KX — K ,alors ker (f,) = {(X—a)Q/Q € K[X]}.

P +— Pla)
\\
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~
Exemnple 26 (Projection) :  Soit I'application linéaire définie par
p: R2 — R?
(z,y) — (2,0).
Noyau : VY (z,y) € R?, (z,y) €kerp < p((z,y)) = (0,0)
— (CC, 0) = (an)
= z =0.
Donc, ker (p) = {(0,y), y € R} i.e. 'axe des ordonnées.
Image : V(LL‘, y) € |R2’ (iL‘, y) € Imp ~ 3(‘f‘CO7y0) € RQap((wO,yO» = (xay>
g a(wo,yo) € |R27 ($0,0) = (xvy)
— y=0.
L Donc, Im (p) = {(z,0), = € R} i.e. 'axe des abscisses. p
Proposition 21 : Soient E, F, deux K-ev, et f € Z (E;F).
ker f est un sev de E. Im f est un sev de F.

Preuve :
|_ ﬂ’mae{gvm ker f = f~1({0p}).
Or, {0p} etk un sew de F.
@owo, kerﬁWWWWW&Mﬂad.mmeﬁmmd@E
ﬂ)wud.e%ﬂwwlmfzf(E)
@fz,,Eebbwn,mdeE.

—

Exercice I : Déterminer le noyau de ® : 2% (R;R) — 7 (R;R)
f — [+ 4f.

IV.3| Injectivité et surjectivité des applications linéaires

Théoréme 22 : Soient E, F, deux K-ev, et f € £ (E;F).

f est injective <= ker f = {0y }. f est surjective <= Im f =F.

Réponse : Un Kinder injectif car son noyaux est réduit a zéro.

r Preuve :
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g@mmef%b&mém’he,omaf(oE)ZOF.
Don, {05} C ker f.
ﬂé%noﬂummb,mxekerﬁo,@maf(x):OF:f(OE).
ecym/me fe,bbvnaecbuue, T = 0f, ie. keI‘fC{OE}.
dem%m&mma&mkerfz{%}.
(<:) Souwobmbﬂuekerf:{OE} etmo/nbwmb,ctuefehbvnaech/ue
Considérons Ty, Ty €E tJ)JCI.M& flzy) = flzy).
Mors f(z)) = flzy) = f(xy — ) = Op te. 2 — 3y € Ker f nesbreint & {0g ).
Done, r, —xy =0 <= xlzmQQJ;fehti/na‘,ecrA/ue.
ge&eamﬂmeob[u&awmfﬁgdrnmm:

febbbma;ed;we <~ f(E)=F < Imf=F.

—

La plus grande utilité de ce théoréme est donc de ramener 1’étude de 'injectivité d’une application
linéaire a celle de son noyau.

4 N\
Exemple 277 (Sywétrie) :  Soit Papplication linéaire définie par

S: R* — R?
(a:,y) — (_xay)

Noyau : VY (z,y) €R?, (x,y) €kerS < p((x,y)) = (0,0).
<= (—=,y)=(0,0)
< (z,y) =(0,0)
Donc, ker (S) = {(0,0)} et S est injective.
Image : De plus, ¥V (z,y) € R?, (z,y) = S((—=,y)) i.e. Im(S) = R2.
L’application S est donc surjective.
Conclusion : S € 9I(R?).

-

s )
Exemples 2.8 :

= Toute homothétie non nulle est surjective.
s D: R,[X] — R,[X] n’est pas surjective.
P — P’

s T: ¢°(-1;1;R) — R n’est pas injective.

f — /_llf(t)dt
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