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Q STRUCTURE D’ESPACE VECTORIEL

Généralités

@Fir\ition | © Soit E un ensemble non vide muni de deux lois : \

= Une loi de composition interne notée + (l’addition) :

+p: EXE — E
(x;y) — x+vy

= Une loi de composition externe, notée - (la multiplication par un scalaire) :

g KXxE — E
(N;z) — Az

On dit que (E, +, -) est un espace vectoriel sur K ou K-espace vectoriel abrégé en K-ev lorsque :
(E, +) est un groupe abélien, i.e.

@ +g est associative : ¥ (z;y;2) €EE3, (x+py)+tp2=0+g (Y+p2) =T+ y+g 2
@ +g est commutative : YV (x;y) € E? 2 +trY=y+g.
@ + admet un élément neutre noté Oy et appelé vecteur nul :

VreE, z+4+505=0+gz=m1.
@ Tout élément de E admet un symétrique pour + appelé opposé de = et noté —z
VeeE, z+g(—z)=0g.
‘ La loi de composition externe vérifie les axiomes suivants :

() Ve eE, ¥V (A;p) € K, Ag(ppr) = (A xy p).pgz

: compatibilité avec xy dans
K

() Ve eE, ¥V (A\;p) €K (A 4y p).pg% = ApT + p.px : compatibilité +y dans K.

() V(z;y) €e B2, VA e K, Ag(z4+gy) = Agz +g Agy : compatibilité avec +g
dans E.

() Yz eE, lygpr=x: 1y est'élément neutre pour -g.

On appelle :

m vecteurs les éléments de E.

m scalaires les éléments de K.

Qn dit que K est le corps de base de 'espace vectoriel E. J

— Ne pas confondre le zéro des scalaires 0y avec le vecteur nul Oy : s’il y a une

ATTENTION amblgulte, pre(;lser‘ la notatllon'en ‘mdlce ou mettre une fleche sur le v‘ecteur.
— La loi - est une loi de multiplication externe : ce n’est pas le produit de deux
vecteurs.
Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXIII : Epaces vectoriols
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\
Proposition | (Réales de caleul) : |
V(r;a';y) €B3, z4+y=a2"+y = z=2a.
V (A;z) EKXE, (=)\).z = A(—z) = —(\.x).
En particulier, (—1y).x = —z.
VAeEK, VY (z;y) € B2, A(z—y) =z —\y.
V\ip)ekKELVzeE, (A\—p)x=A\x—pz.
Réciproquement, V (A;z) € K X E,
)\CL‘:OE:>)\:0|K ou CCZOE
En particulier,
SiA#0,alorsV (z;y) €E2, Az=)\y = z=y.
Six#0g,alorsV (\;u) €K2, Nz =pxr = \=pu.
. - .

Exercice | : Soit E un Rev. On munit ’ensemble F = E x E de I’addition usuelle et on définit
une loi de composition externe - par (a +ib) - (z,y) = (ax — by, ay + bx).

Montrer que (F,+,-) est un Cev.

Espaces vectoriels de référence et fondamentaux

K : L’ensemble K muni de son addition et de sa multiplication est un K-espaces vectoriel de
vecteur nul Oy = Oy et muni des lois :

1 KxK — K
(r59) +— z+y=x+yy

et
KxK — K

(N;z) — Az =Xy

Proposition 2 (K;+4;-) est un K-espace vectoriel.

En particulier, R est un R-espace vectoriel et C est un C-espace vectoriel.

On peut voir aussi C est comme un R-espace vectoriel si on le munit de son addition et de

la loi externe :
RxC — C

(A;2) — Az= Az (produit dans C)

Remaraue : N, Z, Q ne sont pas des R-ev.

K™ : De manitre générale, pour n € N*, on définit sur K™ les lois :

+ : K™ x K™ — K"
(('rlv Loy ooy .’L’n) ; <y17 Ya5 ooy yn)) — (.’171 +y17 Lo +y27 ey Ty +yn>

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXIII : Espaces vectoriels 3]
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et
K x K™ — K™

(N (xq, gy ooy ) F— (Axy, Azy, ..oy Ax,,)

Proposition 2 L’ensemble (K" ;+;-) est un K-espace vectoriel, ot le vecteur nul est
O = (0,0 ..., 0).

E"™ : Pour n € N*, on considére n espaces vectoriels (El i tE, ~E1), s (En itE, 'En) tous sur
K et le produit cartésien

E=E, xE, X...xEn:{(xl,aUQ, v x))/Yie[Lin], o eE}

On définit sur E les lois :

+: ExE — E
((3317 Loy -evy :L‘n) ) (yla Yoy -oes yn)) — (ml +E1 Y15 Lo +E2 Yo, s Ty +En yn)
et
KxE — E
(N (zq, 29, ooy x,)) ()\.Elxl, Ag,Tas o s )\.Enajn)

Proposition 4 : L’ensemble (E;+;-) est un K-espace vectoriel, ou le vecteur nul est
O = (OEla OE2 000 OEn)'

Exemple | © Sionnote x = (z,, 25, ..., x,,) EE et y= (Y, Yo, ..., ¥,,) € B alors, YA € K, on a :

>"E1$1 +B, Y1
ApTHry= :

A'Enxn +E1 Yn

M,

n,p([K> : On munit ., ,(K) des lois :

+: My, ,(K) x A, ,(K) — M, ,(K)

((ai,j)lgign;(bi,j)1<z‘<n> = (ai,j"'bi,j)l@@
1<y<p 1<j<p 1<j<p

et
Kx My, (K)  — A, ,(K)

n:

()ﬁ (ai,j)1<i§n> = A (a4 5)1<ian = (A0 5)1<6
1<j<p 1< 1<y

<JSp

NN
bS]

Proposition S : L’ensemble (./// (K), +, ) des matrices a n lignes et p colonnes est

n7p
un espace vectoriel sur K.

Le vecteur nul est la matrice nulle 0 4 ) = (0), -

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXIIT : &pm vecloriels ﬂ
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Toutefois, I’ensemble de toutes les matrices (sans spécification de taille) n’est pas
un espace vectoriel (on ne peut pas additionner deux matrices de taille différente).

ATTENTION

F (Q ; E) : Soient €2 un ensemble et E un K-espace vectoriel. L’ensemble F (£2; E), noté aussi
E® des fonctions de Q & valeurs dans E peut étre munis des lois :

+: E9xE2 — E®
(f;9) += f+g: Qr—>E

z f(z) +g 9(z)
et
KxE®? — E®
N f) — Af: Q—E
T Ag f(z)

Proposition &+ Si Q est non vide alors 'ensemble (F (Q;E);+;-) est un K-espace
vectoriel.

Le vecteur nul 0 g, est la fonction nulle 075 ¢ @ — E
z +— O

F (2;Y) n’est, en général, pas un K-espace vectoriel (pour les mémes lois) si Y
n’est pas un K-ev.

ATTENTION

Corollsire | : L’ensemble KY des suites & valeurs dans K est muni d'une structure
d’espace vectoriel dont le vecteur nul est la suite constante égale a Oy.

[K[X] ¢ L’ensemble K[X] de tous les polyndmes & coefficients dans K est un espace vectoriel de
vecteur nul le polynéme nul et muni des lois :

+: K[X] x K[X] — K[X]
(Z a, Xk Z kak) — Z (ay, + by,) X*
k>0 k>0 k>0

et
K x K[X] —  K[X]

()\;Zaka) A g X =" (M) XE.

k>0 k>0 k>0

En particulier, on a également vu que l’ensemble K, [X] des polynémes de degré inférieur
ou égal a n est un espace vectoriel.

ATTENTION I L’ensemble des polyndémes de degré exactement n n’est pas un espace vectoriel.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXIII : Espaces vectoriels 5
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Exercice 2. : Parmi les ensembles suivants reconnaitre ceux qui sont des sous-espaces vectoriels
pour les lois usuelles.

{0}. {(z,y,2) ER® |z +y+a=0et z+3az=0}
2] 2. {(z,y) € R¥/a* + zy + 3 > 0}.
{0,1}. EI {f € RR/f est croissante}.

I.3| Combinaisons linéaires

4 h
Détinition 22« Soit (E;+;-) un K espace vectoriel.

= Soit p € N* et zq, g, .., T, € E.

On dit que = € E est combinaison linéaire des vecteurs xq, x, .., z, de E §'il existe
(A1s Agy ooy A,) € KP tel que :

P
$:A1.$1+)\2.$2+...+)\p.$p :ZAkxk
k=1
m Soit X une partie de E.

On dit que = € E est combinaison linéaire de vecteurs de X si x est combinaison linéaire
d’une famille finie de vecteurs de X.

J )

Il n’y a pas, a priori, unicité des coefficients sans hypothése supplémentaire sur
(xy,...,x,) : sauf information supplémentaire

’ n
ATTENTION » »
Z)\k% = ZMM;«XV]? €Lspl, Ap=hy-
=1 k=1

~

Exemples 2 :

= Dans R2, 4i — 74 est une combinaison linéaire de iet j

= Dans R3, (1;2;0) est combinaison linéaire de (1;1;0) et (0;1;0), mais pas de (1;1;0) et (0;1;1).

m L’ensemble des combinaisons linéaires de O est {0y }.

» L’ensemble des combinaisons linéaires de u est Ku = {A.u/X € K}. C’est une droite vectorielle
engendrée par u.

x

s Dans E = & (R;R), ch et sh sont combinaisons linéaires de = — e® et z — e, cos® est combinaison

linéaire de x — cosx et x — cos 3x.

# SIE=7 (R;R) et X ={e,, :  +> 2™ /n € N} alors les combinaisons linéaires des fonctions e pour
0 < k < n sont les fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a n.

Plus précisément, f € E est combinaison linéaire de vecteurs de X si, et seulement si f est une fonction
polynomiale.

= Tout vecteur de K™ est combinaison linéaire de

€1 = (1’07"'70)7 €y = (071707"'70)7 ey € = (07 , 0, l)

\_ = Toute matrice de .#,, ,(K) est combinaison linéaire des E, ; pour (i;3j) € [1;n] x [1;p]. y

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXIII : Espaces vectoriels 6|
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Q SOUS-ESPACE VECTORIEL

( )

Détinition 3 : Soit (E;+g; ) un K-ev et F C E.

On dit que F est un sous-espace vectoriel de E, abrégé souvent en sev lorsque :

s F+£0
wV(z;9)€F?2, z4gy€eF (stabilité de F pour +5)
nVeeF, VAekK, AgzeF (stabilité de F pour -g)

Exemple 3 Si E est un K-ev alors {0y} et E sont des sev de E (appelés sous-espaces vectoriels triviaux
de E).

Ce sont, respectivement, le plus petit et le plus grand sev au sens de l'inclusion.

Remaraue : Tout sous-espace F de E contient le vecteur O : en effet, F # & contient au moins
un élément z et son symétrique d’ou

cE

En conséquence, pour montrer qu'un sev F de E est non vide, on cherchera souvent a montrer
que Oy € F. A contrario, une partie ne contenant pas Oy ne pourra étre un sev de E.

ATTENTION I Aucun K-ev, R-ev, C-ev ou sev n’est vide !!!!

Corollsire L2 (Starilité d'un sev par comrinaisons linéaires) :
Op € F

F est un sev de E <
V(z;y) € F2, ¥V (A\;u) € K2, Az + py € F.

Remarque : Mieux, on vérifiera que montrer que F est stable par des combinaisons linéaires du
type A.x 4+ y est équivalent a montrer que F est stable par combinaisons linéaires.

Le corollaire (6.2) nous entraine & considérer les lois :

tp: FxF — F et p: KxF — F
(x3y) +— z4py (N;z) — AT

Théoréme 1 : Soit F un sev d'un K-ev (E;+g;5)-

Alors, (F;4p;-p) muni des lois induites de E sur F est un K-ev.

Exemples 4 (En céométrie) :
= On considére un vecteur géométrique non nul de l'espace : @ € E. 3-

L’ensemble (2) = Rd = {A\@, A € R} est un sev de &,.

Lycée Jules Garnier CHAPITRE XXIII : &p@c@@ vectoniels U
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= On considére deux vecteurs géométriques non nuls de I’espace : @

£
<
m
Q)

w

L’ensemble P = {\t + @ / A, u € R} est un sev de &,.
» Dans le plan, une droite (2) passant par O (0;0) est un sev de R2.

Dans l’espace, une droite (2) ou un plan (&) passant par O (0;0;0) sont des sev de R3.

» L’ensemble F = {(0,v,y,t)/ (y;t) € R*} est un sev de R*.

s Dans R3, lensemble F = {(z;y)z/x+y+2z=0} est un sev mais Iensemble
G = {(z;y)z/x+y+2z=1} n'en est pas un (il ne contient pas 0, et n’est stable ni par
somme ni par produit par un réel!).

( )
Exemples S (Dans les espaces de fonctions)

= L’ensemble des fonctions paires et ’ensemble des fonctions impaires sont des sev de F (R, R).
= Soient I un intervalle de R et k € N*.

Les ensembles € (I;R) C ¢* (I;R) C €' (I;R) C ¥° (I;R) sont tous des sev de I’ensemble F (I;R)
des fonctions de I dans R.

Ils forment méme une suite de sev pour ’'inclusion.
= Pour n € N, K,,[X] est un sev du Kev vectoriel K[X].

On retrouve une suite de sev pour 'inclusion :

K=K, X]CK[X]C..CK,[X]CK,[X]C..CK[X]

Remaraue : La relation « étre un sev » est transitive.

e N
Exemples L (Dans les espaces de matrices)

Les ensembles

2,,(K) des matrices diagonales,

7,

n

7,

n,I

7, (K) des matrices symétriques,

s(K) des matrices triangulaires supérieures,
(K) des matrices triangulaires inférieures,

o, (K) des matrices antisymétriques,

L sont des sev de ., (K).

Exemples T (Dans 'espace des suites) :  Notons S le Kev des suites réelles.

s L’ensemble &, des suites bornées est un sev de &.
s L’ensemble &, des suites convergentes est un sev de &§,.

( )
Exemples 8 (Et rien dautres) :

= L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogeéne de n équations & p inconnues a coefficients
dans K est un sous-espace vectoriel de KP.

= L’ensemble des solutions sur un intervalle I, d’une équation différentielle linéaire homogene est un
sous-espace vectoriel de € (I;R).

Plus précisément,
° {y €C(I;R) /y +a(z)y= 0} est un sev de €* (I;R).
° {ye%ﬂ(l;ﬂ?) /y”—l—ay’—i—by:O} est un sev de €2 (I;R).

= L’ensemble des suites récurrentes linéaires est un sev du Kev des suites réelles ou complexes.

\,
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Tout ceci pour dire que pour montrer qu’un ensemble E est un K-espace vectoriel, on
montrera systématiquement qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel de I'un des exemples de
référence vus dans le paraaraphe (1.2) .

Exercice 3 : Quels sont parmi les ensembles suivants, les sous-espaces vectoriels de R? pour les
lois usuelles ?

— F, ={(z,y,2) ER*,z+2y+2 >0} — Fy={(z,y,2) ER*,z+y+32=1}
— Fzz{(x,y,z) E[R3,33—|—z=0} — F4={<x7y’z) eﬂQS,x:y:Z}

Sous-espace engendré par une partie finie

( )

Déctinition + : Soit (E;+;-) un K-e.v. et X une partie de E.

On appelle sous-espace vectoriel engendré par X, noté vect (X) le plus petit des sous-espaces
vectoriels de E contenant X.

On convient que vect (&) = {0g}.

Exemple 9 : Dans le plan, si X = {d} avec © # 0 alors ce s.c.v est la droite vectorielle dirigée par @ :

(2) = {74, A € R}.

Proposition 8 (Intersection de sous-espaces vectoriels) : Soit (E;+;-) un K-ev.

L’intersection sz d’une famille non vide de sous-espaces vectoriels (F;);c; de E est un

iel
sous-espace vectoriel de E.

Exemples 1O :

s F={P eR[X]/P(1) =P(2) =0} est un sev de R[X].
s {feF[R,R)/VEeN f*(0)=0} est unsev de €>(R,R).

La réunion de sous-espaces vectoriels n’est en général pas un sous-espace vectoriel !!!

ATTENTION Par exemple, dans E = R?, si F est 'axe des abscisses et G ’axe des ordonnées, (1;0)
et (0;1) sont dans F U G mais pas (1;1) = (1;0) 4 (0;1).

Exercice 4 : Soient F, G deux sous-espaces vectoriels de E un espace vectoriel.

Montrer que :

F U G est un sous-espace vectoriel de E <= (F C G) ou (G CF).

f N
Détinition/Théoréeme S (Sev enaendré par une partie) :  Soit X une partie de E.

On note vect (X), le plus petit sous-espace vectoriel contenant X.
C’est I'intersection de tous les sev contenant X :
vect (X) = m F.

F sev
XCcF
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Proposition 9 : Soit (E;+;-) un K-ev.
F est un sev de E si, et seulement si F = vect (F).
Pour toutes parties X et Y de E, X C Y = vect (X) C vect (Y).

Exercice S : Soit E=%(R,R). On pose f, : t > e et fo : t > e,
Montrer que vect (f;, f3) = vect (ch,sh).

Théoreme IO : Soient (E;+)- un K-ev X une partie non vide de E.

vect (X) est 'ensemble des combinaisons linéaires finies des vecteurs de X.

( )
Exenple [ (IMPORTANT) @ SiX = {ey, e,, ..., €, } est finie, on note vect ({e, ey, ..., €, }) ou plus
simplement vect (e, €5, ..., €,,).

On a alors légalité :
vect (eq, e, ..., €,) = {)\1.61 +AgeqF .o+ A, e,/ (A, A, iy A,) € IK"}.

En particulier et a retenir,

x €vect (e, €y, ..., e,) <= T (A, Ay, o, A,) €K, = Z)\i.ei.
i=1

Exemples 12 :

= Dans le R-ev C,
o vect (1) =R, e vect(i) = 1iR.

s Dans le C-ev C, vect (1) = vect (i) = C.
= Si W et U sont deux vecteurs non colinéaires de 'espace, alors vect (4 ; ¥) est un plan vectoriel.

s Dans E = & (R;R), le sous-espace vectoriel engendré par X = {e,, : z — z™ /n € N} est l'espace des
fonctions polynomiales.

» Dans E = RY, ’ensemble S des suites réelles satisfaisant
Uppp = Upyy + Uy, VR EN,

est un sev.

1++v5

Mieux, en notant r, = )

, on sait que :

& = vect (1) en s (1) pen) -
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Somme de deux sous-espaces vectoriels

Détinition b : Soit (E;+;-) un K-ev.
Si F et G sont deux sev de E, on appelle somme de F et G, notée F + G I’ensemble

F+G={z+y/ (z;y) € F xG}.

En particulier, écrire E = F 4 G signifie que tout vecteur de E peut se décomposer comme somme
d’un vecteur de F et d’un vecteur de G :

E=F+G < ‘v’:cEE,EI(mF,xG)EFxG,xsz+:cG.I

ATTENTION gnz a pas toujours unicité dans cette écriture. Si oui, on parlera alors de somme
irecte.

Proposition | Pour tous sous-espaces F et G de E, F + G est un sev de E.

Exenple 3 Soient deux vecteurs (géométriques) @, o de 3. On pose (2) = R et (2') = R3.

= Si W et ¥ sont colinéaires, (2) + (2) = (2).
m Si W et ¥ ne sont pas colinéaires, () + (2’) est le plan vectoriel engendré par u et o.

Dit autrement, le sev engendré par la réunion de deux droites vectorielles non paralléles est un plan vectoriel.

\

Remaraue :F+F=F!

Théoreme 12 : Soient F et G deux sev d’un K-ev E.

vect (FUG) =F +G.

Remaraue :F + G est donc le plus petit sev de E au sens de 'inclusion contenant F U G.

En particulier,

vect (Uq, Ug,y ooy U,y ) + Vect (Vg Vg, ooy ) = VECt (Ug, Uy woey Upyy Uyy Vgy eey Uy ) -

Somme directe

( )

Détinition 7 :  Soient (E;+;-) un K-ev, F, G deux sev de E.

On dit que F et G sont en somme directe, notée F @ G, lorsque tout élément de F + G se
décompose de maniére unique en la somme d’un élément de F et d’un élément de G.

VzeF®G, Il(z;y) e FxG, z=zx+y.
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( )\
Proposition [2 © Soient F, G deux sous-espaces vectoriels d'un K-ev (E;+;-).

Les propositions suivantes sont équivalentes :
F et G sont en somme directe.
Viz;2')eFEV (y;9)eGla+y=a"+y = z=12" e y=y.
VeeF,VyeG, z2+y=0p = x=y=05.
FNG={0g}
\

Exercice L : Montrer que les sev F et G sont en somme directe avec :
F = Kt et G = K@ avec 4 et ¥ non colinéaires.

Dans ce cas, Ku + Kv = Ku @ KU = vect (u;v).
F = vect (1,X) et G = vect (1,X?).

La notion de somme directe de deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E se généralise
au cas de plusieurs sous-espaces.

( )
Définition & © On dit que la somme de n sous-espaces vectoriels F;, Fy, .., F, d'un K-
espace vectoriel E est directe si, et seulement si tout élément de F; + F, + ... + F, s’écrit
d’une maniére unique comme somme d’éléments de F,, F,, .., F, .

V$€F1+F2+...+Fn, 3!(1:1,1:2,...7.%','1) EF]. XF2 X ... XF'I’L’ Z‘ZII,'l —|—.’L‘2—|—...—|—:L'n.

La somme directe de F';,F,,...,F, est notée : F, @ F, @ ... ®F,

\

Théoreme 4 : 1l y a équivalence entre :

La somme de n sous-espaces vectoriels Fy,Fo, ..., F
directe.

VpeN,2<p<n, (F;+F,+..+F, ;)nF, ={0}.

5, d’un K-espace vectoriel E est

Remarque :SiF; +F,+...4+F, est une somme directe alors la propriété suivante est vérifiée :
VpeN,1<p<nVgeN1<qg<np#q: F,NF, ={0}.

Mais cette condition (qui est nécessaire) pour que la somme soit directe n’est pas suffisante.

4 )

Contre-Exemple 4 : Dans l'espace vectoriel R2, soient F = vect((1,0)), G = vect((0,1)) et
H = vect ((1,1)).

11 est immédiat que FN G = {0}, GNH = {0} et F N H = {0}, et pourtant la somme F + G + H n’est pas
directe.

En effet I’élément (1, 1) de F+G+H se décompose en somme d’éléments de F; G et H de la maniére suivante :

(1a 1) = (O>0) + (070) + (17 1)
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mais aussi de la maniére suivante :
(1,1) = (1,0) +(0,1) +(0,0).

Il n’y a donc pas unicité de I’écriture.

En conclusion,

Dans le cas de plusieurs sous-espaces vectoriels, le fait que les sous-espaces aient deux
ATTENTION a deux une intersection réduite au vecteur nul n’est pas une condition suffisante pour
que la somme soit directe.

Sous-espaces supplémentaires

Détinition 9 © Soient (E;+;-) un K-ev, F, G deux sev de E.
On dit que F et G sont supplémentaires (dans E) si E=F & G.

En particulier, | E=F® G < Vz€E, 3l(z;y) € F x G, z:x+y.]

Ne confondez pas « en somme directe » et « supplémentaires dans E ».

Dire que F et G sont en somme directe, ¢’est affirmer que tout vecteur de E a AU PLUS
UNE décomposition comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G. Pour étre

ATTENTION précis, les vecteurs de F + G ont alors exactement une décomposition de cette forme
tandis que les éléments de E\(F 4+ G) n’en ont pas.
-

Dire que F et G sont supplémentaires dans E, c’est affirmer en plus que E = F + G,
¢’est donc affirmer que tout vecteur de E possede EXACTEMENT UNE décomposition
comme somme d’un vecteur de F et d'un vecteur de G.

Exemples IS

= Dans EQ, si (f, f) sont deux vecteurs non colinéaires, alors Ri @ Rj = 22,

o Ri admet d’autres supplémentaires comme R% ot @ = i+ f
o Ri7 et Rj restent en somme directe dans &3 mais n’y sont plus supplémentaires.

s C=RaiR.

o M, (K) =5, (K &, (K).
« F(R;R)=P &7

Proposition IS (Caractérisation de la somme directe) :

F =E
E=FG <= +G

Exenple |5 © Soient E =R2, e; = (1;0) et ey (—1;1).
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s

\,

Montrons que E = vect (e;) @ vect (e,).
Soit (z;y) € E. Cherchons (a;b) € R? tel que (z;y) = a.e; + b.e,.

Or,
T 1 —1 rz=a—> a=c+y
) = a. b. =a. b.
(x;y)=a.e; + @@(y) a(0)+ (1)@{31:1) (:){bzy

Ce systéme admet une unique solution, donc la somme est directe i.e. R? = vect (e;) @ vect (e5).

Exercice T : Dans R3, on considere :

— F={(zy;29;25) ER® /2, + x5 + 153 =0}
— G =vect((1;1;1)).

Montrer que R?* =F @ G.
On pose également H = vect ((1;0;0)). Montrer que R* = F & H.

Comme on le voit dans 'exercice précédent, un sous-espace vectoriel a, en général,

ATTENTION plusieurs supplémentaires dans E. On parle donc d’un supplémentaire et non du sup-

4 )

- .

plémentaire.

Méthode | (Montrer aue E = F @ G par analyse-synthése) :
%!}'wﬂﬂ;Ww%@x@E,deW%xFEFethEGW%W

Tr=p+2qg-

Sﬁemmmmmbro)bamaﬂ«ab@ WmeMmmw@Mwﬂdﬂgw
@@@mw ; WW&WWQW

Déclaration d’un vecteur a décomposer : On gmo@ un vedeurn € E sans condibions

i

Analyse:@nw\o&wﬁuex&éoutm&»gommeav:xF+x@ouxF enb un vedeun de F
eta?G un vedeun de G.

@nm;je@nmwedewnwumeethmed@awedexwdlmbmm
deneg@m
O%MWWWWT&M (xF,xG).SE'wabéde@o,démemnme&
Juww. (Somﬁamn'%trmm.)

Syntheése : @mwnbad@wgewye (Zp,zq) M@M@mﬁf@d&mmﬁ@&bm%wx
@%WWL& Tpt+rg=x 2p €F & 2g € G
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ATTENTION

@ APPLICATIONS LINEAIRES

Qu’est ce qu’un Kinder surprise sans jouet d l'intérieur ¢

Généralités
/

Définition IO = Soient (E;+g;g) et (F;+p;-p) deux K-ev.

On dit que f: E + F est un homomorphisme d’espaces vectoriels ou, plus simplement, une
application linéaire si :

=V (z;y) €E?, f(z+py) = f(=)+r ).
VYV (A\;z) e KXE, f(Agz)=Apf(z).

L’ensemble des applications linéaires de E dans F est noté £, (E;F) ou, simplement,
Z (E;F).
Vocarulaire :

m Si f: E+— K est linéaire, on dit que f est une forme linéaire.

Leur ensemble est noté % (E; K) ou, simplement, E* 1.
m Si f: E+— F est linéaire et bijective, on dit que f est un isomorphisme.
Leur ensemble est noté .#somy (E; F) ou, simplement, .#som (E;F).

m Si f: E+— E est linéaire, on dit que f est un endomorphisme.

Leur ensemble est noté £, (E) ou, simplement, .Z(E).
m Si f: E+— E est linéaire et bijective, on dit que f est un automorphisme.

)\

\_ Leur ensemble est noté 41, (E) ou, simplement, 4I(E). y

L’application In : (R% ; x) — (R;+) est également appelé un morphisme mais non un

homomorphisme car (R% ; X) n’est pas un espace vectoriel.

De méme, les homéomorphismes et autres difféomorphismes rencontrés en analyse

n’ont, en général, rien a voir avec des morphismes. Juste un choix de nom malheu-

reux.

Pour toute application linéaire f :

e A
Exemples [ :
s VkEeR, f: R — R est un endomorphisme du R-ev R dans le R-ev R.
r — kz
C’est méme un automorphisme si k # 0.

» Les translations t,: E — E ne sont pas linéaires si a # Og.
r +— x+a

\,

|1]. On lappelle le dual de E.
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N
1
= Les applications = — x2, —, cos(x), /=, e, ... ne sont pas linéaires !!!!!
T
m f: R? — R3 est une application linéaire de R? dans R3.
(z,y) +— (z+2y,—=,3y)
m f: R — RS n’est pas une application linéaire de R? dans R3. On
pourra notamment constater que f(2z;2y) # 2f(z;y).
\
( )

Proposition |6 : Soient (E;+g;-g) et (F;4p; ) deux K-evet f: E+— F.
feZ(E;F) = [f(0g) =0p.
feZ(E;F) < YV (z;y) €E%V (A;p) € K2,
S gr + ppy) = Apf(@) + ppf(y)

= V(z;y) €EL,VAEK, [f(Agz+y)=Apfl2)+ fy)
La restriction d’une application linéaire a un sev reste linéaire :

VAsevdeE et fe Z(E;F), fia€L(AF).

Si f est linéaire alors f(0) = 0, mais la réciproque est fausse.

ATTENTION

En particulier il ne sert a rien de montrer que f(0) = 0 pour justifier qu'une application
est linéaire. C’est une condition nécessaire non suffisante.

Ve

Méthode 2 (Montrer auune application Nest pas linéaire) :
L ouffs o excomple, au doies
de worifien que f(0) # O,
d%mwwwm (,y) &mmfﬂeramﬂmdem&m
(A ) poun thqwe@w Oz + py) # M () + nf(y)-

Exemples |8 : Les applications ci-dessous ne sont pas linéaires :

Ffi R — R et h: R — R
(z;y) +— =y (z;y) +— x2+y°%.

Exemples |9 (Exemples de référence) :

L’homothétie : Soit \e K. h,: E — E est un endomorphisme de E, appelé homothétie de E de

T = Az
rapport X. En particulier, Idg est linéaire.

La dérivation sur K[X] : D: K[X] — K[X] est un endomorphisme.

P +— P
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6 dérivation sur 7' (I,R) : §: 2'(I,R) — F(R,R) est linéaire. \
f = f
Ce n’est pas un endomorphisme.

La dérivation sur > (I,K) : §: €>°(I,K) — €°°(I,K) est un endomorphisme.
f = f
L’intégrale sur [a;b] : £ : ¥°(a;b],K) — K est une forme linéaire.
b
f — / f(t)de
L’évaluation en a : si A est un ensemble non vide, alors pour tout a € A,

e, FAK) — K est une forme linéaire.

f = f(a)
Idem pour I’évaluation des polynémes en un a € K donné

KX] — K
P +— P(a).

€yt

La transposition matricielle : 7: ., (K) — ., ,(K) est linéaire.

n,p
M — M7
La trace : T: #,(K) — K est une forme linéaire.

M —  tr (M)

Partie réelle, imaginaire, conjugaison : sont R-linéaires mais pas C-linéaires.

R: C — R J: €C — R c: C — C
z +— Re(z) z +—= Im(z) z = Zz
L’application limite :
suites convergentes
— K est une forme linéaire.
de KM
(Up) nen —  lim wu,

n—+oo

L’application canonique associée 4 une matrice : si A € .//{n)p([K) alors

fa: K2 — K™ est linéaire.
X +— AX

La projection : Soient E,, E,, .., E,, des K-ev.

p;: By xE;x..xE, — E;

n k2

($1,$2,'-~,:Iln) —

\ est une application linéaire de E; x E, X ... x E,, dans E, appelée projection sur E, (parallélement aux
E., j+1). )
J7

Exercice 8 :

Donner I'application canoniquement associée & A =

N W
— O
|
—_
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A quelle matrice est associée ¢ : (z,y) — (z 4 2y, 3z + 4y, 5z + 6y) ?

Le K-ev £, (E;F)

Proposition [T :
(Z (E;F),+,) est un K-ev, sev de (F (E;F),+,").

Exercice 9 : Soit E un K-ev et f € £(E). Montrer que si, pour tout = de E, la famille (x, f(z))
est liée, alors f est une homothétie.

|III.3| Composition d’applications linéaires

s Y
Proposition 18 :

La composée d’applications linéaires est une application linéaire.
En particulier, si f € Z(E;F) et g€ Z (F;G) alors go f € Z(E;G).
La composée est elle-méme bilinéaire :
En effet, si f € Z (E;F) et g€ £ (F;QG) alors :
m h > goh est linéaire de .Z (E; F) dans £ (E;G) (linéarité a droite).
» h+— ho fest linéaire de .Z (F; G) dans .Z (E; G) (linéarité a gauche).

Remaraue :h|—>gohe$<$(E;F);$(E;G)>.

I11.4} Polynémes d’endomorphismes
Dans Z(E), la composition o est associative, distributive par rapport a +, admet pour élément
neutre Idy et satisfait a la loi externe : A\.(fog) = fo(Ag) =(A\f)og.

On dit alors que (Z(E), +, o, .) est une K-algébre, non intégre et non commutative. Résultat a
rapprocher de celui obtenu pour I’algébre des matrices ., (K).

De la méme maniere, pour tout P = ag + a; X + ... + +a, X" € K[X] et f € Z(E), on peut aussi
définir le polynéme d’endomorphisme P(f) € Z(E) par :

P(f)=aof’ +af' +apf? + .. +a,f* ot fO=ldy, f'=f f2=fof, ..

Exemples 20 : Soit f € Z(E).
= Si P=XeKalors P(f) = Aldyg.
B SiP=X24+X-6=(X—-2)(X+3)alors P(f) = f2+ f — 6ldg = (f — 2Idg) o (f + 31dg).
( )
Exemples 21 :
mSiu: RZ — R? alors u? = Idg..
H
Yy T
mSiu: RZ — R2 alorsu?: R?2 — R2 et u? = 2Idg..
G)= () () ()
\. PP P I s
N/ N/ Y 277/
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( )

Proposition 19+ Soient (f;9) € £(E)? deux endomorphismes qui commutent
i.e. fog=gof.
Alors, Vn € N :

n

n—1
LSt <n> frg"™h et VneN, fr-gt=(f-g)) g7
k=0

k=0

Les écritures fXg" % et (f—g) Z f*g"17F sont respectivement & comprendre f*og"*
k=0

n—1
—g)o (Z f*o gn—l—k:> )
k=0

Remaraue : Les homothéties A\Idy commutent avec tout endomorphisme f € Z(E).

r

I |

ATTENTION

Exemples 22 : Pourtousn € Net f € .Z(E), on a:

(F + 1dg)" Z() ot (-l =30 ()

k=0 k=0

fr—ldg = (f—Idg)o (Idg + f+ f2 + -+ f(n7V).

Exercice IO : Soit E un K-espace vectoriel et © un endomorphisme de E satisfaisant

Montrer que u est un automorphisme de E.

[2] Montrer que E = ker (u —Idg) @ ker (u — 2Idp).

@ NOYAU ET IMAGE D’UNE APPLICATION LINEAIRE

Images directe et réciproque d’un sev

Proposition 20 : Soient E, F, deux K-ev, et f € Z (E;F).
Pour tout sev E; de E, I’ensemble f(E;) est un sev de F.
Pour tout sev F; de F, I'ensemble f~!(F;) est un sev de E.

ATTENTION I La notation f~! est & prendre comme l'image réciproque par f ici.
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Noyau et image d’une application linéaire

-

N
Détinition || : Soient E, F, deux K-ev et f € .Z (E; F).

On appelle noyau de f, et on note ker (f) ’ensemble des vecteurs de E s’envoyant sur
le vecteur nul de F.

ker f = f1({0p}) ={z €E, f(z)=0g}CE.

On appelle image de f, et on note Im (f) ’ensemble des images par f des vecteurs de
E.

Imf:f(E):{y€F7 EL’EEE,y:f({L')}CF
&

Contre-Exemple 23 : Considérons 'endomorphisme v : (x,y, z) — (z+2y+2,2x+y—=z, x +2y+2).
v(1;—-1;1)=(0;0;0) d.e. (1;—1;1) € ker v sans qu'il soit nul.

Les éléments du noyau d’une application linéaire ne sont pas tous nuls. C’est la le point intéressant.

A retenir | :
m Im(u) ={0p} <= u=0gEr < ker(u)=E.

m Siue Z(EF)etve Z(F,G). Alors,

vou=0grgqg < Im(u)Cker(v).

Exemples 24 (Imaces)

s Soitu: R — R

alors Im (u) = vect ((1,2)) est représenté par la droite d’équation y = 2z
z +— (z,2z)

dans le plan.

» L’image de I'endomorphisme de R, (z, vy, z) — (z+2y+2, 2z +y—2, £+ 2y+2) est le plan d’équation
z=ux.

-

Exemples 225 (Noyaux) :

m Sif: R3 — R , alors ker (u) est le plan d’équation z +y + z = 0.
(z,y,2) — z+y+z

m Si I est un intervalle de R, et D : 2Y(I,R) — F(I,R) est I'application linéaire de dérivation,
@ —
alors ker () est ’ensemble des fonctions constantes sur I.

mSif,: KX] — K ,alors ker (f,) ={(X —a)Q/Q € K[X]}.

P +— Pla)
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Exenple 2L (Projection) :  Soit I'application linéaire définie par

p: R2 — R?
(z,y9) — (x,0).

Noyau : Y (z,y) €R?, (z,y) Ekerp < p((z,y)) = (0,0)
< (z,0)=(0,0)
= x=0.
Donc, ker (p) = {(0,y), y € R} i.e. ’axe des ordonnées.
Image : V(z,9) €R?, (z,y) €Imp <= I(zg,Yo) € R?, (20, ¥o)) = (%, )
= Azg,Yo) € R?, (29,0) = (z,y)
= y=0.

Donc, Im (p) = {(x,0), = € R} i.e. 'axe des abscisses.

\.

~

Proposition 2| : Soient E, F, deux K-ev, et f € Z (E;F).

ker f est un sev de E. Im f est un sev de F.

Exercice I : Déterminer le noyau de ® : 2% (R;R) — 7 (R;R)
f — 7 +4f.

Injectivité et surjectivité des applications linéaires

Théoréme 22 : Soient E, F, deux K-ev, et f € Z (E;F).

f est injective <= ker f = {0g}. [2] fest surjective <= Im f =F.

Réponse : Un Kinder injectif car son noyaux est réduit a zéro.

-
Exemple 271 (Sywétrie) :  Soit application linéaire définie par
S: R?2 — R?
(:E ) y) — (—LL’ ) y) .

Noyau : VY (z,y) € R?, (x,y) €kerS < p((z,y)) = (0,0).
= (~=,y)=(0,0)
= (z,y) =(0,0)
Donc, ker (S) = {(0,0)} et S est injective.
Image : De plus, ¥ (z,y) € R?, (z,y) = S((—=,y)) i.e. Im(S) = R2.
L’application S est donc surjective.
L Conclusion : S € 9I(R?).
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s ~
Exemples 2.8 :

= Toute homothétie non nulle est surjective.
= D: R,[X] — R,[X] n’est pas surjective.
P — P’

n T: ¢°(-1;1]5R) — R n’est pas injective.

f — / f(t)dt
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